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Quantidades médias no movimento de um corpo em trajectéria eliptica

(Mean values of physical quantities for the motion of a body in an elliptic trajectory)
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Em muitos livros de texto, a terceira lei de Kepler é formulada em termos da distancia média entre o Sol
e cada um dos planetas, nao se especificando de que média se trata. Neste trabalho calculam-se trés médias
diferentes para esta distancia, verificando-se que apenas uma é compativel com a referida lei. Adicionalmente,
calculam-se e comparam-se as trés médias para todas as quantidades fisicas relevantes.
Palavras-chave: leis de Kepler, modelo de Bohr-Sommerfeld, integrais elipticos.

Many textbooks formulate the Kepler’s third law in terms of a mean distance between the Sun and each of
the planets, but nothing is said about what kind of mean is. In this work we calculate three different means for
this distance, and verify that only one is compatible with the referred law. We also calculate and compare the

three means for all relevant physical quantities.

Keywords: Kepler laws, Bohr-Sommerfeld model, elliptic integrals.

1. Introducao

O estudo das drbitas planetdarias a volta do Sol é um
dos assuntos abordados em todos os livros de fisica ele-
mentar, quase sempre inserido na lei da gravitacao uni-
versal de Newton, e normalmente inclui uma referéncia
explicita as leis empiricas de Kepler.

A terceira destas leis, conhecida como lei harmoénica,
ou lei dos periodos, é enunciada nos textos de mecanica
de nivel intermédio [1a,2-4] da seguinte forma:

Os quadrados dos periodos do movimento
dos diferentes planetas a volta do Sol sao di-
rectamente proporcionais aos cubos dos cor-
respondentes semieixos maiores das elipses
descritas por eles.

Esta formulagao corresponde a versao dada por
Newton [5] da terceira lei de Kepler. Sao raros [6-
8], no entanto, os textos introdutérios de fisica que
enunciam a lei desta maneira. O mais comum [9-13]
é substituir-se a referéncia ao semieixo maior da elipse
pela expressao “distdncia média do planeta ao Sol” (o
que coincide com a formulagao original de Kepler [14]),
sem qualquer indicacao acerca de que tipo de média se
trata. Em alguns casos [15,16], é ainda referido que
essa média é igual ao semieixo maior da elipse, sem o
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justificar. Noutros [17], a distdncia média é descrita
como a média aritmética entre a distdncia maxima e
a distancia minima, o que, apesar de ser correcto, nao
corresponde aquilo que Kepler tinha em mente.

Este trabalho pretende, em primeiro lugar, tirar
a limpo este assunto. E que, tendo em conta que a
distancia Sol-planeta é uma funcao continua da posicao
deste, e que a média de uma fungéo f(x) num intervalo
a <z <bédadapor (f) = ﬁ f; f(z) dz, trés médias
sao imediatamente passiveis de ser calculadas: a média
angular, em que é usada como variavel independente o
angulo polar que define a posicao do planeta quando
visto a partir do Sol (dngulo conhecido como anoma-
lia verdadeira); a média espacial, em que é usada como
variavel independente o comprimento de arco da tra-
jectoria descrita pelo planeta; e a média temporal, em
que é usada como varigvel independente o tempo.2

A questao que se coloca é, portanto, esta: a qual
(ou a quais) destas médias nos referimos quando enun-
ciamos a terceira lei de Kepler em termos das distancias
médias dos planetas ao Sol, como Kepler fez?

Em segundo lugar, pretende-se calcular também as
trés médias referidas para todas as quantidades fisicas
relevantes na descricao do problema: velocidades, ace-
leracoes, forgas, energias, etc. Essas trés médias serao

2Qutras varidveis independentes poderiam ainda ser escolhidas, como por exemplo a anomalia excéntrica, mas decidiu-se restringir

o estudo as trés varidveis mais intuitivas.
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depois comparadas e, sempre que possivel, serao obti-
das relagoes entre elas. Para o calculo das médias serd
desenvolvida uma estratégia comum.®

Convém salientar que a utilidade do estudo destas
médias nao se restringe a sua aplicagao a mecanica
celeste (movimento de planetas em torno de uma es-
trela, ou de satélites em torno de um planeta). Orbitas
elipticas surgem também no estudo do movimento de
um electrao em torno de um ntcleo segundo o mo-
delo de Bohr-Sommerfeld; apesar de este modelo ter
sido abandonado quando a velha teoria quantica deu
lugar a mecénica quantica, do ponto de vista pe-
dagdgico ele ainda é muito 1til. Em particular, verifica-
se que as médias temporais da energia e da distancia
protao-electrao dadas pelo modelo de Bohr-Sommerfeld
quando aplicado ao atomo de hidrogénio coincidem,
respectivamente, com a energia e com a distancia
média protao-electrao dadas pela mecanica quantica
para esse sistema; esta coincidéncia desempenhou, his-
toricamente, um papel importante [18-21].

2. Descricao matematica a partir das
leis de Kepler

A primeira lei de Kepler afirma que os planetas descre-
vem trajectorias planas de forma eliptica em torno do
Sol, ocupando este um dos focos da elipse. A equagao
da trajectoria eliptica descrita pelo planeta P em torno
do Sol S, em coordenadas polares planas (p, ) e colo-
cando o Sol na origem de coordenadas, é [22]

p= (o) = 2= <)

= ——, € (0,27, 1
I comg COmecl02rl, (1)

sendo a > 0 o semieixo maior da elipse, e 0 < e < 1
a sua excentricidade. O afélio (ponto de afastamento
méximo) e o periélio (ponto de aproximagao méxima)
correspondem, respectivamente, as posigoes angulares
p=0e¢¢=m (ver Fig. 1)

1_2
Pmisx = a(li_:) =a(l+e),
€
a(l —e?)
min — — 7 — 1- . 2
puin = " = a1 - ¢ e

A distancia entre o centro C da elipse e o Sol é por-
tanto @ — pmm = ae = ¢, e o semieixo menor da elipse
é dado por /a2 — (ae)? = a1 — €2 = b. Refira-se que
a é a média aritmética entre ppax € Pmm, enquanto que
b é a média geométrica entre ppsx € Pmim-

O vector posi¢ao do planeta é

a(l—e?)
1—ecosp

[(cos )& + (sin @)g] = i +y3,
3)

r=pp=
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Figura 1 - Trajectéria eliptica de um planeta em torno do Sol.

e é facil verificar que

(F) @ e

equacao cartesiana de uma elipse de semieixos a e b,
centrada no ponto (¢,0). O elemento diferencial de
comprimento de arco em coordenadas polares planas

2
(p,p) éds =4/ p? + (STZ) dy de modo que, para esta

trajectoéria,
1 e2sin? ¢
ds = a(l—¢?
§ all—e )\/(1—(3005@)2 * (1 —ecosp)?
V1 2-2
= a(l—¢é%) e eCOS@dgo. (5)

(1 —ecosy)?

Esta relacao permite transformar quaisquer integrais no
comprimento de arco em integrais angulares. Assim,

por exemplo, o comprimento . = | ds da trajectoria
vem dado por (ver integral Iz, em )
27
L=a(l—e V14 e? —2ecosp
0 (1 —ecosy)?
4F
a(l o 62) (6)

1—e2
onde E(e) é o integral eliptico completo de segundo tipo
(v [yl ).

O elemento diferencial de drea em coordenadas po-
lares planas (p, ¢) vem dado por dA = pdpdy. Logo, a
area total A = [ dA varrida pelo vector posi¢ao do pla-
neta, que é precisamente a area encerrada pela elipse,

é (ver integral I em )

A fOQTr { O”(@)pdp} dp =

dp =

=4aE(e) , (6)

1 or o a?(1 —€?)? op de
— d = =
2 pile)de 2 O (1 —ecosyp)?
2 1— 2\2 2
a’( 26) (1_;)3/2:7ra2\/1—62=7rab. (7)

3Por questdes de economia de espaco, a grande maioria dos integrais envolvidos no célculo das médias néo foram incluidos no texto,

mas estdo disponiveis no seguinte URL: ptEp://www.dfisica.ubi.pt/-mifs/integrais.pdi. Esta pagina contém trés secgoes que, ao

longo do artigo, serdo referidas com os simbolos
[ wwwl ], [ wWww2 ] e [ www3 ], respectivamente.
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Do ponto de vista cinematico, a segunda lei de Kepler
garante que a velocidade areolar é constante. Assim,
designando por 7 o periodo do movimento e admitindo

que este ocorre no sentido anti-horario, temos

dA A 1 ,d b
= — QSO*,/TGJ

dt 71 2 T
_de  2ma®V1—e2 27 (1 —ecosy)? (8)
w=s——— — =
dt Tp? T (1—e2)3/2

que representa a velocidade angular do planeta a volta
do Sol; posto de outra forma,

(1 — €2)3/2

dt= ")
27(1 — ecos p)?

9)

Esta relacao permite transformar quaisquer integrais
temporais em integrais angulares.

A terceira lei de Kepler afirma que o quadrado do
periodo do movimento é directamente proporcional ao
cubo do semieixo maior da elipse

72 A2 2T GM
E = G7M = constante ou 7 = ?» (10)

onde G é a constante de gravitacao universal e M é a
massa do Sol.? Combinando as expressdes (3), (8) e
(10), o vector velocidade do planeta pode ser escrito de
duas formas alternativas

B dr_dj dy dxd(pA_‘_
VT W d d@(ﬂ
dydeg, _
dapdt N B
0 — 1
a(l—e)[( sin)d + (cosp —e)g] . (11)
B dr_dpA dp dpngA
M T T e T
d(p/\_ d,o/\ ~ _ GM
pdt(p_w(d@p_‘_p(p)_ CL(]_*GZ)X
[(—esing)p+ (1 —ecosp)g] , (12)

que permitem identificar as componentes v, e vy, ou v,
e V.

3. Meédias da distancia Sol-planeta
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Daqui calcula-se a celeridade v do planeta em qual-
quer ponto da sua trajectéria

R 1+e?—2ecosp GM:
1—e? a
1 1
2GM (-—-—) . 13
(p 2@) 19)

Em particular, no afélio e no periélio temos, respecti-
vamente,

[1—e |GM [1+e |GM

Umin = —— € Unmix = -
1+e a 1—e a

(14)

Do ponto de vista dinamico, a forga responsédvel pelo
movimento é a forga gravitacional; de acordo com a lei
de gravitacao universal de Newton, a forca que actua
sobre o planeta vem dada por

Fo GMm GMm
T2 T ea-ep”
(1 — ecos p)?[(cos @) + (sin)g], (15)

onde m é a massa do planeta.p
A energia cinética T' do planeta e a energia potencial
gravitica U do sistema sao

1 1 1
T= fmv =T = GMm(—)z
P 2a
+e? —2ecosp\ GMm
1
( 1—e? ) 2a (16)
d M
Fo_vu--3, o GMm_
dp p
1—ecosp\ GMm
- . 17
( 1—e? ) a (17)
A energia mecéanica
GM
E=T+U=-"" (18)

2a

é uma das constantes do movimento. A outra é o mo-
mento angular do planeta em relagao ao Sol,

L=mr xv=myyGMa(l —e?)%, (19)

como se prova a partir da Eq. (3) e das Egs. (11) ou
(12).

Nesta secc@o calculamos trés médias associadas a distancia Sol-planeta. A distancia de referéncia é a; o planeta
encontra-se a uma distancia a do Sol quando passa pelas posi¢bes que estdo directamente por cima e directamente

4A massa do planeta considera-se desprezavel em relacdo & do Sol. Na expressio rigorosamente exacta da Eq. (10), a massa M é

substituida por M + m, sendo m a massa do planeta.

5A expressdo (15) pode também ser deduzida derivando a Eq. (11) ou a Eq. (12) com respeito ao tempo para obter a aceleragio do
planeta, e usando depois a segunda lei de Newton para calcular a forca.
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por baixo do centro da elipse.

1. Média angular. Temos (ver integral I15 em )

1 [ a(l—e?) [?7 1 a(l—e?) 2r
=— [ pdp= dp = —ay/1-e2=0b.
(P 27 Jy Py 27 /0 1—ecosyp 7 27 1 —e2 “ c

As duas posigoes angulares ¢ (simétricas em relagio ao eixo maior da elipse) para as quais o planeta se encontra
separado do Sol por esta distancia satisfazem

1—v1—e? e I1—vV1—e? a-—b c la—b (20)
a+b’

1— 2
o <) =b = cosp; =

1 —ecosy e _1+\/1_e2: 1+\/1_e2_ c _aer:
2. Média espacial. Temos (ver integral Iss em )

s—— d =
2 rJ,’ 1—ecosyp (1 —ecosy)?

~ )2 2 T 2ecosp _9y2
_a(l—e?) 1+e 2600s<pd _a(l—e®)? 4FE(e) . (21)

 4E(e) /), (1 —ecosyp)3 7T 4E(e) (1—e2)2

1 [ 1 2T a1 —e?) ol e mdw
froo=smm [ | [ o=

As duas posigoes angulares o (simétricas em relagdo ao eixo maior da elipse) para as quais o planeta se encontra
separado do Sol por esta distancia satisfazem

a(l —e?)
1 —ecosyps

3. Média temporal. Temos (ver integral I1g em )

17 L [ [ a(l—e (1 — €%)3/2 a(l —e?)5/2 27 1
<P>t:*/ pdt:f/ ( ) ( ) zde| = ( ) / zde =
7 Jo TJo |[1—ecosp]| [2m(1—ecosyp) 27 o (1—ecosp)

a(l —e?)%2 (2+ )1 a(2+€?) :a—i—ﬁ _ 2a® + ¢? _ 3a? — b? _ §a—ﬁ ' (23)
2 (1 —e2)5/2 2 2a 2a 2a 2 2a

b 2
:a:>cos¢2:e:£: 1—(> . (22)
a a

Como foi referido na introdugao, esta média é especialmente relevante na descricao do d&tomo de hidrogénio através
do modelo de Bohr-Sommerfeld.

As duas posigoes angulares 3 (simétricas em relagdo ao eixo maior da elipse) para as quais o planeta se encontra
separado do Sol por esta distancia satisfazem

a(l—e?) e? 3e 3ac 3ac
1 —ecos s “ ( 3 BT ST T 22+ 2 3a2 b2 (24)

Uma conclusao pode ser entao retirada: quando, em muitos livros de texto, se enuncia a terceira lei de Kepler
tal como o préprio Kepler a formulou originalmente, em termos da distancia média planeta-Sol, a média que estd
implicita € a média espacial. Esta era a média que Kepler tinha em mente. Vejamos porqué.

A média espacial estd relacionada com a geometria
da trajectéria, e pode ser obtida de uma forma muito
mais simples usando as propriedades da elipse e ape-
lando & simetria. Efectivamente, lembremos que a soma
das distancias de qualquer ponto P da elipse aos seus
dois focos F' e F’ é constante, igual ao eixo maior da

elipse (Fig. 2): p+ p’ = 2a. Tomando médias espaciais

. N
a esta expressao, resulta <p>5 + <p >5 = 2a. Mas, por Figura 2 - Determinagdo geométrica da média espacial da
simetria, (p)s = (p’)s, de modo que (p)s = (p')s = a. distancia Sol-planeta.
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As trés médias aqui calculadas podem ser postas por
ordem crescente

<p>¢ < <p>s < <p>t (25)

e sO coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 3 mostra as trés médias em fungéo
da excentricidade da orbita do planeta.

<p>

@ap —— — — — — — — — — — — — — — — — — —

0 I I I I e
0.2 0.4

Figura 3 - Distancias médias.

Que {p): > (p)s percebe-se pelo facto de o planeta
passar mais tempo no lado direito da elipse (onde estd
mais afastado do Sol e move-se com menor celeridade)
do que no lado esquerdo, onde estd mais proximo do
Sol e move-se com maior celeridade.

1. Média angular. Temos®

(p)p — a(l —€?) :b—a% :ba—b2 :b(a—b)
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Que (p), < (p)s percebe-se pelo facto de o lado di-
reito da elipse estar associado a um intervalo angular
menor do que o lado esquerdo.

4. Meédias do vector posicao do planeta

Nesta secgao calculamos trés médias associadas ao vec-
tor posi¢ao r = (z,y) do planeta. Comecamos por ob-

servar que
a(l—e?)
=—"- p—epcosyp =
1—ecosyp
a(l—€?) <= p—er=a(l—e?), (26)
de modo que, fazendo (quaisquer) médias,
(p) —e(x) =a(l —e?) <+
(p) —a(l—¢?)
oy = 2= (21)

Assim, os valores de (z) podem ser obtidos a partir
dos resultados da secgdo anterior. Para calcular (y),
procedemos por integracao, se bem que os resultados
(nulos) s@o facilmente previsiveis devido & simetria do
problema em relacao ao eixo maior. |

= 28
(@), : . . = (28)
1 [ I a(l—e?) [*™  singp
Wie = 2 0 ydgp—%/o psinpdp = 27 /0 1—ecosyp
a(l—e?) [T —sing
= dp=0. 29
2w /_ﬂ1+ecos¢ ¢ (29)
2. Média espacial. Temos®
. — 1— 2 _ 2
W, = @ ae( ) _a L —ge=c, (30)
1 [ 1 [ a?(1—€?)? [?™ sinp\/1+ €2 — 2ecosp
s = — ds = = inpds = d
() L/O yas L/O pemy s 4aE(e) /0 (1 —ecosy)3 7
_ _a(1—62)2 /7r sin¢\/1+62+26608¢d¢20. (31)
4E(e) J_, (1+ecos¢)?
3. Média temporal. Temos®
2
_ _ 1+%) —a(l—e?)
 {pe—a(l 62)_a( 2) 3 3
(x)y = . = - 59€ =3¢ (32)
1/ 1/ . a(l —e2)%/2 27 sin
= = dt = — dt = d
(W)t 7'/0 Y 7'/0 PRy 27 /0 (1 —ecosy)3 7
a(l —e?)3/2 (™ sin ¢
= — dgp=0. 33
27 /—71' (1+ecos¢)? ¢ (33)

6No segundo célculo, fizemos a substituicio ¢ = ¢ + 7 (ver ) e observamos que o integrando era uma func¢ado impar de ¢.
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Note-se que (z); = (p)icosy; para i =
1(p),2(s),3(t): amédia i do vector posi¢ao pode ser ob-
tida projectando sobre o eixo maior os pontos da elipse
definidos pelo angulo ¢;, pontos em que a distancia Sol-
planeta é igual a média i da distancia Sol-planeta. Re-
sumindo,

(r), = b(aicb)z (r)y = ci, (r); = gcf. (34)
Note-se que (r)s localiza o centro da elipse; este resul-
tado era de esperar, por simetria. As trés médias da
coordenada x do vector posigao satisfazem

() < ()5 < ()1, (35)

e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 4 mostra as trés médias em funcao
da excentricidade da orbita do planeta.

<x>

G ——————"—"—"—"—" - - — - — — — — —

0 Il Il Il Il e
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4 - Médias da coordenada z do vector posi¢do, a qual
determina o vector posi¢do médio.

A Fig. 5 mostra uma construgdo geométrica simples
baseada nos resultados das duas tltimas seccoes. Esta
construgao permite visualizar as trés distancias médias
a partir dos vectores posicao médios. A média angu-
lar do vector posigao é representada pelo vector FB, a
média espacial pelo vector FC, e a média temporal pelo
vector FD.

Os pontos C' e D estao claramente definidos na fi-
gura; o primeiro é o centro da elipse, o segundo é o
ponto médio entre o centro da elipse e o foco F’ onde
nao esta o Sol. Relativamente ao ponto B, vale a pena
observar que

_ 2 _ 2 2 _ _
B—C:C_b(a b):c ab+b _a ab:a(a b)
c c c c
de modo que
g Yeb
= . ) (36)

BO  ala=b) T 4

ou seja, o ponto B divide o segmento [F'C] em dois
segmentos cujos comprimentos estdo na proporcao b/a,
a mesma proporgao entre os eixos menor e maior da
elipse.

Silva

b(a-b)/c

<x>,
)

Figura 5 - Distancias médias e vectores posi¢ao médios.

5. Meédias do inverso da distancia Sol-
planeta

Nesta secgao calculamos trés médias associadas ao in-
verso da distancia Sol-planeta. Estas médias serao tteis
nas proximas secgoes. A referéncia para efeitos do in-
verso da distancia é 1/a.

1. Média angular.

[wwd )

<1> 1 /71 1
=5 —dp = X
pl, 2mJo p 2ma(l — e2?)

1 a

2m
/0 (1 —ecosyp)dy = ai=e =2 (37)

Temos (ver integral I;» em

As duas posicoes angulares ¢4 onde o planeta se
encontra separado do Sol pela distancia a(1 — €2)

sao
1— 2
M:a(l—e2):>cosgp4=0:>
1 —ecosyy
3
<P4=g ou 904:77T~(38)

A distancia a(1 — e?) é muitas vezes designada
por semilactus rectum e é a média harmdnica en-
tre pmax € Pmm- Corresponde a coordenada y do
ponto onde a elipse intersecta o eixo y positivo na
Fig. 5.

2. Média espacial.

[ )

- 1ot

pls Lo p 4aE(e)

m \/1+6272€COSQOd<P: 4K (e) _
0 1—ecosyp 4aFE(e)

1 K(e)

onde K (e) é o integral eliptico completo de pri-

meiro tipo (ver )

Temos (ver integral I3 em
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As duas posigoes angulares ¢s (simétricas em
relacdo ao eixo maior da elipse) onde o planeta

se encontra separado do Sol pela distancia ag(('g
satisfazem
2
a(l —e?) _ aE(e) .
1 —ecosys K(e)
1 (1—e2)K(e)
=-|1- 40
o8 ¥s e |: E(e) ( )

3. Média temporal. Temos
1 1 (71 L[ 1 p?
()~ ot
e/ TJoop T Jo p2mab

1 m 1 1
= — =—. (41
27rab/0 pdy ab (P a (41)

As duas posi¢oes angulares ¢g (simétricas em
relagdo ao eixo maior da elipse) onde o planeta
se encontra separado do Sol pela distancia a sa-
tisfazem
a(l —e?)
1 —ecos g

- (2)2 —cosipy . (42)

6. Meédias do quadrado da velocidade
do planeta

=a =

o

CoSpg =€ =— =
a

Nesta secgao aproveitamos os resultados da seccao an-
terior para calcular trés médias associadas ao quadrado
da velocidade do planeta (trés velocidades quadraticas
médias). A velocidade quadrética de referéncia é
GM /a; o planeta tem uma velocidade quadritica igual
a este valor quando se encontra directamente por cima
(ou directamente por baixo) do centro da elipse na
Fig. 1. Partindo da relagao (13), temos, qualquer que
seja a média,

(ﬁ}zQGﬂ1(<;>—2L>. (43)

1. Média angular. Temos

2
() - (25) 2o

2. Média espacial. Temos

o.-son(() -

2
o (150 L)< P
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3. Média temporal. Temos
1 1
neson()-3)
P/, 2a
1 1 G
2GM (- — — | = — 46
(a 2a> a (46)
<v?>
[ s |
I
I
I
I
I
I
I
I
GM/a - |
0 L L L L ‘ e
0.2 04 0.6 0.8 1
Figura 6 - Velocidades quadraticas médias.
Estas trés médias satisfazem
(12 < (0%), < (07, (47)

e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 6 mostra as trés médias em funcéo
da excentricidade da 6rbita do planeta.

7. Meédias da energia cinética do pla-
neta e da energia potencial gravitica
do sistema Sol-planeta

Nesta secgao usamos os resultados das duas secgoes an-
teriores para calcular trés médias associadas a energia
cinética T' do planeta e a energia potencial gravitica U
do sistema Sol-planeta. Partindo das Egs. (16) e (17),
temos, qualquer que seja a média,

1

(1) = ym(v?) e <U>=—GMm<;>. (48)

1—e2 2a
O =~ gz (19)
[, K(e) GMm
(T)s = |:2E(€) B 1} 2a ¢
W= (50)
(T, = Ggim
), = -EMm. (51)
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Em particular, a relagao (U); = —2(T"); traduz o conhe-
cido teorema do virial [1b]. Sendo a energia mecénica
constante [ver Eq. (18)], o seu valor médio é, em to-
dos os casos, (E) = —EMm Este valor pode ser usado
como valor de referéncia para as energias.

Na Fig. 7 estao representados estes resultados.

Silva

8. Meédias da celeridade do planeta

Nesta seccao calculamos trés médias associadas a ce-
leridade v do planeta. A celeridade de referéncia é
v/GM /a; o planeta tem esta celeridade quando se en-
contra directamente por cima (ou directamente por
baixo) do centro da elipse na Fig. 1.

<Energias>, <Energias>g <Energias>;
@ ; (b) ; ©
| |
| |
GMm/2a : GMm/2a : GMm/2a
0 . . . . + e 0 . . . . + e 0 . . . . . e
—GMm)2a 02 04 06 08 1 _GMm/za 02 04 06 08 T _GMm/za 02 04 06 08 E 1
-GMm /a = | -GMm /a £ | -GMm /a
| |
| |
| |
Figura 7 - Energias médias.
1. angular. Temos (ver integral I3 em )
2m 27 2
1 | GM 2[2E(e) — (1 — e2)K(e)] [GM
— dp=—4/| —< 1 22 spdp = . 52
(v), = 5 vdp = o a(l—ez)/o Vvi+te ecosdy B . (52)
2. Média espacial. Temos (ver integral I19 em )
1 [ \/1—62 2T ] 4+ €% —2ecos \/1—62 T GM
(v)y == vds = do = . (53)
L J, (1 —ecosy)? \/1762 2E(e) a
3. Média temporal. Temos (ver integral Iog )
17 |G 1+ e2 -2 _1-¢ [GM4E 2F GM
(v}, = 7/ ot — / +e €cos ¥ e (e) _ (e) . (54)
T Jo (1 —ecosp)? 27 a 1—e? ™ a
Vale a pena observar que
3 2F GM
o) = |27 G“M ﬁ(e) | =4aB(e) = L. (55)

relag@o que teria permitido obter (v); de uma forma mais expedita.

Note-se que a celeridade de referéncia é precisa-
mente 1/(v?),, e que pode ser obtida fazendo a média
geométrica entre as celeridades no afélio e no periélio
[ver Eq. (14)], ou entre as celeridades médias espacial
e temporal

Vomitnis = VI =S (50)
As trés médias nas Eqs. (52)-(54) satisfazem
(V) < (V)s < (V) (57)

e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 8 mostra estas trés médias em
funcao da excentricidade da érbita do planeta.

@/2\VGM |a

GM/a [
@/m\GM /a

0

[
‘ ‘ ‘ ‘ \
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 8 - Celeridades médias.

9. Meédias do vector velocidade do pla-
neta

Nesta secgao calculamos varias médias associadas ao
vector velocidade v do planeta. Comecemos pelas com-
ponentes cartesianas. Por simetria, a componente se-
gundo z do vector velocidade média deve ser nula, res-
tando apenas a componente segundo y; verificaremos
isso mesmo por integracao directa. Para tal, partimos
da Eq. (11).
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1. Média angular. Temos (ver integral I1; em )

1 [ 1 | GM o
<Uz>4p = % o ’deQO = _% m /O SlngOdQO = 0, (58)
1 [ 1 | GM 2 1 GM e \/GTW
= — =/ — | (—27e) = ———— | —.
(vy)e 2m /0 vydyp 27\l a(l —e?) /0 (cos e)dcp27T a(l — 62)( me) VI_e2 a (59)

O planeta tem uma velocidade de componente v, = (vy),, quando esté directamente por cima ou directamente por
baixo do Sol na Fig. 1 (¢ = % ou ¢ = 2I).

2. Média espacial. Temos (ver integral Is5 em )
1 [t |G 2™ sin /1 + €2 — 2ecos ¢
z)s = T zd d
(ve) L/v 5T / (1 —ecosy)? 7
/G 1—62 Sln¢\/1+62+26COS
d¢ =0, 60
E(e) / (14 ecos¢)? ¢= (60)

l/L /27r cos p — \/1+62—Qecos<pd
v \/
0 4E (1 —ecosyp)? v

GM(l - e2 V1—e? {K(e) B 1} GM

Bo) - (61)

;J;

1
~ E(e) e e

3. Média temporal. Temos (ver integral I17 em )

1 (7 1—e? |[GM [*" i 1—¢2 [GM [T i

7/ vodt = — e |G / sin ¢ dp = e |G / sin ¢ dp =0, (62)
T Jo 27 a Jo (1—ecosp)? 27 a J_,(1+ecosp)?

17 1—e* [GM [*" -

7/ vpdt = — 4/ / P~ 4p=0. (63)
T Jo 27 a Jo (1—ecosp)?

O planeta tem uma velocidade de componente v, = (vy); quando estd directamente por cima ou directamente por
baixo do centro da elipse na Fig. 1. Nos cdlculos de (v,)s e (vz)t, fizemos a mudanga de varidvel ¢ = ¢ + 7 (ver
) e observamos que os integrandos eram fungoes impares de ¢. Resumindo,

<v>¢=—e\/7x o= Y1=¢ [if(f)’—l} My =0 (64)

<Uz>t

<Uy>t

1—e2 e

O terceiro resultado era de esperar ja que a trajectéria do planeta é fechada.

<vy>

Os valores absolutos das trés médias da componente
y do vector velocidade satisfazem

(logl)e < (Joyl)s <oyl (65)

(ver Fig. 9); eles sé coincidem no caso especial de uma

trajectéria circular (e = 0).
L. . . Figura 9 - Médias da componente y do vector velocidade, a qual
Que as médias <Uy><F e <Uy>s sejam negativas determina o vector velocidade média.

percebe-se do ponto de vista geométrico: resulta de o
movimento do planeta ser anti-horario e de ele se movi-
mentar mais rapido quando estd préximo do Sol (lado
esquerdo da Fig. 1). Que (v,); seja zero significa que
este efeito é anulado pelo facto de o planeta passar me-
nos tempo nessa regiao. Vp = €Uy € Vy =

Passemos agora as componentes radial v, e angu-
lar v, do vector velocidade. Sendo a 6rbita fechada,
espera-se que a média da componente radial seja nula.
Observa-se, comparando as Egs. (1), (11) e (12), que

GMa(l—e?)
y—ae
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1. Média angular. Temos

Silva

(Voo = elva)p =0, (66)
1 1 1 GM
— —( 2\ — _ 2 — /
(Vo) = GMa(l —e )<p>¢ GMa(l—e )a(l ey Sy o A (67)
Refira-se que (v,), é a média aritmética entre as celeridades no afélio e no periélio [ver Eq. (14)]: (vy), =
(Umfn + Uméx) /2
2. Média espacial. Temos
(vp)s = €(vg)s =0, (68)
1 1 K(e) K(e) |GM
= —e2 — — o2\ — _ 52 eitel
(Ve)s GMa(l—e )<P>s GMa(l—e )a Fe) Vi—e Be) par (69)
3. Média temporal.
(Vo)r = e{vg): =0, (70)

(vp)t

Refira-se que (vy): é a média harmoénica entre as celeridades no afélio e no periélio [ver Eq. (14)]:

1
+

Umin Umiéx

. Vale a pena também observar que

[
2
2
=
|
(e
n
/\
\/
2
2
-
|
(9
=
Q=
>
|
(¢
[V
o~
=

2

(V)

T(Vp)t = (27”/ C?JL) (\/ 1—e?y/ GéW) =2ma\/1—e? =27b. (72)

Confirma-se assim que as trés médias associadas
a componente radial do vector velocidade sao nulas.
Quanto as médias da componente angular, refira-se que
a média geométrica entre a média angular e a média
temporal dé a celeridade de referéncia: /(vy),(Vy)t =

‘/GTM. Além disso, as trés médias da componente an-
gular satisfazem

<U¢>t < <Uso>s < <U90>907 (73)

e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 10 mostra estas trés médias em
funcao da excentricidade da érbita do planeta.

<U,>

o

NGMa [ ﬁs
|
o ‘ ‘ ‘ ‘

0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 10 - Médias da componente angular do vector velocidade.

(W = =

10. Meédias da velocidade angular do
planeta em torno do Sol

Nesta seccao calculamos trés médias associadas a velo-

cidade angular do planeta.
Da combinagao da Eq. (8) com a Eq. (10) resulta

1 — ecos gp
\/ —e2)3/2 7 (74)

pelo que, para qualquer média,

=+/GMa(l — €?)

(@) = /GMa(l =) <p12> _

a3(1GiWe2)3 (1= ecosg)?) . (75)

Assim, o valor de referéncia para a velocidade angular
é /GM/a®. A méxima velocidade angular é atingida
no periélio, e a minima no afélio.

1. Média angular. Temos (ver integral I3 em

[rwed )

2+e GM

1 1 | GM o 1 GM 2
dp =\ 5773 1- o= — | =2+ )T = .
27 YT o a’(l —e?)3 /0 (1 —ecosp)dp 27\l a3(1 — 62)3( +el)m 2(1 —e2)3/2\ a3 (76)
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2. Média espacial. Temos (ver integral I; em )
I 1 GM °r
- ds = V1+e2—2 d
(W), L/o wds 15(0) a3(1—82)/0 +e ecospdy
2E(e) — (1 —€?)K(e) |GM 2 K(e) GM
= =+/1—¢2 — . 77
E(e)V1 — €2 a’ “lr—e E(e) a3 (77)
3. Média temporal. Temos
1 [" [ 27 GM
= = dt = = dp=="— =4/ — 78
@e = 7 [wa=2 a2 (78)
Obviamente, T{w); = 2.
[
Estas trés médias satisfazem 1. Média angular. Temos
< {w), < 79
() < (w)s < W (79) il sae @
. . e (F)o =m 1_¢2 213/2 3|
e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir- a(l —e?) [2(1 —e?) a
cular (e = 0). A Fig. 11 mostra estas trés médias em 24 ¢z GMm
funcao da excentricidade da drbita do planeta. na 2
2(1—€2)2 a
<w>
|
\ 2. Média espacial. Temos
(3 s |
\
! GM
J -
| =)
\
| 2 K(e) :| GM
V1-—e? - =
NVGM /a® T : { |:1—€2 E(e) a3
0 ‘ : : : L ¢ 2 K(e)] GMm
0.2 04 0.6 08 1 — 82
|:162 E(e)] a? (82)
Figura 11 - Médias da velocidade angular do planeta em torno
do Sol.
3. Média temporal. Temos
11. Meédias da magnitude da forga que
M M
actua sobre o planeta (F), =m G G _
a(l — e?) a3
Nesta seccao aproveitfmmos os resultados da seccao an- 1 GMm GMm
terior para calcular trés médias associadas a magnitude = (83)

da forca que actua sobre o planeta. Uma vez que a mag-
nitude dessa forca vem dada por F = G%m, resulta,

para qualquer média [ver Eq. (75)]

(F) = GMm <p12> = GMm (w) =

GMa(l — e?)
GM
m m<w> . (80)

O valor de referéncia para a magnitude da forca é
GMm/a?; o planeta fica sujeito a uma forga desta mag-
nitude quando se encontra directamente por cima (ou
directamente por baixo) do centro da elipse na Fig. 1.

Vi—-e2 a2 ab

Este valor de forca ocorre nos dois pontos da tra-
jectéria onde a distancia do planeta ao Sol é a
média geométrica entre os semieixos maior e me-
nor.

Estas trés médias estao representadas na Fig. 12 e sa-
tisfazem

(F)¢ < (F)y < (F)s, (84)
s6 coincidindo no caso especial de uma trajectoria cir-
cular (e = 0).

L (81)
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GMm/a? —

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 12 - Forcas médias.

1. Média angular. Temos (ver integral I;4 em )

Silva

12. Meédias do vector forca que actua
sobre o planeta

Nesta secgao calculamos trés médias associadas ao vec-
tor forca F que actua sobre o planeta. Por simetria,
a componente segundo y do vector forca média deve
ser nula, restando apenas a componente segundo x;
verificaremos isso mesmo por integragao directa. Para
tal, partimos da Eq. (15).

27 2m
GMm
F. = — F, = so(1 — 5 0)2
(Fz)o 5 wdp Sra2(l _62)2/0 cos (1 — ecos p)*dy
GMm e GMm
= 77" (Core)= — T
2ra?(1 — 62)2( me) (1—e2)? a* ’ (85)
2 2m
GMm . 9
(Fy)o = o Fydp = _m/o sinp(1 — ecosp)?dep
GMm T 5
= () /—WSIH¢(1+GCOS¢) d¢=0. (86)
2. Média espacial. Temos (ver integral I, em [ www3 |)
GMm 27
F, 3 1 2_9 . _
/ ds = 4a2(1—62)E(e) /0 cospy/1+e ecospdp
—4[(1 +e?)E(e) — (1 — e?)K(e)] 1 [14+e* K(e)] GMm (87)
4a2(1 —e )E(e) 3e T3 |1—¢2 E(e) a?

G 2m
F,ds=— —/ sinpy/1 + €2 — 2ecos pdy
/ 4a?(1 —€?)E(e) Jo

= —m/ singy/1+ €2 4+ 2ecospdd =0. (88)

(Fy)s =
4a?(1 —e2)E(e) J_,

3. Média temporal. Temos
() = / Fodt =
(Fy)e = /th

Nos célculos de (Fy), e (Fy)s, fizemos a mudanca
de varidvel ¢ = ¢+ 7 (ver ) e observdmos que
0s integrandos eram funcoes impares de ¢.

Resumindo,
e GMm
Ero=fimap @
1 [1+e* K(e)] GMm
(F)s = o~ {1_62 ~Fo| @ & (F), = 0.(91)

21a2y/1 — €2 V1 —e?

—GMm m
a2 )y P =0 (89)

—GM 27
n sinpde =0. (90)

Tal como no caso de (v), o terceiro resultado era de
esperar ji que a trajectéria do planeta é fechada (mo-
vimento periédico).

As trés médias da componente x do vector forga sa-
tisfazem

(Fe)e < (Fu)s < (Fu)y (92)

e sO coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 13 mostra as trés médias em



Quantidades médias no movimento de um corpo em trajectdria eliptica

funcao da excentricidade da érbita do planeta.

<Fx>

GMm/a?

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
O L L L ‘ e
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 13 - Médias da componente x do vector forca, a qual de-
termina o vector forga média.

Que as médias (Fy), e (F,)s sejam positivas resulta
de a forca exercida sobre o planeta ser maior quando
este se encontra perto do Sol (lado esquerdo da Fig. 1).
Que (F.): seja zero significa que este efeito é exacta-
mente anulado pelo facto de o planeta passar menos

3315-13

tempo nessa regiao.

13. Meédias associadas a aceleracao do
planeta

A segunda lei de Newton permite obter as médias, tanto
para as componentes segundo x e y como para a mag-
nitude, do vector aceleracao a do planeta; basta dividir
os resultados das duas 1ltimas seccoes por m. Nesta
seccao calculamos trés médias associadas as componen-
tes tangencial e normal deste vector aceleracao. Espera-
se que qualquer média da componente tangencial seja
nula, jA que o planeta, no final de cada volta, tem a
mesma celeridade que tinha no inicio. Verificaremos

isso por integracao directa. Naturalmente o valor de
4 GM

Comegamos por deduzir as respectlvas expressoes.
Para a aceleragdo tangencial temos, por definicdo e
usando as Egs. (8), (10) e (13),

]

a _dv_ dvdy _ GM esin GM (1 — ecos )’
Tt T dpdt - |Val—e?) Tt e vecosgp| || @123 v

GMe  singp(l —ecosp)?

— . 93
a?(1—e2)? /14 e — 2ecos ¢ (93)
Para calcular a aceleragdo normal usamos o resultado anterior junto com a Eq. (15)
2 . 2
ax =+ fa2 — a2, = {GM(l—ecosgo)Q] 3 GMesin (1 — ecosp)?
a?(1l —e?)? a?(1 —e2)2\/1+e2 —2ecosp
GM(1 — ecos p)? e2sin® GM (1 —ecosp)?
a?(1 —e?)? I+e?—2ecosp a?(1—e?)? /1 +e2—2ecosgp
Os respectivos vectores sdo dados por [ver Egs. (11) e (12)]
ar = ar(—sing)i+ (cosp — €)f] = ar [(—esing)p+ (1 - ccosp)] (95)
any = an[(e—cosg)Z+ (—sinp)y] =an[(ecosp —1)p+ (—esing)P] . (96)
1. Média angular. Temos (ver integral I3, em )
1 [ GMe 2T sin (1 — e cos p)?
a = _— a d = d
< T><P / T SO 277(],2(1762)2 0 /1+62_26COSSD
M T sin¢(1 2
_ 2G e - sin ¢(1 + e cos @) 46 =0, (97)
2ra?(1 — e?) r+/1+e2+2ecosdp
(ax)e = 1/2”BL do — GM ™ (1 —-ecosyp)?
eeT o)y Y 90_2?02(1*@2)2 0 /1+4+e2—2ecosp de
_2[2(e* — e+ 16)E(e) — (1 —€*)(17 — e?)K(e)] GM (98)
B 15m(1 — €2)2 a? ’

2. Média espacial. Temos (ver integral I15 em )

1 [ GMe e
<aT>S = E/O aTdS = m/o SlII(pd(p = 07 (99)
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1t GM o
(an)s = Z/o ands = 4a2(1—62)E(e)/0 (1 —ecosyp)dy =

Silva

3. Média temporal. Temos (ver integral Iog em )

<aT>t

1 T
— / aTdt =
T Jo

GMe g

<aN>t

1 T
— / ath =
T Jo

s GM
. 100
2(1 —e2)E(e) a? (100)
GMe m sin ¢
2ma2y/1 — e? 1+ e2—2¢ccosp
sm(,zb
=0, 101
27‘(@2\/1—62 —n v/1+e2+2ecos (10D
GM 2 1—ecosy 2E(e) GM (102)
2ma2y/1 — e? \/1+62—26608 /1 —e2 a?
14. Meédias do raio de curvatura da tra-

Nos célculos de (ar), e (ar):, fizemos a mudanga
de varidvel ¢ = ¢+ 7 (ver ) e observdmos que
os integrandos eram funcoes impares de ¢.

Confirma-se assim que as trés médias associadas a
componente tangencial do vector aceleracao sao nulas.
Quanto as médias da componente normal, elas satisfa-
zem

(aT): < (aT)s < (aT),

e s6 coincidem no caso especial de uma trajectéria cir-
cular (e = 0). A Fig. 14 mostra as trés médias em
funcao da excentricidade da érbita do planeta.

(103)

<an>

jectoria do planeta

Nesta seccao calculamos trés médias do raio de curva-
tura R da ehpse descrita pelo planeta. Tendo em conta

que ay = combinando as Egs. (13) e (94) obtém-se

Ra
GM

R_ﬁ_ m(l—i—e?—%cosg@)

an GM (1—ecosgp)?

a?(1—e2)? /14 e2 — 2ecos ¢

o1 762)(1+€2 — 2ecos )32 .

(104)

! (1 —ecosy)3
|
, s |
) | O valor de referéncia para o raio de curvatura é a. A
: expressdo (104) permite mostrar que o minimo raio de
| curvatura, atingido no afélio (¢ = 0) ou no periélio
: (p =), 6 R = a(l —e?) = % (o semilactus rectum
GM /a2 | referido na secgdo 5), e que o maximo raio de curva-
! tura, atingido nos pontos da elipse que se encontram
0 0z 0a 06 08 re directamente por cima ou por baixo do centro da elipse
2
da Fig. 1 (onde cosp =€), é Rmnax = == = -
Figura 14 - Médias da componente normal do vector aceleragao. |
1. Média angular. Temos (ver integral Is7 em )
27 _ .2y g2m 2 _ 3/2 _ .2
1 1 2 1 4F L 2F
(R)o = o= [ Rap=" e)/ (Lt = 2ecoss) ol ) 4Be) _ L _ 2B, (105
2m 27 0 (1 —ecosy)3 2r  1—e2 27 ™
2. Média espacial. Temos (ver integral I5g em )
1 L 1— 2\2 2 1 2 ) 2
(R)s = 7/ Rds= 201 =¢) / (14" —2ecosp)” )
L/ 4E(e) Jo (1 —ecosyp)®
a(l—e?)? (3e* —8e2 +8)r  (3e* —8e? +8)7 (106)
= a.
4E(e) 4(1 — e2)5/2 16E(e)v1 — €2
Faz-se notar que esta média é uma propriedade geométrica da elipse.
3. Média temporal. Temos (ver integral Isg em )
2)5/2 (27 (1 4,2 _ 9 3/2
P P e Sy
27 o (1 —ecosp)d
a(l —e2)>24[22—€e?)E(e) — (1 —e*)K(e)] 2[2(2—€?)E(e) — (1 — e*)K(e)] (107)
— = a.

2

3(1—e2)3

3TVl —e?
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As trés médias do raio de curvatura da elipse
mostram-se na Fig. 15; elas satisfazem

(R)o < (R)r < (R)s, (108)

e, embora sé coincidam no caso especial de uma tra-
jectéria circular (e = 0), sdo praticamente iguais (e
iguais ao semieixo maior da elipse) para 0 < e < 0.3.

15. Meédias da aceleragao angular do
planeta

Nesta secgao calculamos trés médias associadas a ace-
leragdo angular a do planeta. Partindo da Eq. (8) e
usando a Eq. (10) obtemos

1. Média angular. Temos

3315-15

2/ma

Figura 15 - Médias do raio de curvatura da trajectéria do planeta.

dw dwdp dw
0= = —— = W— =

dt de dt de
2GMe

T sin (1 — ecos p)>.

(109}

I GMe 2
= — = - 1 1— 3 =
(a)y o7 ), adp Tai (1 = 2y /0 sin (1 — ecos ) dp
GMe T 3
T (1= ) [W51n¢(1+ecos¢) dp=0. (110)

2. Média espacial. Temos

GMe

1 L 27 )
<a>szz/0 ads:2a3(1—62)2E(e)/0 sinp(1 —ecosp)y/1+ €2 —2ecospdp =

GMe
"~ 2a3(1 — €2)2E(e) /

3. Média temporal. Temos

()t

GMe

sin(1 + ecos¢p)\/1+e2+2ecospdp =0.

1 T
7/ adt =
T Jo ma3(

 ma3(1 — €2)3/2

(111)
GDMe o
=2y /0 sin (1 — ecos p)dp
sin (1 + ecos¢)dg = 0. (112)

Uma média temporal nula era de esperar devido a periodicidade do movimento.

Nos trés céalculos anteriores fizemos a mudanca de

varidvel ¢ = ¢+ 7 (ver | www2 |) e observdmos que os

integrandos eram fungdes impares de ¢.

16. Sintese de resultados

Na seguinte tabela sao condensados os principais resul-
tados obtidos neste trabalho. A primeira coluna contém

a quantidade fisica @), a segunda contém o valor de re-
feréncia associado g, e as trés tltimas contém os factores
multiplicativos f (fungoes da excentricidade e) associa-
dos as médias angular, espacial e temporal, respectiva-
mente.

Omitiram-se da tabela as médias de algumas ace-
leracoes e forcas (a, as, a,, Frr e Fx) que podem ser ob-
tidas directamente a partir das correspondentes médias
de forca e aceleracao usando a segunda lei de Newton.
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Tabela 1 - Sintese de resultados: (Q), = fo(e)q, (Q)s = fs(e)qg e (Q)¢ = fi(e)q.

Q q fe(e) fs(e) fi(e)
P a V1—e2 1 1+ %62
2
T a 1_82;(1_8 ) e %e
Y a 0 0 0
1 1 1 K(e) 1
P a 1—e2 E(e)
2 GM 1+e? K(e)
v a 1—22 2E(e) -1 1
GM 1+e? K (e)
T 2a,m 1—22 2 E(e) 1 1
GM - K(e)
U Qam 1—e2 -2 E(e) —2
B G12L£m 1 -1 -1
N aM 4E(e)—2(1—€?)K(e) o 2E(e)
a W\/@ 2E(e) T
Vg oM 0 0 0
GM — _V1-e?2 [K(e) _
Uy o \/:j e E(e) 1] 0
vp oM 0 0 0
GM 1 —2K(e) /1T _ o2
Vo - i V1i—e i) 1—e
GM 24e? 2 K(e)
© Vs 30-c2 1= | o - 5] !
GMm 2+e? 2 K(e) 1
a? 2(1—e2)2 1—e2 E(e) 1_e2
GM 1 [14+e2 _ K(e)
Fo a2m (1722)2 3e [1722 B E(e)] 0
F, Sim 0 0 0
ar e 0 0 0
GM 4(e?—e?+16)E(e)—2(1—e?)(17—e?) K (e) ﬂ 2E(e)
an a? 157(1—e2)2 2(1—e2)E(e) /1—c2
R @ 2E(e) (3e*—8e2+8) 4(2—e®)E(e)—2(1—c?)K(e)
77 16E(e)y/1—e? 3my/1—e?
a o 0 0 0
17. Conclusoes O teorema do virial foi confirmado através do

Foi feita uma andlise exaustiva das médias angular, es-
pacial e temporal associadas a todas as quantidades
fisicas relevantes no movimento de um planeta em torno
do Sol.

Verificou-se que a tnica distancia média planeta-Sol
que é igual ao semieixo maior a da elipse é a média espa-
cial. Esta média espacial pode ser obtida por argumen-
tos geométricos (era isto o que Kepler tinha em mente),
e coincide com a média aritmética entre as distancias
maéaxima e minima.

Relacionaram-se também as distancias médias com
os vectores posicao médios correspondentes através de
uma construcdo geométrica simples. Aplicando esta
construcao as médias temporais, é possivel visualizar
claramente a distancia média entre um electrao e um
protao no atomo de hidrogénio, com base no modelo de
Bohr-Sommerfeld. Da anélise das celeridades médias
concluiu-se que a média geométrica entre as velocida-
des maxima e minima coincide com a média geométrica
entre as médias espacial e temporal da celeridade, sendo
ambas iguais a raiz quadrada da média temporal da ve-
locidade quadratica. Também a média geométrica entre
as médias angular e temporal da componente angular
da velocidade deu o mesmo valor.

calculo das médias temporais das energias cinética e
potencial gravitica.

Condensando resultados, observamos que quantida-
des @ cujas médias sao directamente proporcionais a a
satisfazem (@), < (Q)s < (@), enquanto que quanti-
dades @)’ cujas médias sao directamente proporcionais
aa~? a=', a=3/? ou a2 satisfazem (Q'); < (Q')s <
(Q"),. As tnicas excepgoes sao a média do raio de cur-
vatura R (directamente proporcional a a), para a qual
(R)p, < (R)t < (R)s, e a média da magnitude F da
forga que actua sobre o planeta (directamente propor-
cional a a=?2), para a qual (F); < (F), < (F)s.

Como pode ver-se na tabela da seccao anterior,
quase um terco das médias obtidas sao nulas, e cerca
de outro tergo tiveram de ser expressas através dos in-
tegrais elipticos completos F e K.

Foi desenvolvida uma abordagem sistematica na
determinacao dos integrais envolvidos no célculo das
médias.
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