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Observacgoes sobre as solugoes classicas da equacao de Friedmann
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As representagdes graficas dos modelos cldssicos de Friedmann frequentemente induzem ao erro, na discussao
das idades dos universos-modelo. A maioria dos livros ignora as diferengas conceituais das representacdes no
que diz respeito a estas idades. Discutimos os detalhes das fungdes que fornecem o fator de escala em termos do
tempo, para as solugoes da equagao de Friedmann, na faixa de tempo que inclui as idades dos universos-modelo.
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Graphical representations of classical Friedmann’s models are often misleading when one considers the age of
the universe. Most textbooks disregard conceptual differences in the representations, as far as ages are concer-
ned. We discuss the details of the scale-factor versus time function for Friedmann’s solutions in the time range

that includes the ages of model universes.
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1. Introducao

Os modelos padrao da cosmologia moderna sao des-
critos por modelos de Friedmann modificados pela in-
clusdo de uma constante cosmoldgica (veja as segoes
IV e V da Ref. [0] para uma discussdo qualitativa so-
bre a constante cosmolégica e a Ref. [B, p. 403] para
um tratamento mais formal). Consequentemente, ha
sempre interesse em todos os aspectos destes modelos
[ver a revisdo bastante completa sobre a cosmologia mo-
derna na Ref. [B], especialmente a se¢ao 2, que trata da
contribuicao do cosmdlogo russo Alexander Friedmann
(1888-1925)].

Os modelos cosmoldgicos de Friedmann sdo solugoes
das equagoes de campo de Einstein da teoria da relativi-
dade geral (TRG). Estas soluges foram extremamente
simplificadas, do ponto de vista da complexidade ma-
tematica, pela adogao do Principio Cosmoldgico.

O Principio Cosmolégico afirma, basicamente, que
toda a matéria do universo estd distribuida de forma
uniforme em todas as diregdes. Para a construgao
dos modelos cosmolégicos desprezamos o fato de que
a matéria se concentra em estrelas, as estrelas se estru-
turam em galdxias, e assim por diante, em estruturas
cada vez maiores. “Alisamos” tudo, inventamos o “flui-
do césmico”, que se distribui de forma homogénea e
isotrépica no universo. A densidade de matéria e ener-
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gia deste fluido hipotético coincide com a densidade real
das estrelas, galdxias e aglomerados.

Assim como o espago-tempo é curvo no exterior de
uma concentracao de massa, uma distribuicao continua
de matéria também pode ser descrita por um espaco-
tempo curvo, o qual se estende e é gerado pelo fluido
c6ésmico. O modelo padrao da cosmologia adota esta
perspectiva simplificadora ao utilizar a TRG em sua
construcao. As solugoes de Friedmann descrevem por-
tanto espacos-tempos curvos.

Os modelos de Friedmann sao modelos em ex-
pansao? [M]. A equacao de Friedmann é escrita em ter-
mos do chamado “fator de escala”, o qual descreve as
mudangas de distancias em cosmologia. Por exemplo, se
o fator de escala dobra, a distancia entre duas galdxias
quaisquer também dobra. Num universo em expansao
o fator de escala estd sempre aumentando. As solucoes
cléssicas da equagao de Friedmann representam manei-
ras diferentes de expansao, como veremos a seguir.

Os modelos de Friedmann sdo completamente des-
critos pela taxa de variagao relativa do fator de escala
R(t) — o chamado pardmetro de Hubble —, Ho=R/R(t
=1,), em que t, é a idade de um determinado modelo,
e pelo parametro de densidade Qo = po/peo, onde po
a densidade de massa do modelo e p., = 3H§/87TG
¢é a densidade do modelo plano, também chamada de
densidade critica, ambas para t = t,.
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2Um dos modelos de Friedmann, a saber, o modelo fechado, possui também uma, fase de contracao.
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A equacgdo de Friedmann cldssica, i.e., sem a cons-
tante cosmoldgica, é escrita como ( [@, cap. 27] e [B,
cap. 2])

dR\> HZ2Q,
(%) - % =-me-n. W

onde R(t,) = 1, por convengao, para qualquer valor de
Q. A solucao para o modelo plano é facilmente obtida
inserindo-se 2, = 1 na Eq. (O)

Ryi(t) = (f)/ )

em que t, = 2/(3H,) é a idade do modelo plano. No
modelo fechado (2, > 1), a solucdo é expressada na
forma paramétrica ( [@, Eqgs. (27.24) e (27.26)])

Rielo) = g g l=cos@], ()
o) = 2 sin(@)], (@)

T 2H, (Q, — 1)3/2

onde o parametro é x > 0. Da mesma forma, a solugao
para o modelo aberto (2, < 1) é dada por

1 Qs

t(z) = SH. (1= 0.2 [sinh(z) — 2] . (6)

Estas solugdes para os modelos aberto (Q.= 0,5),
plano ou critico (Q,= 1) e fechado (Qo= 2) estéo
tracadas na Fig. . E importante salientar que a dis-
cussao subsequente nao depende dos valores de 2, es-
colhidos aqui para os modelos fechado e aberto.

A maior parte dos livros ou artigos qualitativos so-
bre cosmologia moderna apresentam diagramas seme-
lhantes a este, quando descrevem os modelos de Fri-
edmann. Com raras excecoes, eles diferem da nossa
Fig. M em dois pontos principais. Primeiro, nao ha ei-
x0s quantitativos, sendo estes genericamente rotulados
como “fator de escala” e “tempo”. Segundo, as ca-
racteristicas interessantes que aparecem nos fatores de
escala pequenos, os quais correspondem a R(t) < 2 na
Fig. [, ndo sao comentadas e muito menos representa-
das graficamente. Tais diferencas levam a uma compre-
ensao errada para as idades dos modelos, i.e., os tempos
correspondentes a R = 1.
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Figura 1 - Modelos de Friedmann aberto (.= 0,5), plano e fe-
chado (o= 2). Este grédfico é um exemplo das representagdes
mais comuns. O tempo, nas abscissas, estd em unidades de
2/(3H,), a idade do modelo plano. Os detalhes importantes em
R < 2 estao ausentes na maioria dos livros e textos de divulgacao
de cosmologia.

Na préxima se¢ao, mostramos porque é importante
apresentar um grafico preciso dos modelos de Fried-
mann, para um entendimento claro das idades dos mo-
delos. Em seguida, apresentamos uma andlise quantita-
tiva das diferencas relativas entre os modelos classicos
de Friedmann como fungdes do tempo césmico. A
dltima secao contém as nossas consideragoes finais.

2. As idades dos universos de Fried-
mann

As idades dos universos de Friedmann sdo obtidas fa-
zendo R =1 nas Eqgs. (B), (B) e (A). Assim, com ajuda
das Eqs. (@) e (B), tem-se as idades dos modelos aberto,
plano e fechado como funcoes do parametro de densi-
dade 5. O resultado esta tragado na Fig. B.

A idade do modelo aberto é a maior dentre as
solugoes classicas de Friedmann. Isto nao esta claro
quando se examina a Fig. [, porque a regiao relevante
do fator de escala, i.e., R(t) &~ 1, ndo estd apresentada
de forma suficientemente detalhada na figura. FEste
tipo de representagao grafica é predominante na maio-
ria dos livros. Por exemplo, ele é visto em Harrison [6],
Fig. 18.6, p. 360, em Carroll e Ostlie @], Fig. 27.4,
p. 1230, em Rindler [B], Fig. 18.2, p. 402, e em Shu [@],
Fig. 15.7, p. 362 e Box 15.4, p. 368. Harrison dis-
cute as idades, depois de apresentar a Fig. 18.6. Ele
chama a atencao do leitor para as diferencas entre os
diferentes modelos, mas a conclusao permanece concei-



Observagoes sobre as solugées cldssicas da equagao de Friedmann

tualmente inconsistente com o diagrama mostrado na
Fig. 18.6. Em Carroll e Ostlie, a regiao de R(t) pequeno
estd detalhada como aqui. De fato, eles satisfazem am-
bas as caracteristicas desejadas, mencionadas na secao
introdutoéria, mas nao discutem a questao da idade. De
qualquer forma, estes autores representam uma rara
excegao, na literatura de cosmologia, quando o assunto
é a representacao grafica das solugoes da equacao de
Friedmann.
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Figura 2 - Idades dos modelos de Friedmann aberto, plano e fe-
chado como fungoes do parametro de densidade £2,. Observe que
a idade do modelo aberto é sempre maior que as idades dos mo-
delos plano (Qo = 1) e fechado. O eixo vertical estd em unidades
da idade do modelo plano, ou seja, 2/(3Ho).

Na Fig. B, tracamos R(t) com a escala apropriada
para mostrar as idades dos modelos. A idade do uni-
verso, como vimos, é atribuida a R(t) = 1. Diferente-
mente da Fig. [, estd claro agora, que o modelo fechado
tem idade menor do que os demais modelos. Em torno
de t = 2, o modelo fechado realiza duas intersegoes, a
primeira com o modelo plano e a segunda com o modelo
aberto. Observe também uma terceira interse¢ao, um
pouco mais a frente, do modelo aberto com o plano. De-
pois das intersegoes, R(t) se comporta de forma usual,
como na Fig. 0.

Se nao tomarmos cuidado em olhar a escala
numérica do eixo vertical da Fig. @, as conclusoes sobre
as idades dos modelos ficam confusas. As coisas podem
se tornar piores porque, normalmente, como mencio-
nado antes, os graficos, em geral, nao mostram as esca-
las numéricas em ambos os eixos.

3. Modelos aberto e fechado versus mo-
delo plano

Para R(t) muito pequeno, o termo do lado direito da
equacao de Friedmann fica desprezivel em comparacao
com o segundo termo do lado esquerdo. Isso vale
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quando R(t) < Qo/|Q — 1|, i.e., R(t) < 1, para os
valores de €2, considerados aqui. A solucao da equacao
diferencial resultante desta aproximacao é dada, entao,
por
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Figura 3 - Modelos de Friedmann aberto (.= 0,5), plano e fe-
chado (Q, = 2) mostrados, agora, numa faixa que inclui R(t) = 1,
no meio do eixo vertical. A idade do modelo plano é mostrada no
diagrama, to= 9 Ganos, para Ho= 72 km/s Mpc~! [H]. Note (i)
que a idade do modelo fechado (aberto) é menor (maior) do que
a idade dos outros modelos, e (ii) que de acordo com a Eq. (),
independentemente de 2o, as trés curvas possuem a mesma in-
clinagdo dR/dt em R = 1, ou seja, 0 mesmo parametro de Hubble
R/R(t =to) = Ho.
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Figura 4 - Diferencas relativas entre os modelos aberto e fechado
e o modelo plano como fungdes do tempo. As diferengas em t — 0
sdo facilmente calculadas por meio da Eq. (). Observe os pontos
de intersecdo com o modelo plano, utilizando a linha horizontal
pontilhada.
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R(t) =~ QL3 i 2/3791/3
(t) = dlo ; = dlo Rpl(t)a (7)

onde t, = 2/(3H,) é a idade do modelo plano. Esta
aproximagao confirma, para t — 0, que R(t) é maior
para o modelo fechado, como mostrado na Fig. B.

As diferencas relativas entre os modelos podem ser
investigadas pela funcao porcentagem f = 100 x (R —
Rp)/Rpi. Com ajuda da Eq. (@), tem-se f = 100 X
(ch)/g — 1), que significa f = +26%, para o modelo fe-
chado, e f = —21%, para o modelo aberto, em ¢ = 0.
Isto mostra claramente que os modelos sdo muito di-
ferentes ainda no inicio da histéria césmica, sendo as
diferencas relativas maiores do que em torno de t = t,
(If] = 9%, para os modelos fechado e aberto).

A Fig. @ mostra a fungdo exata f(¢). Vale a pena
notar os pontos de interse¢ao, mencionados na segao 2,
os quais ocorrem depois das idades de todos os modelos.

4. Consideragoes finais

Mostramos que as idades dos universos de Friedmann
classicos sao melhores compreendidas, quando as carac-
teristicas do fator de escala R(t) sdo mostradas em de-
talhe, no intervalo de tempo de t =0 at ~ 3 x2/(3H,)
(Fig. B).
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Figura 5 - Os modelos de Friedmann aberto (Qo= 0,5), plano e
fechado (o= 2) possuem a mesma inclinagdo — ou pardmetro
de Hubble — em R = 1 (hoje). As diferentes idades to surgem
ao longo do eixo do tempo: to=1, Ofgﬁi para o modelo fechado

(=) e aberto (+) (ver também Fig. B).

Este é um caminho alternativo ao adotado por Har-
rison ( [B, Fig. 18.7, p. 360]) e por Linder ( [8, Fig. 2.3,
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p. 32]). Estes autores escolhem ressaltar o fato de
que todos os modelos tém o mesmo parametro de Hub-
ble hoje (R = 1), como mencionado na legenda da
nossa Fig. B. As figuras apresentadas por estes auto-
res tornam-se equivalentes a nossa Fig. B, ao se mover,
nesta ultima, a curva do modelo fechado para a frente
e a do modelo aberto para trés, ao longo do eixo do
tempo, até tocarem a curva do modelo plano em t = 1
(Fig. B).

Calculamos as diferengas relativas entre os modelos
aberto e fechado e o modelo plano, como fungoes do
tempo (Fig. @). Estes modelos sdo quantitativamente
diferentes desde o inicio, passando por pontos de in-
tersegao em torno de ¢t &~ 2 x 2/(3H,) antes de divergi-
rem em t > 2/(3H,).
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