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Investigamos o movimento da Lua em sua 6rbita ao redor da Terra e como ele se configura ao localizarmos
nosso sistema de referéncia na Terra: o movimento aparente da Lua. A 6rbita da Lua ao redor da Terra também
é um problema mais complexo do que geralmente supomos; consequentemente, seu movimento visto da Terra
também se torna complexo. Determinamos uma equagao que descreve o ponto de maior aproximacao da Lua
ao zénite de uma localidade, como funcdo do tempo e da latitude do local. Esta equacdo leva em consideragao
o movimento de rotagao da Lua ao redor da Terra e a variagdo do eixo de inclinagdo de sua érbita com relagao
ao plano da dérbita terrestre. Comparamos os resultados com dados extraidos do programa Stellarium. Por fim,
estimamos a inclinagao atual do eixo da érbita da Lua em relagao ao plano terrestre.

Palavras-chave: Lua, érbita.

We investigate the motion of the Moon in its orbit around the Earth and how it sets when we locate our
reference system on earth, the apparent motion of the Moon. The orbit of the Moon around the Earth is also
a problem more complex than it is generally assumed, so that its motion as seen from the Earth also becomes
complex. We determine an equation that describes the point of closest approach of the Moon at the zenith, as
a function of time and latitude of the place. This equation takes into account the rotation of the Moon around
the Earth and the variation of the inclination axis of its orbit with respect to the plane of terrestrial orbit. We
compare the results with the data extracted from the software Stellarium. Finally, we estimate the current tilt

of the axis of the orbit of the Moon relative to the plane of the Earth.

Keywords: Moon, orbit.

1. Introdugao

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCN+) [1], dentro do tema Universo,
Terra e Vida, existe a unidade temadtica Terra e Sis-
tema Solar, onde é afirmado que o aluno deveré:

Conhecer as relagoes entre os movimentos
da Terra, da Lua e do Sol para a descrigao
de fenomenos astronomicos (duragao do dia
e da noite, estacoes do ano, fases da lua,
eclipses etc.).

A érbita da Lua pode ser facilmente discutida, den-
tro de um contexto onde o professor se sinta seguro,
tratando-a apenas como um movimento circular® ao
redor da Terra, cuja forca responsavel pela sua tra-
jetéria curva corresponde a forga gravitacional que a

1E-mail: guilherme.marranghello@unipampa.edu.br.

2A érbita da Lua é aproximadamente eliptica.

Terra exerce sobre a Lua (e que a Lua também exerce
sobre a Terra). O tema ainda pode ser apresentado em
discussoes sobre as fases da Lua ou sobre eclipses.

Neste ponto, os problemas podem comecar a apa-
recer. Podemos encontrar uma discussao mais deta-
lhada sobre o periodo entre duas Luas Cheias (periodo
sinédico) em [2]. Este periodo, segundo o autor, é apro-
ximadamente igual a 29,53 dias, variando entre 29,3 e
29,8 dias.® Dentre as explicacoes estd a elipticidade
da érbita da Lua, que, conforme a Lei de Kepler,® re-
sulta em diferentes velocidades no movimento da Lua
em sua érbita, quando ela se encontra mais préxima ou
mais distante da Terra (o foco desta drbita aproxima-
damente eliptica). Na discussao, tanto sobre as fases
da Lua, quanto sobre os eclipses, é necesséario intro-
duzir uma nova varidvel ao problema: a inclinacao do
plano da o6rbita da Lua ao redor da Terra com relagao

3E importante salientar que assumiremos, ao longo do texto, diversos valores médios para as grandezas discutidas, levando a uma

pequena imprecisao nos resultados, discutida ao final.

4Recomendamos a leitura da Ref. [2] para uma discussido mais aprofundada sobre o tema.
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a ecliptica (plano da 6rbita da Terra ao redor do Sol).
Sao apenas 5,15°,% mas j4 é o suficiente para que eclip-
ses nao sejam tao frequentes e, principalmente, para
que o movimento aparente destes astros, vistos por um
observador na Terra, sejam bastante distintos [2].

Ja existem muitas referéncias que propoe trabalhos
e/ou discussoes sobre as caracteristicas relativas ao mo-
vimento da Lua ao redor da Terra [2-6]. Estes trabalhos
discutem, desde uma improvavel relacao entre a taxa
de natalidade com as fases da Lua até o movimento do
nosso satélite natural visto de um referencial localizado
no Sol. Assim, nosso trabalho néo pretende esgotar o
tema, mas contribuir para enriquecé-lo, e segue com a
discussao sobre as principais componentes que descre-
vem o movimento aparente da Lua, passando entao a
um comparativo com dados coletados através de um
programa de simulagao do céu, finalizando com uma
discussao sobre os resultados encontrados.

2. A 6rbita da Lua

Os movimentos do Sol e da Lua também podem apre-
sentar algumas similaridades que permitem ao profes-
sor, com bastante cuidado, fazer algumas analogias.
Assim como podemos ver na Ref. [7], que o Sol se poe
mais ao sul durante o verdo (no hemisfério sul) e mais
ao norte no inverno, algo também acontece com a Lua,
conforme verificamos na Fig. 1, onde duas fotografias
foram feitas marcando a posicao aproximada do “poOr
da Lua” nos dias 22 e 28 de junho de 2012. Como é
possivel verificar, devido ao periodo sideral da Lua ser
de aproximadamente 27 dias, muito mais curto que os
365 dias do periodo sideral do movimento da Terra ao
redor do Sol, este movimento pode ser facilmente obser-
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vado quase diariamente, enquanto a observagao da va-
riagao da posicao do por do Sol necessita de um periodo
mais longo.

Apesar de termos dito, inicialmente, que a Lua or-
bita a Terra em um plano cuja inclinacao é de 5,15°,
devemos salientar agora que esta inclinagao varia ao
longo de um periodo de 18,6 anos. Esta variagao faz
com que a inclinagao da oOrbita da Lua, com relacao
ao plano terrestre varie entre 5,15° e -5,15°. Como o
eixo de rotagao da Terra também estd inclinado com
relagdo a sua drbita (23,5°), a inclinacao da érbita da
Lua com relagao ao equador terrestre varia entre 28,65°
(23,5°+5,15°) e 18,35° (23,5°-5,15°).8

Assim, descrevemos o movimento aparente da Lua,
onde consideramos apenas seu movimento ao redor da
Terra, através de uma aproximagao dada pela equagao

27
Zmin = Asen <mx> , (1)

onde x representa o nimero de vezes que a Lua passa
sobre o ponto mais alto no céu e A é uma ampli-
tude que ainda iremos determinar. Assim, o ponto
mais alto do transito lunar, ou a menor distancia do
zénite, seria dado por 2, ; (distancia zenital minima).
Esta distancia corresponde a declinagao maxima da Lua
(angulo compreendido entre o equador celeste e o as-
tro), lembrando que a relagao entre a distancia zenital,
a declinagao 4 e a latitude do local ¢ pode ser descrita

pela equagao

z = £(6— o), (2)

28/06/2012

Figura 1 - Fotografias do “por da Lua”, na cidade de Bagé, nos dias 22 e 28 de junho de 2012. Ambas as figuras foram obtidas do
mesmo ponto de observagio sem a utilizagdo do zoom da camera fotografica. Créditos: Guilherme F. Marranghello.

5Este valor nao é fixo, conforme discutiremos ao longo deste trabalho.
6De fato, até mesmo este angulo de 5,15° ndo é fixo e sim uma média, podendo variar entre 4,99° e 5,30°, porém, esta variacdo nao

serd discutida no presente trabalho.
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onde o sinal de positivo (negativo) descreve a medida
onde a culminagdo da Lua é feita ao norte (sul) do
zénite. Assim, esta relacdo pode ser visualizada através
da Fig. 2, onde o indice k (v) estd associado ao sinal
positivo (negativo) da Eq. (2), assim

Figura 2 - Relacdo entre os angulos que descrevem a distancia
zenital, a declinagdo e a latitude. Na figura, N (S) corresponde a
direg@o norte (sul), PNC (PSC) descreve a diregdo do polo norte
celeste (polo sul celeste), EC é a linha que define o equador ce-
leste e Z, o zénite. ¢ corresponde a latitude do local. Fonte:
pttp://astro.if.ufrgs.br/coord.htn.

Ainda devemos lembrar que o periodo de 27,3 dias
é o tempo que a Lua leva para dar uma volta completa
ao redor da Terra (periodo sideral). Este nimero difere
dos 29,5 dias do ciclo lunar (perfodo sinédico), devido
ao fato da Terra se movimentar em sua érbita (veja a
Fig. 3).

2? Lua Cheia
29.5 dias

27,3 dias

Lua Cheia

Figura 3 - Representagdo esquematica, sem levar em conta a es-
cala, mostrando a posi¢ao da Lua em um determinado instante de
Lua Cheia e sua posi¢do na Lua Cheia seguinte, ap6s um periodo
sindédico.
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Se a inclinagao da orbita da Lua fosse constante
(5,15°), esta amplitude A também seria constante
(23,5°+5,15° = 28,65°), entretanto, conforme menci-
onamos anteriormente, a amplitude deste movimento é
varidvel, uma vez que a inclinacao da érbita da Lua va-
ria com relagao ao equador da Terra. Esta amplitude
fica entao descrita por

2m
A =23,5° 15° — .
3,5°+5,15 sen(1876><365’25x> (5)

Apresentamos, na Fig. 4, o comportamento desta
amplitude. A variacdo, na forma de uma sendide, tem
perfodo de 18,6 anos (6793 dias), oscilando entre um
minimo de 18,35° (23,5°-5,15°) e um méximo de 28,65°
(23,5°+5,15°).
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Figura 4 - Variagdo da amplitude da inclinagao da érbita da lua
em relagdo ao equador terrestre através de um periodo de 18.6
anos.

Finalmente, para medirmos a distancia zenital
minima (altura méxima) da Lua em uma determinada
latitude, reunimos as Eqgs. (1) e (5), escrevendo

o o 2
Zmin = @ + |23,5° 4+ 5,15%sen <1&6><365,25xﬂ
2T

X sen (2773x) , (6)
onde ¢ representa a latitude de um determinado lo-
cal. Entretanto, ainda é necessario fazermos um ajuste
para que o uso desta equacao se torne mais direto. A
variavel x representa o nimero da passagem da Lua
sobre o ponto de maior altitude, porém, se desejarmos
fazer a relacao com o nimero de dias, é necessario fazer
uma pequena conversao, isto porque o dia terrestre pos-
sui 24 h, enquanto a Lua leva, aproximadamente, 24:50
para passar duas vezes consecutivas sobre o ponto mais
alto (distancia zenital minima), devido ao seu movi-
mento ao redor da Terra, como mostrado na Fig. 3. As-

sim, 24:50 correspondem a, aproximadamente 24,83 h,
levando-nos a equagao


http://astro.if.ufrgs.br/coord.htm
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Zmin = @ + |23,5° +5,15%sen (

onde, agora, d representa o nimero de dias transcorri-
dos e as fases §; e d devem ser determinadas a partir
de uma escolha de data como sendo o dia zero. Para o
nosso caso esta data foi o dia 28 de junho de 2012.

Na Fig. 5 mostramos o resultado de z,:,, dado
em graus, para a cidade de Bagé, RS, que estd numa
latitude de, aproximadamente, 31°. O eixo horizon-
tal representa o numero de dias para um intervalo de
aproximadamente dois anos, a contar do dia 28 de ju-
nho de 2012. Neste dia, medimos a amplitude do mo-
vimento, de onde podemos concluir que a inclinagao
atual® da 6rbita da Lua em relaciio ao equador terres-
tre é de aproximadamente 22°. Isto pode ser visto na
Fig. 5, subtraindo os pontos subsequentes, a partir do
dia d = 0, para maior e menor aproximacao do zénite,
conforme

max __ Zmin
min min (8)

2

z
Autual =

Também é possivel ver, com um pouco de atencao,
que esta amplitude estd diminuindo para, aproximada-
mente, 20° ao final de um ano e 18° ao final de dois
anos.

60

1
1
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Figura 5 - Distancia zenital minima da Lua para a latitude de 31°
como func¢do do nimero de dias transcorridos, contados a partir
do dia 28 de junho de 2012.

Apresentamos, na Fig. 6, esta mesma medida, ao
longo de dois meses, comparando observagoes em dife-
rentes localidades, situadas sobre o equador (¢ = 0°),
em ¢ = 30°, 60° e préximo ao polo, com ¢ = 80°. O
observador localizado sobre o equador deve ver a Lua
passando, ora ao norte do zénite, ora ao sul, enquanto
o observador localizado em Bagé (31°20° S) deve ver a
Lua passando sempre mais ao norte do zénite. Ainda

"Por atual, entenda-se 28 de junho de 2012.

2T
18,6 x 365,25

24,83 2 (24,83
d+61)>} xsen<m< 51 d+52>>, (7)

é interessante verificar nesta figura que, o observador
localizado préximo ao polo nao vé a Lua por varios
dias seguidos. Isto ocorre quando a distancia zenital
minima ultrapassa os 90°, ou seja, a maior altura da
Lua ainda ¢ inferior a linha do horizonte. Isto ocorre,
por exemplo, entre os dias 11 e 20, para um observa-
dor localizado numa latitude ¢ = 80°. Este seria um
fenébmeno equivalente ao fendmeno que ocorre com o
Sol nas proximidades dos polos.®
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Figura 6 - Distancia zenital minima da Lua, como fungdo do
tempo, para as latitudes ¢ = 0° (linha cheia), 30° (linha ponti-
lhada), 60° (linha tracejada) e 80° (linha ponto-tracejada).

3. Resultados “experimentais”

A fim de determinarmos o valor das constantes de fase,
necessitamos fazer uma coleta de dados referentes a
posicao da Lua. Esta coleta de dados pode ser feita,
de forma experimental, através de um clinémetro ou
através da medida da sombra da Lua projetada por uma
haste, da mesma forma que medimos a sombra do Sol.
Esta segunda opgao fica sujeita & necessidade de um lo-
cal escuro e uma noite de Lua Cheia (ou quase cheia).
Realizamos algumas medidas que se mostraram ade-
quadas as equacgoes que haviamos obtido. Entretanto,
se desejamos coletar dados que possam ser compara-
dos através de um longo periodo de tempo, digamos,
18,6 anos, podemos fazer uso de um aplicativo que si-
mula o céu, visto por diferentes latitudes. Utilizarmos
o programa Stellarium [8] para “medir” a posigdo da
Lua ao longo de vérios dias, meses e anos, e assim foi
possivel comparar o resultado obtido por nossa equagao
chegando a um Coeficiente de Determinacao R? = 0,98.
Este coeficiente indica que 98% do comportamento dos
dados é explicado pela equagao. Esta equacao a qual

8Este fenémeno ocorre em latitudes muito elevadas, préximas ao Circulo Polar Artico ou Antértico, permitindo que o Sol permaneca
no céu por dias, semanas ou meses durante o verdo e fique igual periodo sem aparecer durante o inverno.
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nos referimos aqui corresponde & Eq. (7) quando dei-
xamos quatro parametros livres. Estes parametros —
periodo de rotacao da Lua, perfodo de mudanca na in-
clinagao do eixo, §; e 05 — aparecem na Tabela 1, onde
comparamos o resultado do ajuste da curva com os va-
lores médios. Para ajustarmos estes parametros, fize-
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mos uso de outro software livre, o SciDaVis [9]. Este
programa permite, dentre as mais diversas funcoes que
um programa de graficos dispoe, fazer um ajuste de
curva. Na tabela 1, apresentamos e comparamos os va-
lores médios com os valores obtidos através do ajuste
da curva apresentada na Fig. 7. |

Tabela 1 - Resultados obtidos através dos dados coletados pelo Stellarium e de um ajuste de curva, comparados com os valores médios.

Parametro

Valores médios

Ajuste da curva

Periodo de Rotacao da Lua
Periodo de Precessao do Eixo
01

P

27,3 dias 27,110 dias
18,6 anos 18,476 anos
- -2821,72
- 16,756

Figura 7 - Resultados obtidos através do programa Stellarium

comparados & curva tedrica apresentada na Eq. (7) para a
distancia zenital minima como fun¢ao do nimero de dias trans-
corridos.

4. Discussao

Apresentamos, ao longo deste texto, uma forma de des-
crever o movimento aparente da Lua, incluindo, além
do seu movimento em Orbita ao redor da Terra, o mo-
vimento de seu plano orbital. Comparamos os resul-
tados de uma curva tedrica, descrita por nds, com os
resultados de um ajuste de curva realizado a partir de
dados coletados com o Stellarium. Os resultados apre-
sentaram uma pequena discrepancia, a qual considera-
mos pequena (< 2%). Esta variacdo pode ter as mais
diversas fontes, desde a variacao do angulo de 5,15°
(£0,15°) até perturbagoes exercidas por outros corpos
do Sistema Solar. Assim, consideramos o resultado ple-
namente satisfatorio.

Com a expressao que obtivemos para o movimento
aparente da Lua foi possivel também determinar a atual
inclinagao de nosso satélite natural, em ao equador da
Terra: inclinacao da orbita da Lua ao redor da Terra
(< 15,15°]) com relagao & ecliptica somada & inclinagéo
de 23,5° que a ecliptica possui com relagao ao equador
terrestre. Este ntimero é obtido através da amplitude
do movimento e o valor encontrado para o dia 28 de
junho de 2012 foi de aproximadamente 22°.

E importante salientar que o movimento aparente
da Lua apresenta grandes similaridades e também gran-
des diferencas com relagao ao movimento aparente do
Sol. A Lua, assim como o Sol, transita pelo céu atin-
gindo diversas alturas, entretanto, enquanto o movi-
mento do Sol é percebido ao longo de um ano, de-
terminando as estagoes de primavera, verao, outono
e inverno, o movimento da Lua é percebido em me-
nos de um més. E importante salientar que a variacao
da inclinagao da érbita da Lua nao possui nenhuma
relagdo com suas fases (Cheia, Minguante, Nova ou
Crescente), nem com as estagoes do ano. Estas dife-
rengas/similaridades podem ser um ponto importante
para tornar a discussao sobre a compreensao do uni-
verso mais profundas do que uma simples discussao so-
bre fases da Lua ou eclipse. Ainda, como o periodo
de rotacao e, consequentemente, de percepgao de mu-
dancas, da Lua é muito mais curto que o periodo de
rotacao da Terra ao redor do Sol, o professor tem a
possibilidade de, em menos de um meés, ilustrar o que
ocorre com o Sol ao longo de um ano (ver Fig. 1).
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