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Se extiende el problema tradicional que pregunta por la distancia que recorre una mosca con rapidez cons-
tante cuando se mueve entre dos trenes en movimiento uniforme rectilineo con direccién de colisién. Se revisa
tanto la solucién trivial como la atribuida a Neumann y mediante una simulacién se amplia el problema para
incluir trenes acelerados. Este problema puede usarse en cursos de fisica elemental para ilustrar la relacién
fisica-matemaética, dar contexto al andlisis grafico y estudiar diversas situaciones en cinemética unidimensional.
Ademais, se resalta la fortaleza didédctica del problema a través de la analogia que guarda con el funcionamiento
de un sensor de velocidad basado en pulsos de ultrasonido.
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We extend the traditional problem of calculating the distance of travel of a fly that is moving with constant
speed along a straight path between two trains that are approaching one another. We found two analytical
solutions for the traditional problem and we propose a generalization to the accelerated motion of the trains
through a simulation. With this problem the teachers can teach some topics of basic physics as the relations
between mathematics and physics, the graphical analysis and various situations on kinematics in one dimension.
We show an analogy between the motion of the fly and a ultrasonic wave pulse in a sensor of velocity, which

indicates the pedagogical power of this problem.

Keywords: motion of a fly, Neumann problem, sensor, ultrasound.

1. Introduccién

Dada la complejidad de muchos sistemas en diversos
campos de la fisica actualmente es frecuente que su
estudio se lleve a cabo mediante la interaccién entre
teoria, experimento y simulacién, intercambiando asi
ideas que contribuyen a la comprension fisica de ta-
les sistemas. De esta manera la simulacién ha demos-
trado que las leyes que describen el comportamiento de
multiples sistemas fisicos pueden reducirse a algoritmos
que al ser implementados en un ordenador determinan
el comportamiento, por lo general aproximado, de estos
sistemas. En particular, la ejecucién de una simulacién
que obedece a tales algoritmos viene a ser como la reali-
zacién de un experimento en un espacio virtual, donde
es posible restablecer parametros, ajustar condiciones
iniciales, cambiar condiciones de frontera y en general
plantear y confrontar diversas hipétesis de trabajo, por
tales razones suele llamarse a este tipo de procesos de
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investigacién experimentos virtuales (ExV) [0H3]. No
obstante, debe tenerse claro que los ExV son una ma-
nera de hacer fisica tedrica y que el experimento real
serd siempre necesario.

Hace unas cinco décadas los problemas concernien-
tes a la fisica computacional correspondian fundamen-
talmente a cursos de posgrado, sin embargo durante
los ultimos 20 anos en carreras de ciencias e ingenieria
ha habido un incremento considerable en el interés por
plantear el estudio de esta rama de la fisica y asigna-
turas afines desde los primeros espacios de formacién.
Asi es como en la fisica educativa los ExV han mos-
trado multiples ventajas frente a los métodos tradici-
onales, pues concretizan algunos aspectos referentes a
problemas abstractos; sirven como tutores en algunos
procesos cognitivos; permiten resolver problemas que
no tienen una solucién analitica; desarrollan en el es-
tudiante intuicién fisica y lo acercan a la solucién de
problemas menos ideales y més cercanos a la realidad;
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brindan escenarios aproximados a la fisica computacio-
nal a través de la solucién de problemas complejos con
pocos conocimientos matemaéticos y en general ofrecen
un contexto alternativo para la discusiéon de numerosos
conceptos fisicos. Ademds, conviene resaltar que los
ExV se implementan en fisica educativa fundamental-
mente mediante lenguajes de programacién, visualiza-
dores graficos, hojas de calculo, calculadores simbdlicos
y software de animacién [B-.

En este trabajo se extiende el problema tradicional
de una mosca que se mueve con rapidez constante man-
teniendo una trayectoria recta entre dos trenes que se
aproximan uno al otro con rapidez constante [[3], se
muestran dos soluciones analiticas y mediante ExV se
amplia el andlisis a trenes acelerados, también se usa el
problema para explicar algunos principios fisicos asoci-
ados al funcionamiento de un sensor de velocidad. En
la seccién (2) se muestra una solucién analitica elemen-
tal del problema tradicional, en la seccién (3) se expone
una solucién tipo Neumann que implica el uso de series
de potencias, en la seccién (4) se dota a los trenes con
movimiento arbitrario y se resuelve el problema medi-
ante un ExV basado en el algoritmo de Euler para el
movimiento de la mosca, en la seccién (5) se hace con-
creto el problema al explicar el funcionamiento de los
sensores de velocidad basados en pulsos de ultrasonido
y finalmente en la seccién (6) se presentan las conclusi-
ones.

2. Solucién elemental

En el ejercicio tradicional planteado se consideran dos
trenes A y B que se acercan uno al otro con rapi-
dez constante v4 y vp en una via recta, entre ellos
una mosca se mueve también con rapidez constante v,,
mayor que la de los trenes, la mosca toca un tren y
retorna al otro sin pérdida de tiempo ni variacion apre-
ciable en su rapidez durante el cambio de direccion,
la mosca continta oscilando entre los trenes hasta que
estos colisionan. Generalmente la actividad propu-
esta consiste en calcular la distancia recorrida por la
mosca [[3].

El sistema se simplifica al considerar los trenes como
rectangulos ideales y la mosca como un punto ma-
tematico. De esta manera, en la Figll se ilustra la
configuracion inicial del sistema, aqui los trenes se en-
cuentran entre si a una distancia L, y la mosca parte
del tren A al B. De acuerdo con lo anterior las ecuaci-
ones de posicién contra tiempo de los trenes y la mosca
son

TraA = vat, (1)
rB :LO—UBt, (2)

y
Ty = Upnl. (3)

Donde v4, vp y vy, son positivas ya que representan el
modulo de cada velocidad. Ahora, Para encontrar la
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distancia que recorre la mosca desde que parte del tren
A hasta que los trenes colisionan es necesario calcular
el tiempo de colisién ¢, entre los trenes. De las Ecs. ()

y (B) se obtiene
Lo
te=———. (4)
VA +UB
Ahora se usa este tiempo para calcular la distancia que
la mosca se movid, al usar las Ecs. (B) y (#) se encuen-

tra I
D= _Ymbo (5)

va +vp’
que es la distancia buscada.

At
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Figura 1. Configuracién inicial del sistema.

3. Solucién tipo Neumann

Se dice popularmente, quizé simplemente a manera de
anécdota [M3], que este problema fue planteado con al-
gunos valores concretos al matemético hingaro Von
Neumann quien lo resolvié al instante, al preguntarle
como lo habia realizado dijo algo asi como: sumando
las distancias parciales, jno conozco otro método! Lo
sorprendente de la respuesta otorgada por Neumann es
que se esperaba dijera que lo habia hecho aplicando la
Ec. () y no realizando una suma infinita de distancias
parciales [[C3].

En esta seccion se analiza el problema mediante el
enfoque de Neumann, es decir orientando la atencién
en las distancias parciales que recorre la mosca al pase-
arse entre los trenes, pues sumando estas distancias se
tendra la distancia total recorrida por la mosca. Para
ello, es preciso hacer infinitas sumas ya que al consi-
derar la mosca como un punto mateméatico y al des-
preciar el tiempo que tarda en girar al tocar un tren y
dirigirse al otro cada vez tiene que recorrer menos dis-
tancia con igual rapidez, lo que trae como consecuencia
que el nimero de viajes tienda a infinito mientras la
distancia entre los trenes tiende a cero.

Cuando la mosca parte del tren A invierte un ti-
empo t.p para tocar el tren B, por un procedimienton
completamente andlogo al desarrollo en la seccién (2)
este tiempo queda determinado por la Ec.

Lo

Um + VB

(6)

tcB -

Ahora, en el tiempo t.p la mosca recorre una distancia

UmLO
dpp = ———. 7
ml Vm g ( )
Las posiciones de la mosca y los dos trenes justo cuando
la mosca toca el tren B se representa en el esquema de
la Fig. .
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Figura 2. Posicién de la mosca y los dos trenes justo cuando
la mosca toca el tren B por primera vez.

Para calcular las distancias recorridas por los dos
trenes justo hasta el primer contacto se multiplica el
tiempo obtenido en (B) por la rapidez de cada tren, asi
se obtienen las Ecs.

vaLg

dgg = ——— 8

Al ’Um+'UB) ( )
Y L
vpLo

dp = ——. 9

BL= 9)

Luego en el segundo recorrido, la mosca viaja desde el
tren B hasta el tren A pero ahora la distancia de sepa-
racion inicial entre los dos trenes esta dada por

Li=Ly—da —dp, (10)

sustituyendo (B) y () en (I) se obtiene

Ly = Lo (”’"”“‘) . (11)

Um+'UB

Continuando con el analisis, nétese que de acuerdo con
la homogeneidad del espacio y el tiempo es posible de-
finir un nuevo origen de coordenadas y de tiempos [[H].
Asi, se reasigna la posicién del tren A como el origen
en tiempo cero y Ly pasa a ser la nueva posicion inicial
del tren B, ver Fig. B. De esta forma el nuevo tiempo
de contacto t.4 entre la mosca y el tren A viene dado
por

tea = 7’07” n UA' (12)
A B

0 ‘ "t

~—L;—

Figura 3. Nueva configuracién inicial.

Las ecuaciones que definen las distancias recorridas
por la mosca y los trenes hasta el instante en que ocurre
el segundo contacto, el decir cuando la mosca toca el
tren A, son

Ule
dpg = ———, 13
2 Um + VA ( )
’UALl
dpo = ———, 14
A2 Um +Va ( )
Y L
VBl
dpy = —. 15
By = (15)

Las nuevas posiciones de los trenes y la mosca asi como
la relacién entre las distancias se muestra en la Fig. (H).

2313-3

Al

Ly

Figura 4. Configuracién inicial después de que la mosca
regresa al tren A por primera vez.

Asi, la nueva separacion de los trenes estda dada por
Ly =1Ly —da> —dpo. (16)
A partir de ([2) y (@) se halla
Um —UB
Lo=Li|——— . 17
G (17)

De forma iterativa se realiza este proceso, asi que las
Ecs. (M) y () se renuevan en cada contacto de la
mosca con los trenes, para obtener la sucesiéon infinita

{L} = {Lo,aLo,aﬂLo,CXQﬂLo,CYszLO...}, (18)
donde se ha definido « y 8 como

Um — U Um — VU
a=-"_"A4 pg_"m_ B (19)
Um + UB Um + VA

Por otro lado, la suma D de las distancias parciales es
la distancia total recorrida por la mosca, es decir

D= i i (20)
=1

De acuerdo con esto se puede escribir la distancia re-
corrida por la mosca separando los términos pares e
impares de (E0). Procediendo as{ y con ayuda de (I3)
se encuentra

D=B (QOBOLO + BOéLO + OzQﬁzLo + ) +
A (OLﬁOLO + azﬁLo + 04352.[/0 + ) (21)

donde A y B estan definidos como

A:L’B:L, (22)
Um + V4 Um + UB

Al expresar (EI) abreviadamente se tiene

D=L, (B i oF Bk + A f: a’f“ﬁk) . (23)
k=0 k=0

Al extraer a del segundo término de la suma en (23) se
encuentra

o0 o0
D = L <BZak5k+AaZak5k>. (24)
k=0 k=1
La expresién (24) es una serie de geométrica y por tanto
converge dado que |af| < 1, lo cual se espera ya que
la rapidez de la mosca es menor que la rapidez de cada
uno de los trenes. De esta manera (E4) se convierte en

D= L (?j;‘?) . (25)
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Al combinar las Ecs. () y (E2) se encuentra la relacién

aA:BC%_M>. (26)

Um + VA

Al sustituir 23 en £3, la Ec. E3 toma la forma

2L,AB
D=—— 27
v (27)
y observando que
2AB
| —ap = 2AB At vs) (28)
U
se obtiene I
D= Umio’ (29)
VA + UB

expresion que coincide con (B) obtenida manera elemen-
tal.

4. Experimentos virtuales

Para implementar una simulacién que permita reali-
zar un ExV sobre este sistema se asigna a cada tren
una funcién de posicién contra tiempo z4(t) v xp(t)
asi como de velocidad v4(t) y vgp(t), donde el tiempo
de evaluacion va desde t = 0 hasta t = T,,4, incre-
mentiandose de At en At, aqui At es un tiempo pequeno
comparado con el tiempo T, que se espera tarden los
trenes en colisionar. Por su parte la mosca tiene siem-
pre asignada una rapidez constante v, y su velocidad
cambia Uinicamente de signo cada vez que encuentra un
tren. Asi mismo, el movimiento de los trenes y la mosca
estd regido por el algoritmo de Euler.

Este algoritmo consiste en actualizar la posicién de
la mosca cada paso temporal en v,,At, de manera que
la posicion de la mosca se actualiza por cada incremento
At en

Tm — (T + v AL) . (30)

Dada la idealizacién del problema cada vez que la mosca
toca uno de los trenes cambia de manera instantanea
su velocidad, esto se implementa al cambiar el signo de
su rapidez. Asi

— Uy & Uy (31)

a menos que la rapidez de la mosca sea menor que la
rapidez del tren en cuyo caso seria capturada por este.
4.1. Algoritmo

El algoritmo que materiza el ExV es el siguiente:

1. Se asignan los parametros Ty,q., At, entre otros,
y junto con estos las funciones x4 (t), xp(t), va(t)
y vs(t)

2. Se asignan las condiciones iniciales Z 0, T A0, ZBo,
Um = Umo, VAo Y VBo-
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3. (Est <Tpa:? Silarespuesta es afirmativa se va
al paso 4 de lo contrario se va al paso 10.

4. Imprime ¢, x4, TB Y Tim.

5. Evalua la posicién de la mosca mediante (BO) y
evalua la posicién y la velocidad de los trenes me-
diante z4(t), xp(t),va(t) y vs(t).

6. Hace la pregunta 1: jes z,, > xg? sila respuesta
es afirmativa realiza la pregunta 2: jes v, < vp?
si la respuesta a la pregunta 2 es afirmativa hace
Um = vp y va al paso 7. Si la respuesta a la
pregunta 2 es negativa ejecuta (B1), hace un paso
mediante (B0) y va al paso 7. Si la respuesta a la
pregunta 1 es negativa va directamente al paso 7.

7. Hace la pregunta 1: jes z,, < x4? sila respuesta
es afirmativa realiza la pregunta 2: jes v, < vg?
si la respuesta a la pregunta 2 es afirmativa hace
Um = va y va al paso 8. Si la respuesta a la
pregunta 2 es negativa ejecuta (B1), hace un paso
mediante (BO) y va al paso 8. Si la respuesta a la
pregunta 1 es negativa va directamente al paso 8.

8. (Es x4 > xp? sila respuesta es afirmativa va al
paso 10. Si la respuesta es negativa va al paso 9.

9. Asigna t < (¢t + At) y retorna al paso 3.

10. Finaliza.

4.2. ExV sobre el problema tradicional

Se muestra un caso particular del problema tradicio-
nal el cual se rige con los pardametros mostrados en la
Tabla (II) y las condiciones iniciales mostradas en la
Tabla (B).

Tabla 1. Parametros.

Trmax At
10 s 0,001 s

Tabla 2. Condiciones iniciales.

Zmo T Ao TBo Um vA (]
5m -5m 10m 4m/s 1m/s -0,5m/s

En la grafica mostrada en la Fig. B se observa la
mosca oscilando entre los trenes, aqui se puede leer el
tiempo y la posicién estimados para el contacto de la
mosca con cada tren, asi mismo se puede estimar el
tiempo de colisiéon de los trenes y evidenciar algunos
encuentros entre la mosca y los trenes.
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Figura 5. ExV sobre el problema tradicional.

4.3. ExV con trenes acelerados

Como un ejemplo de generalizacién del movimiento de
los trenes considérese una situacién en la cual la po-
sicién del tren A estd dada por

xA:on+UAot+gt2a (32)

y la del tren B por
xp = xpoe . (33)

Ademds, la mosca se sigue moviendo entre los trenes con
rapidez constante v, y parte de la pocién z,,, = Om.
Los parametros y condiciones iniciales del sistema se
muestran en las Tablas B y B, respectivamente.

Tabla 3. Pardmetros para trenes acelerados.

Tmax At Y a
14s 00ls 04s 1 0,5m/s?

Tabla 4. Condiciones iniciales para trenes acelerados.

Tmo T Ao TBo Um VAo VBo
Om -5m 10m 5m/s -3m/s -2m/s

En la Fig. B se muestran los resultados del ExV im-
plementado para visualizar el movimiento de la mosca
entre los trenes que se mueven de acuerdo con las Ecs.
(82) y (B3).

5. La mosca como sensor de velocidad

A manera de sugerencia didactica se muestra como este
problema ideal tiene una analogia fisica asociada al
campo de las aplicaciones técnicas, lo cual se entiende
al realizar una correspondencia entre el problema de la
mosca y un pulso de ultrasonido que se mueve entre los
trenes.
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Figura 6. ExV sobre el problema con trenes acelerados.

Ignorando los detalles técnicos de emisién y re-
cepcién asi como las correcciones por efecto Doppler
de los pulsos de ultrasonido el ExV permite ilustrar el
principio fisico de algunos sensores de velocidad, para
esto se considera el tren A en reposo y la mosca se iden-
tifica con el pulso, es decir ,, <= x,. Tal pulso viaja
hasta encontrar el tren B, al llegar alli se refleja y re-
torna al tren A, donde este emite simultaneamente con
la llegada del pulso otro pulso en direccién del tren B
que a su vez se refleja y regresa de nuevo al tren A,
repitiendose este proceso muchas veces.

Como ejemplo considere el tren A en reposo y al el
tren B moviéndose con rapidez constante hacia el tren
A. Al aplicar el ExV se encuentra un resultado como el
mostrado en la Fig. @. Si ahora se procesan los resul-
tados virtuales capturados de posicién contra tiempo y
se organizan en una grafica de posicién contra tiempo
se obtendrd una gréafica como la mostrada en la Fig. B,
donde se observa que la toma virtual de datos se hace
cada vez en menor tiempo debido a que el tren B estéd
cada vez mas cerca al tren A y el pulso recorre menos
distancia. Notese que de Fig. B se puede inferir que la
rapidez del tren B es ~ 33,3 m/s.

El anterior procedimienton se puede generalizar
para estimar la rapidez del tren B cualquiera sea su
movimiento.

6. Conclusiones

Se repasé el problema tradicional de una mosca que se
mueve entre dos trenes, describiendo tanto una solucién
trivial como una solucién tipo Neumann, se mostré
como implementar un ExV que permitié generalizar
este problema y aplicar dichos andlisis a la explicacién
del principio fisico de los sensores de velocidad basa-
dos en ultrasonido, brindando asi un contexto de dis-
cusion sobre la interpretacién gréafica en la cinemética
unidimensional, el concepto de experimenté mental y
la relacién fisico-matematica. Se propuso un algoritmo



2313-6

simple y facil de implementar ya sea en una hoja de
célculo o en un lenguaje de programacién, tal algo-
ritmo permitié realizar experimentacién virtual sobre
este problema. Se espera que problemas similares de
contenido introductorio sean abordados mediante esta
técnica posibilitando el desarrollo de la intuicién fisica
y el acercamiento a la fisica computacional a aquellos
estudiantes que se inician en carreras de ciencias o in-
genieria.

1000 | T
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Figura 7. Sesor de velocidad
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Figura 8. Datos de posicién en el contacto.
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