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O oscilador harmonico singular revisitado

(The singular harmonic oscillator revisited)

Douglas R.M. Pimentel, Antonio S. de Castro®

Departamento de Fisica e Quimica, Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, Guaratinguetd, SP, Brasil

Recebido em 25/9/2012; Aceito em 4/4/2013; Publicado em 9/9/2013

Investiga-se a equagdo de Schrédinger unidimensional com o oscilador harmoénico singular. A hermiticidade
dos operadores associados com quantidades fisicas observéaveis é usada como critério para mostrar que o oscilador
singular atrativo ou repulsivo exibe um numero infinito de solugdes aceitdveis, contanto que o parametro res-
ponsavel pela singularidade seja maior que um certo valor critico, em discordéncia com a literatura. O problema
definido em todo o eixo exibe dupla degenerescéncia no caso do oscilador singular e intrusao de adicionais niveis
de energia no caso do oscilador nao-singular. Outrossim, mostra-se que a solugdo do oscilador singular nao pode
ser obtida a partir da solugdo do oscilador nao-singular via teoria da perturbagao.

Palavras-chave: oscilador harmonico, potencial singular, degenerescéncia, colapso para o centro.

The one-dimensional Schrodinger equation with the singular harmonic oscillator is investigated. The Hermi-
ticity of the operators related to observable physical quantities is used as a criterion to show that the attractive
or repulsive singular oscillator exhibits an infinite number of acceptable solutions provided the parameter res-
ponsible for the singularity is greater than a certain critical value, in disagreement with the literature. The
problem for the whole line exhibits a two-fold degeneracy in the case of the singular oscillator, and the intrusion
of additional solutions in the case of a nonsingular oscillator. Additionally, it is shown that the solution of the

singular oscillator can not be obtained from the nonsingular oscillator via perturbation theory.
Keywords: harmonic oscillator, singular potential, degeneracy, collapse to the center.

1. Introducao

O oscilador harmoénico é um dos mais importantes siste-
mas em mecanica quantica porque ele apresenta solugao
em forma fechada e isto pode ser 1til para gerar solugoes
aproximadas ou solugoes exatas para varios proble-
mas. O oscilador harmonico é costumeiramente resol-
vido com o método de solucao em séries de poténcias
(veja, e.g., Ref. [M]) e o método algébrico (veja, e.g.,
Ref. [B]), e também por meio de técnicas de integragao
de trajetéria (veja, e.g., Ref. [B]). Recentemente, o os-
cilador harmoénico unidimensional foi abordado com os
métodos operacionais da transformada de Fourier [@] e
da transformada de Laplace [H].

A equagdo de Schrodinger com um potencial
quadréatico acrescido de um termo inversamente
quadratico, conhecido como oscilador harmoénico sin-
gular, também é um problema exatamente solivel [B]-
[@]. A bem da verdade, o problema geral de espa-
lhamento e estados ligados em potenciais singulares
é um tema antigo (veja, e.g., Ref. [[3]). O caso do
oscilador harmonico singular com parametros do po-
tencial dependentes do tempo tém sido alvo de inves-

IE-mail: castro@pq.cnpq.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

tigagdo recente [M]. O oscilador singular se presta pa-
ra a construcao de modelos soliveis de N corpos [[3],
tanto quanto como base para expansoes perturbativas
e analise variacional para osciladores harmonicos acres-
cidos de termos com singularidades muito mais fortes
que o termo inversamente quadrdtico [[@]. O oscila-
dor singular também tem sido utilizado em mecéanica
quéntica relativistica [[4]. A exata solubilidade do os-
cilador singular pode ser constatada nas Refs. [B] e [B]
para o caso tridimensional, e também é patente nas
Refs. [@) e [@] para o caso unidimensional restrito ao
semieixo positivo. Duas referéncias mais recentes abor-
dam o problema unidimensional em todo o eixo [, I].
Na Ref. [[] ndo hé detalhes da solugdo do problema
nem mencao as possiveis degenerescéncias, e 14 consta
que, para um oscilador singular atrativo, a particula
colapsa para o ponto x = 0 (The particle collapses
to the point = 0). Na Ref. [[I], Palma e Raff es-
miugam o problema com o potencial singular repulsivo,
concluem apropriadamente sobre a degenerescéncia e
simplesmente afirmam que nao ha estado fundamental
no caso do oscilador singular atrativo (the attractive
potential has no lower energy bound).
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O intuito deste trabalho é perscrutar a equagao de
Schrodinger unidimensional com o oscilador harmonico
singular. Veremos que, além de uma critica a lite-
ratura concernente a um problema de interesse re-
cente e ja cristalizado em livros-texto largamente co-
nhecidos, a abordagem dos estados ligados do osci-
lador harmonico singular que se presencia neste tra-
balho permite aos estudantes de mecanica quantica e
fisica matematica dos cursos de graduagao em fisica o
contato com equacoes diferenciais singulares e o com-
portamento assintético de suas solugoes, fungao hiper-
geométrica confluente, polindmios de Laguerre e de
Hermite e outras fungoes especiais, valor principal de
Cauchy de integrais impréprias, condicao de hermitici-
dade sobre operadores associados com grandezas fisicas
observaveis e o descarte de solugoes espurias, condigoes
de contorno e analiticidade das solucoes na vizinhancga
de pontos singulares, paridade e extensoes simétricas e
antissimétricas de autofuncoes, degenerescéncia em sis-
temas unidimensionais, transicao de fase e surgimento
de niveis intrusos, et cetera. Seguramente, a profusao
de conceitos e técnicas é do interesse de estudantes e
instrutores. Com o critério de hermiticidade dos ope-
radores associados com quantidades fisicas observaveis,
o tratamento do problema poe a vista dos leitores que
o oscilador singular, seja atrativo ou repulsivo, exibe
um numero infinito de solugoes aceitaveis desde que
o parametro responsavel pela singularidade seja maior
que um certo valor critico. Veremos que o espectro
de energia é uma funcdo mondtona do parametro res-
ponséavel pela singularidade e que a energia do estado
fundamental do oscilador singular, independentemente
do sinal de tal parametro, é sempre maior que dois
tercos da energia do estado fundamental do oscilador
nédo-singular para o problema definido no semieixo, e
sempre maior que o dobro da energia do estado fun-
damental do oscilador nao-singular para o problema
definido em todo o eixo. Mostramos que o problema
definido em todo o eixo nos conduz a dupla degene-
rescéncia no caso do potencial singular e a intrusao de
adicionais niveis de energia no caso do oscilador nao-
singular (relacionados com as autofungdes de paridade
par). O robusto critério de hermiticidade do operador
associado com a energia cinética (ou potencial) mostra-
se suficiente para descartar solugoes ilegitimas e permite
demonstrar que se o potencial singular for fracamente
atrativo nao hé cabimento em se falar em colapso para
o centro ou inexisténcia de estado fundamental. Fi-
nalmente, mostramos que, seja o problema definido no
semieixo ou em todo o eixo, o oscilador nao-singular
pode ser pensado como uma transicao de fase do os-
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cilador singular, e por causa disso a solugao do oscila-
dor harmonico singular nao pode ser obtida a partir da
solucao do oscilador harmonico nao-singular via teoria
da perturbacao.

2. Potenciais singulares e degeneres-
céncia

A equagdo de Schridinger unidimensional para uma
particula de massa de repouso m sujeita a um potencial
externo V (z,t) é dada por
ov

ih— = HV. 1

"ot M)
Aqui, ¥ (z,t) é a fungdo de onda, h é a constante de
Planck reduzida (h = h/(27)) e H é o operador hamil-
toniano

n? 02
= mam TV @
Nao é dificil mostrar que
vz i X
—_ = U)W — U* (HY

e levando em consideragao que o operador hamiltoniano

é um operador hermitiano,? temos o corolario
d [T

— dz |¥|? = 0. (4)

dt J_

A equacao da continuidade

o 07 _, o
é satisfeita com a densidade de probabilidade
p= v (6)
e a corrente 5 .
J = - Im (\P*@m) . (7)

A equagdo da continuidade pode também ser escrita
como

T =T ot = =5 [ anpn.  ©

onde xg é um ponto arbitrario do eixo X. A forma in-
tegral da equagdo da continuidade, (B), permite inter-
pretar inequivocamente a corrente J (z,t) como sendo
o fluxo de probabilidade através de x no instante t.

No caso de potenciais externos independentes do
tempo, a fungdo de onda ¥ admite solucbes particu-
lares da forma

2Todas as quantidades fisicas observéveis correspondem a operadores hermitianos. O operador @ é dito ser hermitiano se

— o0

+oo +oo
/ dz (OU)* Uy = / dz ¥7 (0O¥y),

— 00

onde ¥; e Uy sdo duas fungdes de onda quaisquer que fazem fj:s dz U7 (O¥3) < co. Em particular, as fungdes de onda devem ser

quadrado-integraveis, viz. fj’;oo dx |¥]? < oo.
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U(a,t) = p(z) e 7Y, (9)

onde 1 obedece a equagao de Schrédinger independente
do tempo

Hep = B (10)

Neste caso, com condigoes de contorno apropriadas, o
problema se reduz a determinacao do par caracteristico
(E,v). A equagdo de autovalor () também pode ser
escrita na forma

d*y 5 2mV
dx2+<k_ = )¢:0, (11)
com
2mE
k2 = = (12)

A densidade e a corrente correspondentes & solugao ex-
pressa pela Eq. (8) tornam-se

_ -4
J—mlm( dx)' (13)

Em virtude de p e J serem independentes do tempo,
a solugdo (H) é dita descrever um estado estaciondrio.
Note que, por causa da equagao da continuidade (B) e
(B), a corrente J nao é tao somente estaciondria, mas
também uniforme, i.e. J (z) = J (zo).

Os estados ligados constituem uma classe de
solugoes da equagao de Schrodinger que representam
um sistema localizado numa regiao finita do espaco.
Para estados ligados devemos procurar autofungoes que
se anulam & medida que |z| — oco. E 6bvio que, em
decorréncia deste comportamento assintotico, J — 0
quando |z| — oo. Assim, a uniformidade da corrente
dos estados estacionarios demanda que J seja nula em
todo o espaco. Fato esperado em vista da interpretacao
de J apresentada anteriormente. Também, neste caso
podemos normalizar v fazendo

p=1lvP,

“+o0
/ dx |[¢|? = 1. (14)

— 00

Com um potencial invariante sob reflexdo através da
origem (z — —z), autofuncgdes com paridades bem de-
finidas podem ser construidas. Neste caso, as auto-
funcoes de H sao também autofungoes do operador pa-
ridade, viz.

H¢£p) - Er(lp)wgp)
(15)
Pul = ol

onde P é o operador paridade, p = *+1 e n denota quais-
quer outros nimeros quanticos. Como consequéncia da
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hermiticidade de H e P, as autofungoes satisfazem a
condicao de ortogonalidade

+oo N K
/ dx (g/}rgp)> wﬁlp) =0, paran #noup#p.

o0

(16)
Por causa da paridade, podemos concentrar a atencao
no semieixo positivo e impor condigoes de contorno na
origem e no infinito. Naturalmente, a autofuncao é
continua. No entanto, temos de considerar a condi¢ao
de conexao entre a derivada primeira da autofuncao a
direita e a esquerda da origem, que deve ser obtida
diretamente da equacao de Schrédinger independente
do tempo. Normalizabilidade, conforme comentado de
pouco, requer que ¥ — 0 quando |z| — oco. Auto-
fungoes com paridades bem definidas em todo o eixo
podem ser construidas tomando combinagoes lineares
simétricas e antissimétricas de v definida no lado po-
sitivo do eixo X. Estas novas autofuncoes possuem a
mesma energia, entao, em principio, existe uma dupla
degenerescéncia (E7(L+) = Eff)). E notério que o es-
pectro de estados ligados de sistemas unidimensionais
com potenciais regulares é nao-degenerado (veja, e.g.,
Refs. [@] ¢ [B]). Entretanto, se o potencial for singu-
lar na origem, por exemplo, tanto as autofungoes pa-
res quanto as autofuncoes impares poderiam obedecer
a condi¢ao homogénea de Dirichlet na origem, e cada
nivel de energia exibiria uma degenerescéncia de grau
dois.? A condicio de conexdo obedecida pela derivada
primeira da autofuncao, contudo, poderia excluir uma
das duas combinagoes lineares, e nesse caso os niveis de
energia seriam nao-degenerados.

3. Oscilador singular

Seguindo a notagao da Ref. [[], vamos agora conside-
rar o potencial

1 ha
Vi(z) = 5mw2x2 + o

w > 0. (17)

O parametro adimensional « caracteriza trés diferentes
perfis para o potencial, como estd ilustrado na Fig. 1.

Para a« = 0 temos o potencial do oscilador
harménico regular (pogo simples), e para « # 0 temos
o caso de um poc¢o duplo com uma barreira de potencial
repulsiva e singular na origem (a > 0) ou o caso de um
pogo sem fundo puramente atrativo (o < 0). Para o
potencial (IC2), a equagao de Schrédinger independente
do tempo assume a forma

d*y 2 2 2
@+(k —Ax—ﬁ)zp:o, (18)
com e

30s mais céticos quanto & possibilidade de degenerescéncia em sistemas unidimensionais podem constatar esta particularidade visu-
alizando as possiveis autofungdes no caso de dois pogos infinitos dispostos simetricamente em torno de z = 0.
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Figura 1 - Os trés perfis para V (z) . As linhas tracejada, continua
e pontilhada para os casos com « negativo, nulo e positivo, res-
pectivamente.

Quando o = 0, as solugoes da Eq. (I¥) sado
analiticas em todo o eixo X. Quando « # 0, todavia, 1
pode manifestar singularidade na origem. Tal singula-
ridade poderia comprometer a nulidade da corrente em
x = 0, a existéncia das integrais definidas nos intervalos
(0, +00) e (—o0,+00), e a hermiticidade dos operado-
res associados com as quantidades fisicas observaveis.
Por causa desta sensacao de ameaga, comegaremos
a abordagem do problema pela averiguagao do com-
portamento das solugbes da Eq. (I8) na vizinhanca
da origem. E claro que o comportamento assintotico
(Jz| = o0) também é meritério.

3.1. Comportamento na origem

Na vizinhanga da origem a Eq. (I¥) passa a ter duas
formas distintas

d2
d—f—i—k%ﬁ ~ (0, paraa=0
x
(20)
d’y «
i ~ (0, paraa#0.

De um jeito ou de outro, no semieixo positivo podemos
escrever

Alz|P+F1 4+ B|z|®-*1, para a # —1/4

D |z|'/2 4+ F |z|'/?log |z|, para a = —1/4,

(21)
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onde
B+ = 1 + ! + (22)
S R R
é solucao da equagao algébrica indicial
B (Br+1) =0 (23)

Na vizinhanca da origem, o comportamento dos termos

L R a2
Knn = 95 <_2mda:2>wn
(24)
h2
Vin = o3 <2m;>¢n

comina a hermiticidade dos operadores associados com
a energia cinética e com o potencial. Para o # —1/4,
podemos escrever

h2
Kﬁn ~ A* " |$‘2Reﬁ+ +B* o |1’|2Re’8’
2m
(25)
+ A% B, ||+ + A, By ||+ -
e para o = —1/4
a1
Kin = =5 [DiDy+ FiFylog’ |2
2m ||
(26)

+ (D3 Fo + Do F) log |2]]

Em ambos os casos Vi, ~ —Kj,. Vemos destas tltimas
relagoes que a hermiticidade do operador associado com
a energia cinética (ou potencial) é verificada somente se
Refy > —1/2 quando « # 0, o que equivale a dizer que
o sinal negativo defronte do radical na Eq. (E2) deve
ser descartado e a deve ser maior que —1/4. Natu-
ralmente, devemos considerar 5_ = —1 tanto quanto
B+ = 0 quando a = 0. Portanto, podemos afirmar que
1) comporta-se na vizinhanga da origem como

CaPTt (27)
com

1
%—&— %—i—a, para a #0, com a > —7

—1ouo0, para a = 0.

(28)
Note ainda que a nulidade da corrente requer apenas
que 8 € R e F = 0, enquanto a condigao de orto-
normalizabilidade exige apenas que Refy > —3/2 e
F = 0. A condigdo a@ > —1/4, que nos faz evitar um
potencial atrativo com singularidade muito forte, rela-
cionado com o problema da “queda para o centro” [B],

4No processo de regularizacéo, V(x) é substituido por V(xzg) para x < zg ~ 0 e depois de usar as condigdes de continuidade para
1 e dp/dx no cutoff tomamos o limite zg — 0. Resulta que a solugdo com B_ é suprimida em relagdo a essa envolvendo S+ quando

xo—)o.
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tanto quanto a solugao apropriada da equacgao indicial
(23), foram obtidas aqui de uma maneira extremamente
simples, sem recorrer ao processo de regularizacao do
potencial na origem.! Nota-se que, ainda que acrescido
da exigéncia de normalizabilidade, o processo de regu-
larizagao do potencial é inapto para exluir o caso com
a < —1/4 [@]. O critério de hermiticidade do operador
associado com a energia cinética (ou potencial) é licito
e suficiente para descartar solucoes esptrias.® Resumi-
damente,

1
g=-1 0u6>f§. (29)
A condicao de Dirichlet homogénea (3 (0) = 0) é essen-

cial sempre que « # 0, contudo ela também ocorre para
a = 0 quando § = 0 mas nao para § = —1. Em suma,

0, paraa#0, oua=0e3=0

w|m:O+ =
C, paraa=0e = —
(30)
e
0, paraa >0, oua=0ef=-1
d
—d} ~ C, paraa=0e =0
dx _—
0, para o < 0.
(31)
3.2. Comportamento assintético

A equacao de Schrodinger independente do tempo para
o0 nosso problema, Eq. (I8), tem o comportamento as-
sintético (|z] — o0)

d*y

— A2z2¢ ~ 0,
dx? ¥

(32)

e dai sucede que a forma assintética da solucdo
quadrado-integravel é dada por

Yo e 2, (33)

3.3.

Solugao no semieixo

O comportamento assintético de 1 expresso pela
Eq. (B3) convida-nos a definir y = Az? de forma que
a autofuncdo para todo y pode ser escrita como

V(y) =y w(y),

onde a funcao desconhecida w (y) é solugdo regular da
equagdo hipergeométrica confluente [IF]

B+1)/2 —y/2 (34)

d*w (y) dw (y)
T4 + -y ——

W maw ) =0, (39)

Y
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com b k2 5

A solucao geral da Eq. (B3) é dada por [I3]
w (y)

onde A e B s@o constantes arbitrarias, e M(a,b,y),
também denotada por 1F; (a,b,y), é a funcao hiper-
geométrica confluente (também chamada de fungao de
Kummer) expressa pela série [[3]

(36)

= AM(a,b,y)+By' " M(a—b+1,2—b,y), (37)

b if a+3j) yJ

38
(a) INCESIINIE (38)

M(a,b,y) =

onde T'(z) é a funcdo gama. A funcdo gama nio tem
raizes e seus polos sdo dados por z = —n, onde n é um
inteiro nao-negativo [M¥]. A fun¢do de Kummer con-
verge para todo y, é regular na origem (M(a,b,0) = 1)
e tem o comportamento assintético prescrito por [I3]

r @) LO) s

o-a¢ ¥ Tt

Haja vista que b > 1, e estamos em busca de solugao
regular na origem, devemos tomar

M(a,b,y) ~ —ima (39)

B=0 (40)

na Eq. (B4). A presenga de e¢¥ na Eq. (B9) deprava
o bom comportamento assintético da autofuncao ja di-
tado pela Eq. (B3). Para remediar esta situagdo cons-
trangedora devemos considerar os polos de T' (a), e as-
sim preceituar que um comportamento aceitavel para
M (a,b,y) ocorre somente se

a=-n, neN.

(41)

Neste caso, a série (BR) é truncada em j = n e o
polinémio de grau n resultante é proporcional ao po-
linémio de Laguerre generalizado LY (y), com b > 0
[[X]. Portanto, das Eqgs. (I2), (4), (B8) e (E0) podemos
determinar que as energias permitidas sao dadas por

E, = <2n + B+ g) fiw, (42)

e as autofuncgoes definidas no semieixo positivo sao

Un (2]) = A

Na Fig. 2 ilustramos os primeiros niveis de energia
em fungéo de a no intervalo (—1/4,+1/4]. Observe que,
qualquer que seja a, ainda que —1/4 < a < 0, 0 espec-
tro é discreto e sempre positivo. H4 um nimero infinito
de niveis de energia igualmente espagados (espagamento
igual a 27w, independentemente de «), e o estado fun-
damental tem energia (25 + 3) fiw/2 > fuw.

o |z|PTl e e 2 LBH1/2) (\a2) - (43)

5 A ortonormalizabilidade das autofungdes (relacionada com a hermiticidade do operador hamiltoniano) e a hermiticidade do operador
momento (relacionada com a nulidade da corrente) sao critérios mais frageis porque envolvem o comportamento de 97 ¢n e 7 dipy /dx

na vizinhanca da origem, respectivamente.
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Figura 2 - Autoenergias (¢ = E/(hw)) em fungdo de « no inter-
valo (—1/4,+1/4]. As linhas continuas para o oscilador singular,
e os quadrados em « = 0 para o oscilador nao-singular.

Na Fig. 3 ilustramos o comportamento da auto-
funcéo para o estado fundamental. A normalizacao foi
realizada por métodos numéricos mas poderia ter sido
obtida por meio de férmulas envolvendo os polinémios
de Laguerre associados constantes na Ref. [[§]. A com-
paracao entre as quatro curvas mostra que a particula
tende a evitar a origem mais e mais & medida que «
aumenta. Eis um resultado esperado no caso a > 0 que
ocorre também no caso a < 0. Observe que, qualquer
que seja a > —1/4, as autofungoes (E3) sdo fisicamente
aceitdveis, ainda que no intervalo —1/4 < a < 0 elas
possuam derivada primeira singular. E mesmo assim,
contanto que o parametro « seja maior que —1/4, o
par caracteristico (E,,,) constitui uma solu¢do per-
missivel do problema proposto. A particula nunca co-
lapsa para o ponto z = 0 e certamente hd um estado
fundamental.

3.4. Solugao em todo o eixo

A autofuncao definida para todo o eixo X pode ser es-
crita como

WP (@) = 0 () Y (|2]) + 08 (=) u (J2]),  (44)

onde
1 paraz >0,
0(x) = (45)
0 paraz <0
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1,00

0,757

o 0,501

025 |

Figura 3 - Autofuncio (¢ = ¥/ v/A) normalizada do estado fun-
damental definido no semieixo em fungéo de £ = v/ Ax. As linhas
continua, ponto-tracejada, tracejada e pontilhada para os casos
com « igual a —0,249, —0,2, +0,2 e +3, respectivamente.

¢é a funcao degrau de Heaviside, p é o autovalor do ope-
rador paridade, e a autoenergia é dada por

EP = (Zn + B8+ 2) hw. (46)

A hermiticidade do operador associado com a energia
cinética (ou potencial), por causa da singularidade em
2 =0 no caso a < 0 (8 < 0), depende da existéncia do
valor principal de Cauchy® da integral

+o0 _
/ da KPP, (48)
— 00

Obviamente, o valor principal de Cauchy poderia con-
sentir um afrouxamento das condigoes de contorno im-
postas sobre as autofungoes. Autofungoes mais singu-
lares que essas anteriormente definidas no semieixo se-
riam toleradas se na vizinhanga da origem os sinais de
K g;p ) & direita e & esquerda da origem fossem diferentes
para quaisquer p e p. Porém, temos

K (& < 0) = pp K (2 > 0) (49)

de modo que, no caso em que a < 0, a integral (E3)
nao seria finita para p = p. Somos assim conduzidos a
preservar a rigidez do critério de hermiticidade ja esta-
belecido no problema definido no semieixo.

A continuidade (ou descontinuidade) de di¢/dx na
origem pode ser avaliada pela integracao da Eq. (1)

6Se f (x) for singular na origem, a integral fj:; dz f (z) serd nonsense. Contudo, o valor principal de Cauchy, Pfj;f dz f(x), é
uma prescricdo que pode atribuir um sentido proveitoso & representacao integral por meio da receita que se segue:

P/;oodzf(x):;%(/i

dz f(x) +

+oo

dz f (m)) : (47)

+e
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de —e para +¢ no limite € — 0. A férmula de conexao
entre di/dx & direita e dip/dx & esquerda da origem
pode ser sumarizada por

T=-+¢ +& 1/)

=« lim dx —
e—0 e xX

(50)

Tomando em consideragao o valor principal de Cauchy,
no caso de v antissimétrica com 8 # 0, podemos afir-
mar que as autofungoes tém derivada primeira continua
na origem. Assim, o espectro do oscilador singular é
duplamente degenerado.

Por causa da continuidade, ndo hé autofungao impar
para 8 = —1 e 14 ocorre a condi¢ao homogénea de Neu-
mann (dv/dz|,_, = 0), e ndo hd autofuncéo par para
B = 0. Portanto, o espectro do oscilador regular é nao-
degenerado, como deveria ser. Para § = —1e 8 = 0,
em particular, os polinomios de Laguerre Lgf 1 2)()\:132)
e L%H/ 2)()\962) sao proporcionais aos polindomios de
Hermite Ha,, (ﬁ|m|) e v Hop iy <\A|x|), respecti-

vamente [[3]

L0at) = S0, (VRlel)

nl22n
(51)
(+1/2)(\ 2\ — (-)"
LEHYD (Aa?) o e (VXlal) .

Os polinémios de Hermite sao definidos no inter-
valo (—o0,+00) e gozam da propriedade H, (—z) =
(=1)" H, (z). Assim, a solugao do oscilador nao-
singular pode ser escrita na forma que se costumou em
termos dos polinémios de Hermite

1
E, = (n + 2) huw, (52)
com autofuncdo definida em todo o eixo expressa por
Un (2) = Ay e 2 H, (ﬁx) . (53)

As constantes A, nas Egs. (E3) e (B3), chamadas de
constantes de normalizagao, podem ser determinadas
por meio da condicao de normalizacao expressa pela
Eq. (m3@).

Na Fig. 4 ilustramos os primeiros niveis de ener-
gia em fungdo de a no intervalo (—1/4,+1/4] para o
problema definido em todo o eixo. Para a # 0, o
espectro é exatamente igual a esse do problema de-
finido no semieixo. Quando a singularidade é nula,
entanto, o espagamento dos niveis é fw. Esta mu-
danca de espagamento de niveis quando o = 0 é devida
aos niveis intrusos que surgem por causa emergeéncia
da condicao de contorno homogénea de Neumann, em
adicao a condigao de contorno homogénea de Dirichlet
ja existente no problema definido no semieixo. Esta
invasdo de novas solugdes com 1 (0) # 0 tem como
consequéncia imediata um drastico efeito sobre a lo-
calizagao da particula.
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Figura 4 - Autoenergias (¢ = F/(hw)) em fungdo de « no inter-
valo (—1/4,41/4]. As linhas continuas para o oscilador singular,
os quadrados e os circulos em a = 0 para as soluces impares e
pares do oscilador harménico ndo-singular, respectivamente.

4. Comentarios finais

Os resultados apresentados neste trabalho mostram
com transparéncia que o oscilador harmonico singular
unidimensional, seja definido no semieixo ou em todo
0 eixo, seja repulsivo ou atrativo, exibe um conjunto
infinito de solugoes aceitdveis, em claro contraste com
os ditames estampados nas Refs. [[0] e [[I], e trans-
critos na Introdugao. Sim, para um potencial singular
fracamente atrativo o colapso para o centro nao tem
nada a ver, e certamente hd um estado fundamental
com energia maior que fuw/2. A generalizagao dos resul-
tados do problema definido no semieixo para o oscilador
harmonico singular tridimensional pode ser feita com
facilidade por meio da substitui¢do de a por a+1 (I + 1),
onde [ é o nimero quantico orbital, e pela concomitante
substitui¢do de 1 pela funcao radial zR (z).

Visto como fungao de «, o problema do oscilador
singular apresenta uma notoria transicao de fase em
a=0.

Para o problema definido no semieixo, a transigcao de
fase manifesta-se apenas por meio do comportamento
da derivada primeira da autofuncao na origem. De-
rivada primeira infinita para a < 0, constante para
a =0, e nula para « > 0.

Para o problema definido em todo o eixo, entre-
tanto, a transicdo de fase manifesta-se por meio da
degenerescéncia, pelo comportamento da autofuncao
e sua derivada primeira na origem, e pela localizacao
da particula. Uma outra assinatura da transicao de
fase é o espacamento dos niveis de energia. Quando
o potencial é singular na origem, as autoenergias sao
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igualmente espacadas com passo igual a 2hw. E ad-
miravel que esse espagamento de niveis é independente
da intensidade do parametro responsavel pela singula-
ridade do potencial. Quando a singularidade é nula,
entanto, o espagamento dos niveis é hw. Esta brusca
mudanca de espacamento de niveis quando « passa por
a = 0 é devida aos niveis intrusos que surgem por
causa emergéncia da condigao de contorno homogénea
de Neumann, em adicao a condicao de contorno ho-
mogénea de Dirichlet ja existente para « # 0. Esta in-
trusao permite o surgimento de polinémios de Hermite
pares e seus autovalores associados, que se entremeiam
entre os autovalores pré-existentes associados com os
polinémios de Hermite impares. Os polinémios de Her-
mite pares tém wff) (0) # 0 e esta condigdo de con-
torno nunca é permitida quando a singularidade esta
presente, ainda que « seja muito pequeno. Esta invasao
stbita dos polindmios pares tem um brusco efeito sobre
a localizagao da particula. Poder-se-ia também ten-
tar compreender tal transicao subita partindo de um
potencial nio-singular (a = 0), quando a solugao do
problema envolve os polinémios de Hermite pares e
impares, e entao adicionar o potencial singular como
uma perturbacao do potencial com o = 0. Agora, por
sua natureza o “potencial singular perturbativo” repul-
sivo, demanda que wéi) (0) = 0 e assim ele “mata”
naturalmente a solucao envolvendo os polindomios de
Hermite pares. Ademais, nao ha degenerescéncia no
espectro para o caso de o = 0.

Lathouwers [[U] considerou o caso unidimensio-
nal do oscilador harmonico singular como o oscila-
dor harmoénico nao-singular perturbado.  Acontece
que, por causa dos distintos comportamentos da de-
rivada primeira da autofuncao na origem para o = 0
(dp/dz|,_q=C)ea#0 (d/dx|,_, = ooparaa <0,
e dy/dz|,_, = 0 para a > 0), nossos comentarios fi-
nais desfavorecem tal aspiragao, ainda que haja conti-
nuidade do espectro na vizinhanca de o« = 0 no caso
associado com autofuncées impares do oscilador nao-
singular.
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