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Rolamento e atrito de rolamento ou por que um corpo que rola para,
(Rolling friction or why a body that rolls stops)
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A dindmica do movimento de rolamento de um objeto sobre uma superficie horizontal plana é estudada.
Analisamos o rolamento de um corpo rigido bem como o de um corpo deformével, aplicando as leis de Newton.
As solugbes analiticas e suas discussOes em varias situagoes fisicas sdo apresentadas. Os resultados obtidos nos
permitem entender as bases fisicas de porque um corpo que rola se detém depois de um certo intervalo tempo.
Esperamos que o presente trabalho contribua para o estudo deste tipo de movimento.
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The dynamics of the rolling motion of an object on a horizontal plane is studied. We use the laws of Newton
to analyze the rolling of a rigid body and of a deformable body. The analytical solutions and their discussions
in various physical situations are presented. The results allow us to understand the physical basis of why the
rolling motion of a body stops after a certain time interval. Also, these results should help undergraduate physics

students to investigate this type of motion.
Keywords: rolling, rolling friction, rigid body.

1. Introdugao

O movimento de um corpo sélido sobre uma superficie
plana é uma situagao bastante comum. Esse movimento
pode ser um escorregamento puro, um rolamento puro
(também chamado de rolamento sem deslizamento) e,
no caso mais geral, rolamento com deslizamento [M].
Obviamente, a forma geométrica do corpo é fundamen-
tal para o tipo de movimento. Em geral, quando fala-
mos de um escorregamento puro nos referimos ao mo-
vimento de um bloco sobre uma superficie, o qual na
maioria das vezes é representado no contexto de um
modelo de particula, embora isto nao seja muito rigo-
roso [B,8]. Por sua vez, rolamento puro se refere ao
movimento de um corpo que possui uma secao circular
(cilindro ou esfera, por exemplo). Movimentos de cor-
pos que rolam sdo muito comuns no dia a dia. Como
exemplos 6bvios podemos citar os movimentos das ro-
das de uma bicicleta ou de um automével.

Quando um corpo com simetria axial (um cilindro,
uma esfera, um anel) rola sobre uma superficie plana
e cada ponto da periferia do corpo nao desliza sobre
o plano, dizemos que acontece um rolamento sem des-
lizamento ou rolamento puro. Se v., é a velocidade
de translagao do centro de massa do corpo, para que
ocorra rolamento puro devemos ter
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Vem = WR, (1)

onde w é a velocidade angular de rotacao do corpo em
torno de um eixo que passa pelo seu centro de massa e
R é o seu raio.

Neste trabalho vamos analisar a dinamica do movi-
mento de rolamento de um corpo sobre uma superficie
horizontal plana, situacao ignorada na grande maioria
dos livros textos universitarios. Vamos considerar duas
situacoes: rolamento com e sem deslizamento de um
corpo rigido, Se¢ao 2, e rolamento puro de um corpo
defomével, Secao 3.

2. Rolamento puro e com deslizamento
de um corpo rigido

Vamos considerar a seguinte situagao. Um corpo rigido
de segao circular de raio R é lancado com velocidade
inicial vy horizontal e sem rotagdo inicial (w, = 0) so-
bre uma superficie horizontal cujo coeficiente de atrito
cinético entre o corpo e a superficie é p.. No prin-
cipio do movimento acontece um rolamento com des-
lizamento e as forgas que atuam sobre o corpo nesse
estagio estao indicadas na Fig. 1. Como estamos con-
siderando o corpo como rigido, a for¢a normal N passa
pelo centro de massa do corpo.
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As equagbes de movimento sao

Fat = _Macm7 (2)

onde F,; é o médulo da forga de atrito (no caso, forga
de atrito cinético, ja que ha um rolamento com desli-
zamento), M é a massa do corpo que rola e a., é a
aceleragao do centro de massa do corpo em relagao a
um referencial inercial.

A forca de atrito exerce um torque em relacdo ao
centro de massa do corpo que o faz girar no sentido
horario. Tomando esse sentido como positivo temos
que

FuR = Ia = Mk, (3)

onde I é o momento de inércia do corpo, calculado em
relagao a um eixo passando pelo seu centro de massa, «
é a aceleracao angular em torno desse eixo e k é o raio
de giracao do corpo.

A Tabela 1 mostra os valores do raio de giracao e de
algumas relagoes tteis envolvendo essa grandeza para a
esfera, o cilindro e o anel.
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Figura 1 - Forgas que atuam sobre um corpo rigido de segao cir-
cular de raio R que rola com deslizamento.

Tabela 1 - Valores do raio de giragdo e de algumas relagoes en-
volvendo essa grandeza para a esfera, o cilindro e o anel.

Esfera Clilindro Anel
;2 - ] %R2 1 %Rz R2
@ Z:0,29 520,33 1/2=05
) 2=0,71 $=0,67 1/2=05

Das Egs. (B) e (B) vemos que a forga de atrito di-
minui a velocidade de translacao do centro de massa e,
ao mesmo tempo, produz um torque que faz aumentar
a velocidade de rotacao do corpo. Desse modo, inicial-
mente a velocidade de translacao diminui e a velocidade
de rotagao aumenta até a condicao de rolamento puro,
Vem = WR, ser estabelecida. O tempo transcorrido para
que isso acontega e o valor da velocidade nesse instante
podem ser facilmente calculados, conforme mostrado a
seguir.

A aceleragao do centro de massa e a aceleragao de
rotacao em torno do eixo que passa pelo centro do corpo
sao facilmente obtidas das Egs. (B) e (B)

Gem = —Heg (4)

R
= ghed - (5)
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As velocidades de translagao e de rotagao sao as ex-
pressoes usuais do movimento retilineo uniformemente
acelerado

Vem (t) = Vo — pegt, (6)

wlt) = et @

Das Eqs. (B) e (@) obtemos o tempo ¢t = t; para o
qual teremos a condicao de rolamento puro
kz Vo
(k% + R?) peg

Utilizando os valores da Tabela 1, temos que

t1 =

(8)
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Utilizando a Eq.(d) na Eq.(B) obtemos o valor da
velocidade do centro de massa para a qual v.,, = wR,
ou seja,

R2
t = t = —— =
UCTI’L( 1) (R2 +k2) UO
59,, para uma esfera
£v,, para um cilindro (10)
5Vo,  Ppara um anel.

O que acontece para tempos maiores que t17 Quais
sao as forcas que atuam no corpo nesse caso? Supondo
que haja uma forga de atrito e que o sentido dessa forga
seja contrario ao movimento de translagao, o torque
produzido por essa forga aumentara a velocidade angu-
lar do corpo. Entao teremos um movimento de rotacao
cada vez mais rapido. Se, ao contrario, a forca de atrito
tiver o mesmo sentido do movimento de translagao, ha-
vera uma forca resultante no sentido do movimento e,
portanto, aumentara a velocidade do centro de massa
do corpo. Ambas as situacoes sdo absurdas e violariam
a segunda lei da termodinamica. Logo, para t > tq,
considerando o corpo como rigido e desprezando a re-
sisténcia do ar, as unicas forgas que atuam no corpo que
rola sao a forga peso e a forca normal, ambas passando
pelo centro de massa do corpo. Em suma, para t > t; o
corpo rola sem deslizamento com velocidade constante,
ja que a forca de atrito desaparece pelas razoes ex-
postas acima. Na Ref. [@] é apresentada uma anéglise
de entrevistas que exploram o entendimento de alunos
universitarios acerca desse problema, onde se constata
resquicios do pensamento aristotélico na forma de ex-
plicacao do movimento de rolamento.

Desse modo, podemos dividir o movimento em duas
etapas. A primeira se desenrola desde o instante inicial
em que o corpo lancado toca a superficie horizontal até
o instante t = t1; enquanto a segunda etapa ocorre para
t> 1.
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Na primeira etapa do movimento temos um rola-
mento com deslizamento (vem, > wR) e conforme mos-
tram as Eqgs. (B) e () a v¢p, decresce linearmente com
o tempo enquanto w cresce linearmente até o instante
t = t;. Para tempos maiores que t; a forca de atrito
entre as superficies deixa de existir e teremos um rola-
mento puro e, mais que isso, um movimento uniforme
(Vem = wR = constante). A Fig. 2 ilustra essa situagao
para uma esfera.
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Figura 2 - Grafico da velocidade do centro de massa em funcao do
tempo para uma esfera langada sobre uma superficie horizontal
plana com velocidade inicial v,.
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Contudo, sabemos da experiéncia que um corpo ro-
lando sobre uma superficie horizontal para apds algum
tempo. Isso nos leva a seguinte questao. Como explicar
esse fato ja que, como vimos acima, a forca de atrito
se anula para t > t17 A resposta a essa questao serd
abordada a seguir.

3. Rolamento de um corpo deformavel

3.1. Atrito de rolamento

E evidente da experiéncia que um corpo sélido que rola
em um plano horizontal perde velocidade e para apds
certo tempo, em contradicdo com a previsao tedrica
para um corpo perfeitamente rigido. Por que isso acon-
tece? A resposta a essa questdo expoe o limite de
aplicagdo do modelo de corpo rigido. Além da re-
sisténcia do ar (arrasto aerodindmico) hé o atrito de
rolamento que surge devido ao fato de que nem o corpo
nem o plano sdo perfeitamente rigidos e, assim, ambos
sofrem deformagoes, o que d& origem ao atrito de rola-
mento. Vamos considerar que as deformacoes ocorrem
exclusivamente no corpo que rola. Um exemplo dessa
situagao seria um pneu de automével trafegando sobre
uma pista horizontal de concreto ou asfalto. A Fig. 3
mostra as forgas que atuam sobre o corpo onde despre-
zaremos a resisténcia do ar. Devido ao achatamento do
corpo, o ponto de aplicagao de N sera deslocado para
frente por uma distancia x em relagao ao ponto em que
N atua no caso do corpo indeformével [B]; isso acon-
tece porque a pressao na regiao de contato com o plano
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horizontal nao é uniforme, aumentando no sentido do
deslocamento do centro de massa do corpo que rola, F
é uma forga horizontal aplicada em uma altura h = R
na direcao do movimento de translacao e F,; é a forca
de atrito. As equagoes dindmicas ficam agora

F— Fy, = Mag, (11)

FyR—Nzx=1Io. (12)
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Figura 3 - Forgas qua atuam sobre um corpo deformavel. Deve
ser notado que a forca N estd deslocada em relagdo & posicao de
um corpo perfeitamente rigido.
Vamos inicialmente considerar que o corpo se des-
loca com velocidade do centro de massa constante. Para
essa situacao as Eqs de movimento sao

F=Fy, (13)

FuR = Naz. (14)

Da Eq. () podemos definir uma grandeza adimen-
sional pu, tal que

xr Fat

T 55— Tar 1
pr =5 =y (15)

onde p, é denominado coeficiente de atrito de rola-
mento ou coeficiente de resisténcia ao rolamento. Deve
ser observado que se o corpo é perfeitamente rigido
x = 0 e, desse modo, p, = 0. Isso explica porque
no rolamento puro de um corpo rigido a forga de atrito
¢é nula. Valores tipicos de p, para pneus de carro sobre
asfalto sdo da ordem de 0,01 enquanto o coeficiente de
atrito estatico (p.) é da ordem de 0,9, ou seja, pu, é
cerca de 90 vezes menor que .. Esses valores explicam
porque é tao mais facil deslocar um objeto que possui
rodas em comparagao com o mesmo objeto sem rodas.

3.2. Por que o corpo para?

Se o corpo rola sobre uma superficie horizontal e nao
estd submetido a uma forga motriz, as Egs. () e (I32)
ficam

For = —Macr, , (16)

Nz —FuR=—Io. (17)

Utilizando que N = P = Mg e as Eqgs. (ID) e (I3)
em (IC2) obtemos
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R2 —% lrg, para uma esfera
Aem = —mprg = —%urg, para um cilindro
—5Mrg,  Ppara um anel.
(18)
A equagao horaria para a velocidade fica

vo — 2gu,t, para uma esfera
v(t) =< wo— Zgurt, para um cilindro (19)
Vo — 591, para um anel.

0 que nos permite calcular o tempo t, para o qual o
corpo entrard em repouso

%;707 para uma esfera
-
tp = %;707 para um cilindro (20)
-
g“;? ,  para um anel.
.

Desprezando a resisténcia do ar e considerando,
como fizemos aqui, que as deformagoes ocorrem exclu-
sivamente no corpo que rola, a energia inicial do corpo
é transformada em energia interna do corpo que rola
provocando, assim, seu aquecimento. No caso mais ge-
ral em que ambos os corpos (o corpo que rola e o plano
horizontal) se deformam, a dissipagio da energia inicial
do corpo provocard o aumento da energia interna de
ambos 0s corpos.

4. Conclusoes

Neste trabalho consideramos a dinamica do rolamento
sobre uma superficie horizontal plana, que é tratado
com diferentes abordagens em outras publicagoes [B,0].
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Analisamos duas situagées. Na primeira conside-
ramos um corpo rigido langado sobre uma superficie
horizontal plana ndo submetido a uma forca motriz na
direcao do movimento. No estidgio de rolamento puro,
a forga de atrito sobre o corpo anula-se, caso contrario
haveria uma violagao da segunda lei da termodinamica.

Na segunda situacao consideramos o rolamento de
um corpo deformavel (nio perfeitamente rigido) e dis-
cutimos como esse fato explica porque o corpo péara
apds certo tempo. A matemética envolvida na andlise
desses movimentos é bastante simples e é acessivel in-
clusive para estudantes do ensino médio. Apesar de sua
simplicidade matemadtica, essas situagoes sao de grande
riqueza conceitual e, estranhamente, sao ignoradas pela
maioria dos livros textos universitarios de fisica basica.
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