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A equagdo de ondas paraxial emerge na descrigdo de diversos problemas em fisica e engenharia. Por exemplo,
na mecénica quantica a equagdo de Schrédinger é uma aproximacao paraxial da teoria relativistica. Ela aparece
também no estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas, nas mais variadas situagoes. Na presente contri-
buicdo apresentamos uma revisdo geral da equacdo paraxial e sua obtencdo em diversas situagbes importantes
para a fisica e a engenharia. Analogias entre a equagao paraxial no estudo de ondas eletromagnéticas e a equagao
de Schrodinger da mecéanica quantica sdo discutidas, bem como a relagdo entre paraxialidade e transversalidade
das ondas eletromagnéticas. Por fim, alguns exemplos interessantes de propagacdo de ondas no limite de para-
xialidade sao considerados.

Palavras-chave: eletromagnéticas, equagio paraxial, equagdo de Schrodinger.

The paraxial wave equation describes many problems in Physics and Engineering. For instance, the Schrodin-
ger equation describing non-relativistic particles can be considered as a paraxial approximation of the relativistic
quantum mechanics. The paraxial equation also emerges in the study of the electromagnetic waves propagation
in a large number of physical situations. In this contribution we present an overview of the paraxial wave equa-
tion and its derivation in relevant problems for Physics and Engineering. Analogies between the electromagnetic
paraxial equation and the quantum mechanical Schrodinger equation are discussed, as well as the relationship
between paraxiality and transversality of electromagnetic waves. Finally, a few interesting examples of wave

propagation in the paraxial limit are considered.

Keywords: electromagnetic waves, paraxial equation, Schrédinger equation.

1. Introducgao

As equagbes de Maxwell descrevem todos os fendomenos
eletromagnéticos conhecidos de modo bastante preciso,
e quando sao quantizadas apresentam concordancia ex-
traordindria entre teoria e dados experimentais. Na
forma cldssica e no mundo macroscopico, sao dadas

por [1]

V-B = 0, 2)
0B

VXE = _E7 (3)
oD

onde p é a densidade volumétrica de carga e J é o ve-
tor densidade de corrente, medidas em C/m?® e A/m?
respectivamente, E é o vetor intensidade de campo
elétrico, medido em V/m, D é o vetor deslocamento
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elétrico em C/m?, H é o vetor intensidade de campo
magnético em A/m e B é o vetor densidade de fluxo
magnético em Wb/m?2. Todas as unidades utilizadas
estao dadas no sistema internacional de medidas (SI).
Para completar o conjunto das equacoes, é necessario
conhecer as relagoes constitutivas dos meios, que des-
crevem a resposta dos meios materiais a aplicacao dos
campos E e H. Restringindo a atencao ao caso de um
meio material nao-magnético isotrépico, de maior inte-
resse para o momento, na presen¢a de campos eletro-
magnéticos E(r, t) e H(r,t) que variam suavemente no
espaco em comparagao com a escala atémico-molecular,
a resposta de um material é dada pelas relacoes abaixo

D = gE+P s (5)
B = /U‘OH ) (6)
(oo}
= 50/ Xe(r,t' — )E(r,t)dt’ , (7)
— 00
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onde P é a densidade de polarizagao dielétrica do meio,
po = 47 x 107"H/m é a permeabilidade magnética
do véacuo, g9 = 8.854 x 10712F/m ¢ a permissividade
dielétrica do vacuo e y.(r,t —t') a funcao resposta ou
susceptibilidade dielétrica do meio material no dominio
do tempo.

Nos estudos da propagagao de ondas na mais am-
pla gama de frequéncias do espectro feitos através das
equagoes de Maxwell sao raras as situagoes fisicas re-
ais em que a solucao analitica exata é conhecida, fa-
zendo necessaria a simplificacdo ou aproximacao ade-
quada ao problema fisico que torne a andlise mate-
maticamente tratavel. Por exemplo, em frequéncias
baixas, ou seja, quando as dimensoes fisicas relevan-
tes envolvidas no problema sao muito menores do que
o comprimento de onda A associado ao sinal elétrico
propagante no sistema, as equacoes de Maxwell po-
dem ser reduzidas a um conjunto de relagoes e leis
conhecidas como teoria de circuitos elétricos, onde os
aspectos ondulatérios ficam ocultados diante do fato
de que o atraso temporal envolvido na propagagao dos
sinais elétricos é desprezavel. No outro extremo tem-
se a éptica geométrica, que também pode ser derivada
das equagoes de Maxwell, onde a trajetoria de raios é
geralmente suficiente para descrever de maneira pre-
cisa os fendmenos luminosos. Por outro lado, a 6ptica
fisica escalar desconsidera o carater vetorial do ele-
tromagnetismo levando em conta todos os outros as-
pectos da propagacao de ondas, sendo portanto uma
versao muito superior & ptica geométrica [2-5]. A apro-
ximagao mais util da equacao de ondas para estudar a
propagacao de feixes 6pticos é denominada equacao pa-
raxial e estd intimamente relacionada a 6ptica de Fou-
rier. No dominio 6ptico a equagao paraxial encontra
sua principal aplicagdo e é onde tem maior precisao
e sucesso. Nas frequéncias de micro-ondas, geralmente
nao é possivel utilizar a descrigao de circuitos, enquanto
alguns aspectos de propagacao em longas distancias
sao trataveis pela optica geométrica, recurso frequente-
mente empregado em algoritimos de cédlculo de enlace
em sistemas de telecomunicacoes. Entretanto um mo-
delo mais sofisticado pode empregar a equagao paraxial
para descrever a propagacao de ondas eletromagnéticos
em ambientes reais no dominio de micro-ondas, onde a
topografia e topologia do terreno tornam-se importan-
tes.

Nesse ponto, o leitor pode questionar a vantagem
de fazer aproximacoes a equagao de ondas, para ob-
ter uma nova equacao diferencial que ainda envolve de-
rivadas parciais. A resposta estd no fato de que na
chamada aproximagao paraxial, de que trataremos com
detalhes na presente contribuigao, algum termo de va-
riagao rapida em relagao a determinado eixo é removido
e derivadas de segunda ordem em relagao a essa coorde-
nada se tornam desprezaveis, restando apenas derivadas
de primeira ordem para essa varidavel. A equacao de on-
das original apresenta derivadas de segunda ordem em
todas as coordenadas enquanto que a aproximagcao pa-
raxial retém somente a derivada de primeira ordem em
relagdo a alguma dessa varidveis. A vantagem fica evi-
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dente quando a solugao buscada para o problema é do
tipo que propaga-se porque na implementagao numérica
métodos de solucao de sistemas de equagoes diferenciais
de primeira ordem sao amplamente conhecidos, estuda-
dos e robustos. O exemplo mais simples é o método de
Runge-Kutta.

O objetivo desta contribuicao é encontrar a equagao
paraxial escalar para ondas eletromagnéticas propagan-
tes, permitindo a analise de propagacao de micro-ondas
em sistemas de comunicagao, tendo como ponto de par-
tida as equacoes de Maxwell. Além de ser um pro-
blema de interesse pratico para a engenharia, é impor-
tante observar que em muitos cursos de graduacao em
fisica e engenharia, raramente os alunos sao estimula-
dos a trabalhar as equacoes de Maxwell fora daquelas
situagoes padrao consideradas nos cursos de eletromag-
netismo e fisica basica, como por exemplo a solugao de
onda plana uniforme. Sendo assim, a aproximagao pa-
raxial da equacao de ondas é geralmente ignorada no
ensino de ondas, muitas vezes por falta de tempo em
um curso de um semestre de duragao. Todavia, além
da importancia na descricao de propagagao de feixes
Opticos, a equagao paraxial tem imensa similaridade
com a equacao de Schrodinger nao-relativistica, per-
mitindo assim aos alunos de fisica principalmente uma
melhor compreensao da mecéanica quantica através de
analogias mais palpaveis no mundo da o6ptica. Alguns
aspectos da relagao entre a éptica e a mecanica quantica
ja foram abordados em textos de ensino por alguns dos
autores deste trabalho [6,7].

O contetdo do presente trabalho esta organizado da
seguinte maneira: Na Segao 2, definem-se as transfor-
madas de Fourier para obter as equagoes de Maxwell
no dominio da frequéncia e a partir destas encontrar
a equacao de ondas para o campo elétrico em meios
nao-homogéneos. Na Sec¢ao 3, a questao de paraxiali-
dade e transversalidade das ondas eletromagnéticas é
discutida com base em um simples exercicio de super-
posicao de ondas planas uniformes e a equagao paraxial
é deduzida a partir da equacao de ondas obtida na se¢ao
anterior. Além disso analogias entre a equacao paraxial
e a equagao de Schrodinger da mecénica quantica sao
apontadas. Na Secao 4, alguns exemplos pertinentes de
aplicagoes em Optica e micro-ondas sao apresentados e
discutidos. Finalmente, na Secao 5 sao apresentadas as
conclusoes gerais deste trabalho.

2. A equacao de ondas em meios nao-
magnéticos isotrépicos

Definindo a transformada de Fourier conectando os
espacos duais de tempo t e frequéncia w na forma abaixo

flr,t) = % OoF(r,o.))e_i“”fdo.)7 (8)
Flrw) = /OO f( et (9)

podemos aplica-la ao conjunto de equagoes de Maxwell
(23)-(E@) e também as Eqgs. (B)-(@). Vamos considerar
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aqui por simplicidade apenas meios macroscopicamente
neutros que satisfacam a lei vetorial de Ohm, onde a
densidade de corrente J e o campo elétrico E sao pro-
porcionais entre si no dominio da frequéncia,

J=0E, (10)

onde ¢ é a condutividade elétrica do material. Nesse
caso, é conveniente definir a permissividade dielétrica
complexa do material, ., na forma abaixo

Ec = €1 +iea =€ +ig. (11)
w

Note que a grandeza fisica e, incorpora os efeitos
da condutividade elétrica do material através da sua
parte imaginaria. No dominio da frequéncia a integral
de convolugao (@) reduz-se a um produto P(r,w) =
goXe(r,w)E(r,w) e a Eq. (B) toma a forma abaixo

D(r,w) = e (r,w)E(r,w) , (12)

onde a permissividade dielétrica complexa é relacionada
a funcdo resposta susceptibilidade dielétrica x.(r,w)
pela equacao abaixo

ge(r,w) =ep [1 + xe(r,w)] . (13)

E importante notar que no dominio da frequéncia a
relagao entre a polarizacao dielétrica e o campo elétrico
aplicado é dada diretamente pela equacao P = epxE.
Fica como exercicio para o leitor demonstrar que as
equagoes de Maxwell no dominio de frequéncia podem
ser escritas na seguinte forma

V-E = —-E-V(lne.), (14)
V.-H = 0, (15)
VXE = dwuH, (16)
VxH = —iweE. (17)

Para obter a equagao de ondas para o campo
elétrico, primeiro aplicamos o operador rotacional a
Eq. (@) e posteriormente fazemos uso da Eq. () e
da identidade V x V x E = V(V - E) — V2E, sabendo-
se ainda que nesta tltima podemos substituir V-E pelo
lado direito da Eq. (IA). O leitor pode demonstrar que
o resultado é a seguinte equacao de ondas

(V24 E>)E=-V[E-V(lne,) , (18)

onde k? = w?pge., k é a constante de propagacdo. Aqui
ja temos um diferencial em relacao a equagao de ondas
que é geralmente demonstrada em cursos basicos de te-
oria eletromagnética, porque 14 o meio é considerado
homogéneo, ou seja, . nao depende da posicao, fazendo
o lado direito da equacao acima nulo. Para meios nao-
homogéneos o termo do lado direito produz efeitos nao
triviais devido ao acoplamento entre as diversas compo-
nentes dos campos eletromagnéticos, sobretudo na po-
larizacao dos campos. Para deixar essa ideia clara, con-
sideremos uma situagao muito simples, em que a per-
missividade dielétrica depende somente da coordenada

3308-3

z, isto é, e, = e.(z). Como exemplo concreto onde essa
aproximagao seria razoavelmente aceitavel podemos ci-
tar a atmosfera terrestre, onde o eixo z é o eixo vertical
e representa a altitude. Sabemos que a rarefagao do ar
atmosférico com o aumento da altitude faz com que o
indice de refragao n, e consequentemente a permissivi-
dade dielétrica, diminuam, uma vez que estao relacio-
nados pela equagdo n = /e./ep. Escrita em termos de
componentes, a equagdo de ondas ([H) para esse pro-
blema é dada por

_0E. d(lne.)

(VP+EHE, = e (19)
OFE. d(Ine,.

(v +ip, = -SZARE )
0 d(lne,

(V2+EHE, = ~5 (E(dz)> . (21)

onde fica claro que a componente E, acopla-se com as
componentes F, e I, por intermédio da derivada da
permissividade dielétrica em relagao a variavel z. O
desacoplamento ocorrerd somente se £, = 0, correpon-
dendo a um conjunto de solucao particular desse pro-
blema.

3. A aproximacgao paraxial da equacao
de ondas

Para obter a equacao paraxial a partir da equagao
de ondas precisamos saber o que significa a condig¢ao de
paraxialidade. Grosso modo, a origem do termo vem
do grego, significando no nosso contexto a propagacao
de um conjunto de ondas cuja direcao de propagacao
formam um angulo muito pequeno com um certo eixo
(axis) de referéncia, sendo portanto quase paralelas a
esse eixo. Usualmente o eixo de referéncia, ou também
chamado longitudinal, é denotado por z. Do ponto de
vista formal, é preciso primeiramente rever os concei-
tos fundamentais a respeito das ondas eletromagnéticas
e sanar alguns erros conceituais que geralmente sao re-
forgados na formacao dos alunos de graduagao em fisica
e engenharia. Um desses erros é a afirmacao de que
“as ondas eletromagnéticas sao transversais, ou seja, os
campos oscilam sempre em um plano perpendicular a
direcao de propagacao”. Essa sentenca nao é inteira-
mente correta, porque verdadeiramente a condigao de
transversalidade € satisfeita somente pelas as ondas pla-
nas uniformes. Superposigoes arbirarias de ondas pla-
nas uniformes produzem campos resultantes que ja nao
respeitam mais a transversalidade. Para colocar mais
luz sobre essa questao, vamos considerar as equagoes de
Maxwel em um meio homogéneo, ou seja, €. indepen-
dente da posigao, e sem cargas livres. A solugao do tipo
onda plana uniforme é dada pela expressao abaixo

E=Egexp[—i(wt —k-x)] , (22)
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e fica facil demonstrar que as equagoes de Maxell para
ondas planas uniformes sao dadas por

k E =0, (23)

k-H =0, (24)

k x E=wuH, (25)
k x H = —we,E, (26)

onde o espago (k,w) de vetores de onda k e frequéncia
w é o reciproco de (x,t), de posigoes x e tempo t, E é
o campo elétrico, H é o campo magnético, u é a per-
meabilidade magnética do meio, €. a permissividade
dielétrica complexa do meio, w a frequéncia angular da
onda, k = kil é o vetor de onda e @i é a direcao de
propagacao da onda plana (i - i = 1). Demonstra-se
facilmente das equacoes acima que k2 = w?jue., e Eg um
vetor de polarizagao ortogonal a direcao n. No espacgo
livre os campos E, H e i1 de uma onda plana uniforme
formam uma triade de vetores ortogonais.

Indo adiante, para demonstrar que nem todas as
ondas eletromagnéticas sao transversais, consideremos
um simples exercicio de superposicao de ondas, tipica-
mente apresentado a alunos de graduagao em engenha-
ria elétrica nas disciplinas de ondas eletromagnéticas ou
seu equivalente. A situacdo considerada é ilustrada na
Fig. 1. Por simplicidade, duas ondas planas uniformes
de mesma amplitude propagando-se no vacuo formam
angulo 6 com o eixo z e tem polarizagao tal que o campo
elétrico de cada uma delas é dado abaixo
E; = Ey(cosfa, — sin Géz)e_i(“t_k"“me_kozcos 0 (27)
E, = Eo(COS Gﬁx +sin géz)efi(thrkowsin 0—kozcos ) , (28)
onde Fy é uma constante de amplitude, ko = 27/ =
w/co é o nimero de onda no vdcuo e cg &~ 3 x 10% m/s

¢é a velocidade da luz no vacuo.

Padrio de Interferéncia

Onda 1

N

Onda 2

Figura 1 - Duas ondas planas uniformes propagando-se em
direcoes distintas mas ambas formando um angulo 6 com o eixo
z. B fcil mostrar que o padrdo de interferéncia resultante para
a densidade de poténcia tem a forma cos? (ko sin 0), produzindo
regides de méximos e outras escuras.
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Pelo principio de superposicao, o campo elétrico E
da onda resultante é dado simplesmente pela soma ve-
torial dos campos individuais

E = E| + Ey = 2F e (wi—kozcost)
[cos B cos(kox sin 0)ay — isin O sin(koz sin0)a,] . (29)

Observando a expressao acima, podemos ver que a ve-
locidade de fase, dada por v, = w/ (ko cos#), aponta na
direcao a, e o préprio campo E apresenta uma com-
ponente nao nula nessa dire¢cao. Todavia, a direcao de
propagacao da energia média transportada pela onda
resultante é a que deve ser tomada como direcao de
propagacao da mesma. Para tanto precisamos deter-
minar o vetor de Poynting médio, dado de forma geral
para ondas monocromadticas (que tenham apenas uma
componente de frequéncia w) pela expressdo abaixo

1
Suca = 5Re (B x HY) (30)

onde Re denota a parte real e % denota a conju-
gacao complexa. O leitor deve encontrar os campos
magnéticos Hy, Hs de cada onda plana separadamente
e depois o campo H resultante da superposi¢ao como
exercicio. O valor médio do vetor de Poynting serd dado
por

2ko| Eo?

WHo

o que significa que a onda transporta energia na direcao
z, e nesse caso o campo elétrico tem uma componente
nessa mesma direcdo, significando que o campo E nao
é totalmente transversal a direcao de propagacao da
onda resultante. Na situacao ilustrada acima o campo
magnético resultante é totalmente transversal, como
deve ter sido demonstrado pelo leitor, e por isso esse
tipo de solucdo é denominada onda TM (transversal
magnética). A discuss@o dos vérios modos de pro-
pagacao (TE, TM, TEM, hibridos) vai muito além do
escopo da presente contribuicao. Nesse ponto o leitor
pode se perguntar qual é a relagao entre a transversa-
lidade e a paraxialidade. A resposta estd na restricao
que se faz ao angulo 6 para satisfazer a condigao de
paraxialidade. Considerando que 6 < 1, sabemos que
cosf ~1—6?/2 e sinf ~ #. Quanto menor o angulo 6
maximo das ondas consideradas na superposicao, me-
nor serd a importancia das componentes longitudinais
dos campos E e H resultantes da superposicao, e a
condicao de transversalidade é aproximadamente satis-
feita, dando origem a modos denominados quasi-TEM
(TEM significando Transversal EletroMagnética). Fa-
zendo E, — 0 no sistema de Egs. ([¥)-(E1), as compo-
nentes de campo ficam desacopladas novamente, mesmo
que o meio seja nao-homogéneo. Portanto as ondas pa-
raxiais sao aproximadamente transverais. O erro da
aproximagao paraxial dependerd portanto da definicao
feita a respeito do que é considerado um angulo muito
pequeno e ficard na ordem de 62 /2x100%. Para § < 10°
o erro é menor do que 1%.

Sined = cos 0 cos® (kox sin 0)a,, , (31)
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Sabemos agora que uma onda resultante de natu-
reza paraxial corresponde a uma superposicao de ondas
com vetores de onda na forma k,, = fa, + 0k, ,,, onde
|0k 1| < B é um pequeno desvio transversal do vetor
de onda da m-ésima onda plana uniforme que compoe
a onda resultante. Nessa condi¢ao, a onda propagante
tem um termo de fase predominante na forma e*?*, per-
mitindo escrever a solugdo da Eq. (I¥) na forma que
segue

E(z,y.z,t) = A(z,y, z)e 1702, (32)

onde A(z,y,z) é uma fungio vetorial que contempla
variagoes lentas do vetor campo elétrico, comparati-
vamente a e®* e contém, adicionalmente, toda a de-
pendéncia nas varidveis transversais (x,y). Na prética
esse método remove as variagoes rapidas em relagao o
eixo z do problema a ser resolvido, restando apenas a
anglise das variagoes lentas, ou da envoltéria A (z,y, z).
E conveniente decompor o operador diferencial V e
também o laplaciano em componentes transversais e
longitudinais

. 0 .0 .0 .0
V—aI% +ay87y +az£_vl_+a2£a (33)
0? 0? 02 0?

2 _ Y v I v -
V= Ox2 + Oy? + 022 Vit 022 (34)

Desse modo podemos calcular diretamente a derivada
de segunda ordem do campo E em relacao a z, tendo
como resultado

o2 —i(wtFp2) 0
5.2 [A(z,y,2)e | = [&ZQA(x,y,Z)—i—
QZﬁaA(;ayvz) _ BQA(sc,y,z)] ei(wt—ﬂz). (35)
4

Lembrando que a funcao vetorial A(zx,y, z) deve variar
lentamente em relagdo a z, suas derivadas devem ser
ainda mais lentas. Uma vez que a derivada de primeira
ordem estd multiplicada por uma frequéncia espacial 8
elevada, esta nao pode ser desprezada, enquanto que a
derivada de segunda ordem ¢é desprezivel quando com-
parada ao termo de primeira ordem e ao termo mul-
tiplicado por 2. A aproximacdo paraxial de primeira
ordem corresponde simplesmente a desprezar o termo
0?A(z,y,2)/02%, levando A seguinte equacao vetorial

9 1 (k* — B%)

A" 35 28 23

(36)
A demonstragao e justificativa da eliminacao de alguns
termos nas equacoOes acima ficam como exercicio mais
uma vez, lembrando ainda que a componente z dos
campos pode ser desprezada na condigao de paraxia-
lidade, conforme discutido anteriormente. Para meios
homogéneos a permissividade €. e consequentemente
k? = w?pe, ndo dependem da posicio permitindo esco-
lher 8 = k. Para meios fracamente nao-homogéneos,

1
ViA-——2A-—V,[A V(e .
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ou seja, quando a permissividade dielétrica do meio
material varia de modo suave, o termo |V Ine.| pode
ser desprezado, levando a uma aproximacao adicional,
cuja consequéncia é o desacoplamento das componen-
tes do vetor A, ndo permitindo assim qualquer va-
riagao da polarizagao da onda propagante, pelo menos
até um certo limite de distancias, cujo valor dependera
do efeito acumulativo produzido pelo fator que por ora
estd sendo desprezado. Uma vez eliminada a compo-
nente de campo A, e também as derivadas espaciais de
permissividade dielétrica do meio, nao haverd acopla-
mento entre as componentes A, e A, e podemos escre-
ver A(z,y,z) = ¥(x,y,2)é, onde & é um vetor de po-
larizacao que permanecerd invariante ao longo de toda
a propagacao e 1 é uma fungao complexa que descreve
a dinamica da amplitude e da fase do campo eletro-
magnético em funcao da distancia propagada z e das
coordenadas transversais (x,y). A equagdo resultante,
mostrada a seguir e muito 1til no dominio éptico e em
micro-ondas, é denominada equacao paraxial escalar

oY 1, (k* — %)

Cabe ressaltar aqui que o termo —%Vi descreve in-
teiramente os efeitos de difragao de um feixe de ondas,
enquanto que o termo % descreve espalhamento
e refracao. A aproximagao na forma acima somente é
valida quando este tltimo termo nao é capaz de produ-
zir efeitos de reflexdo da onda tal que surja uma com-
ponente contra-propagante.

Nas sub-segoes adiante, algumas analogias da
equagao paraxial acima com a equagao de Schrodinger
nao-relativistica da mecanica quantica serao apontadas.

3.1. Analogias com a mecanica quantica

E bem sabido que a Optica e a mecanica quantica
tem muito em comum [9-21] e as referéncias colocadas
aqui nesse trabalho estao longe de encerrar todo o as-
sunto. Do ponto de vista histérico uma formulagao an-
tiga baseada na 6ptica por Hamilton e Jacobi inspirou
Erwin Schrédinger a escrever a versao ondulatéria da
mecénica quantica[8]. Hamilton e Jacobi procuravam
identificar a trajetéria de uma particula com o gradi-
ente das superficies de fase constante S(z,t) de uma
onda na forma t(x,t) = ¢(x)e Wt=S@D]I A equacio
de Schrodinger nao-relativistica para a fungdo de ondas
1) da mecanica quantica é mostrada abaixo

o R,

A vE N Ve

ot 2m v v (38)
h = h/(2m) é a constante de Planck, m é a massa

da particula e V o termo de energia potencial, que
em geral depende da posigdo e/ou do tempo. Ob-
serve que V2 aparecendo na equacdo acima é o laplaci-
ano completo. Atualmente muitos sistemas quanticos
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podem ser "simulados”experimentalmente através de
analogias 6pticas. De fato, a propagacao de on-
das eletromagnéticas no regime paraxial, dada pela
Eq. (B3), é descrita por uma equacao de Schrédin-
ger nao-relativistica, desde que o tempo ¢ da mecanica
quantica seja substituido pela coordenada longitudinal
z, que corresponde ao eixo de propagacao preferencial
da onda na condicdo de paraxialidade. Além disso, a
equacao paraxial apresenta o operador laplaciano trans-
versal V2 = 92 /9z% + 8% /0y? e nao o laplaciano com-
pleto V2 da equacdo de Schrédinger, o que mostra que
a analogia s6 é vélida com os problemas da mecanica
quantica em (1+ 2)-D, ou seja, em uma dimenséo tem-
poral e duas espaciais. O termo de energia potencial
V(z,y,z,t) da mecénica quantica é representado pelo
fator —[k2(z,y,z) — %]/(28) na equacdo paraxial. B
relativamente simples demonstrar que o campo 6ptico
Y(x,y, z) é descrito por uma densidade de lagrangiana
na forma [9,10]

0 1 1
L=t v Vit

2 P2yt

o5 55k = B2t (39)
Uma vez que o regime paraxial em meios sem per-
das é andlogo a mecanica quantica nao-relativistica, a
propagacao de ondas pode ser descrita por um con-
junto de fungoes de base em um espago de Hilbert.
A densidade hamiltoniana pode ser prontamente en-
contrada por transformacgoes de Legendre, desde que o
campo 1 tenha um momento canonicamente conjugado
T = 0L/0(8y/0z) = iyt O resultado da densidade

hamiltoniana H = ¢ — L é

M= ga Vil Va5 = File . (40)
sendo aqui ¥ = Y /0z no contexto do regime paraxial.
De forma andloga ao operador momentum da mecéanica
quantica, aqui temos p; = —iV .

A dualidade onda-particula na mecanica quéantica
é correspondente a dualidade entre propagacao de on-
das - éptica geométrica. Em outras palavras, podemos
obter uma equagao de trajetoria de raios simplesmente
observando que a Eq. (E0) pode ser obtida de uma ex-
pressao na forma H = ¢ H1), onde a hamiltoniana de
uma particula H é dada por

H=_—pl +V(z,yz), (41)

1
2
sendo p = (pr,py) = p(0x/0z,0y/02) e V(w,y,2) =
—@(k2 — B%).  Fazendo k(x,y,2) = kon(x,y,2),
n(x,y,z) = ng + on(z,y,z) é o indice de refragdo do
meio, onde ng é uma constante e dn(z,y,z) uma pe-
quena perturbagao ao indice de refragdo e escolhendo
8 = kono podemos utilizar as equagoes de Hamilton
abaixo

0z T
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onde i = 1,2 e x; = (x1,22) = (x,y), para obter a
trajetéria de raios

9%z  10n
52 non’ (44)
0%y 10n
922 = E@iy ) (45)

que nos lembram a segunda lei de Newton. E possivel,
utilizando a Hamiltoniana (E1), que descreve essenci-
almente a éptica geométrica, escrever uma integral de
Feynman, somando sobre todas as trajetorias de raios
possiveis entre dois pontos quaisquer, o que leva a de-
terminar o propagador da equagdo paraxial [10]. Nesse
sentido, a “quantizagdo”da Optica geométrica leva a
Optica fisica descrita pela equacao paraxial. Essa de-
monstracao estd além do escopo da presente contri-
buicao.

3.2. A teoria nao-relativistica como apro-
ximagao paraxial da equagao de ondas re-
lativistica

E sabido que uma particula livre relativistica de massa
m deve satizfazer a seguinte relagao de dispersao
2

% =p? +m??, (46)
onde F é a energia total da particula e p o seu mo-
mento linear, ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Para a
obtencao da equacao de ondas relativistica da mecanica
quantica valemo-nos da prescricao usual em que subs-
tituimos E — ihd/0t e p = —ihV , introduzindo
ainda uma fungao de ondas ¥(z,y, z,t). A rigor, toda
particula obedecera na mecanica quantica relativistica,
independentemente do seu spin, a seguinte equacao

1 0° m?c?
(7= %5 ) W) = " Wa) (40

Uma discussao mais aprofundada a respeito do spin esté
além do escopo do presente texto e leva ao conceito de
representacoes irredutiveis do grupo de Lorentz [wein-
berg]. Particulas de spin s precisam que suas fungoes
de onda ¥ sejam espinores com (2s + 1) componen-
tes complexos ou 2(2s 4+ 1) quando o grupo de Lorentz
é extendido para contemplar a paridade [22,23]. As-
sim, para uma particula de spin 0, denominada esca-
lar, ¥(x,y, z,t) é uma fungao escalar, com apenas uma
componente complexa.

Observando a relagdo de dispersdo de particular
relativisticas, quando o momento linear é muito pe-
queno comparativamente ao termo de energia de re-
pouso, ou seja, c|p| < mc?, ha duas solugoes possiveis
para a energia, £ ~ mc> e E = —mc?, corres-
pondendo ao caso de particulas e anti-particulas, res-
pectivamente. Em energias ordinarias, tipicamente a
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energia total F desvia-se pouco do valor mc? para

particulas e processos envolvendo anti-particulas sao
pouco provaveis. Para entender o porqué, preci-
sarfamos acrescentar um termo de energia potencial
V(x,y,z,t) = V(z,y,2)e”“! + cc cuja frequéncia w de
variacdo temporal fosse tao rapida quanto 2mc? para
permitir o acoplamento significativo de componentes de
particulas e anti-particulas. Esse potencial V (z,v, 2, t)
esta geralmente associado a radiacao eletromagnética, e
sabemos que processos de acoplamento entre particulas
e anti-particulas necessitam frequéncias w = 2mc?/h,
o que compreende o espectro de radiagao gama, alta-
mente energético. Restringindo o problema a situagoes
usuais de baixas energias para descrever particulas, po-
demos descartar a solucdo de energia —mc? e escrever
uma solugao da forma

U(,y,2,t) = Y(z,y, 2, t)e ™ (48)

onde a energia total serd dada pela aproximagao F =
mc? + 6E. Obviamente, com esse procedimento pode-
mos remover a variagao rapida do problema, que esta
contemplado no termo e~me*t/h Considerando os 4 ei-
xos de coordenadas tratados em pé de igualdade na te-
oria da relatividade, estamos dizendo que a solugao ca-
minha quase paralela ao eixo do tempo, com frequéncia
associada a mc?, mas pequenos desvios, que serdo pro-
venientes do termo envolvendo o momento p ou ener-
gias potenciais pequenas em comparacdo com mc?, po-
dem produzir uma variacao temporal cuja dinamica
estd contida na envoltéria ¥ (x,y, z,t). O cédlculo da
derivada temporal de segunda ordem de ¥(z,y, z,t) ex-
pressada na forma da Eq. (ER) é anélogo ao dos casos
realizados anteriormente, tendo por resultado

0?v _ PP 2,m02 oy m2ct omimct/h
ot?

oz Th ot me

Obviamente, uma vez que toda a variacao rapida estd
contida no termo e~#™<"t/" g derivada segunda da en-
voltéria ¥ (z,y, z,t) pode ser desprezada, levando & se-
guinte equagao de ondas para a envoltéria
2
maﬂ = —h—v%/) : (49)
ot 2m
Note que essa é a equacao de ondas de Schrodinger
nao-relativistica para uma particula livre. Demonstra-
mos assim que a mecanica quantica nao-relativistica é
uma aproximacao paraxial da teoria relativistica.

3.3. Particulas sem massa e o caso dos fé6tons

E possivel mostrar uma equacao andloga ao da equagao
de Schrodinger para particulas nao-relativisticas de
massa m quando as particulas envolvidas tem massa
de repouso nula, que é o caso dos fétons, quando a
fungao de ondas pode ser representada como produto
de um termo variagdo réapida no tempo e uma funcao
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envoltéria, que descreve as flutuacoes lentas do campo.
Para o exemplo dos fétons, vamos considerar a equagao
de ondas para o campo elétrico em um meio aproxima-
damente homogéneo com indice de refracao n, despre-
zando efeitos de dispersdo da luz(ou seja, variagoes de
n com a frequéncia)

5 n?o?
(V - 028t2> U(z,y,2,t) =0. (50)
onde ¥(x,y,z,t) representa alguma componente do
campo elétrico ou magnético. Tipicamente, as ondas
eletromagnéticas propagando-se em um sistema de co-
municagoes consistem de uma portadora de frequéncia
wp que varia muito rapidamente e um termo de
envoltéria, descrevendo flutuagoes lentas de algum
parametro dessa portadora, como por exemplo, a am-
plitude média ou de pico, que varia com frequéncias
tipicas muito mais lentas do que a frequéncia wg. Desse
modo, podemos escrever a funcao ¥(z,y, z,t) de forma
similar & equagido de Eq. (ER)

\11(1'7 y7 Z’ t) = 1/}(1.7 y’ Z7 t)eilw[]t i (51)

onde ¥(z,y, z,t) descreve a envoltdria e o termo de va-
riacdo rapida e ™ot corresponde & portadora. Nessa
condigao as derivadas temporais segundas da envoltéria
podem ser desprezadas em relacao aos outros termos.
Fica como exercicio demonstrar que, em um meio com
indice de refracao n podendo ser escrito na forma
ng + on, onde ng independen da posicao e dn(z,y, 2)
é uma pequena perturbagao que satisfaz a condicao
|[on| < ng, a equagdo resultante para a dindmica da
envoltoria tem a forma abaixo

0P 2, wo(ng + 2ngdn)
i = o VY
ot 2ngwo 2n§

. (52)

Esta é idéntica a equagao de Schrodinger para uma
particula nao-relativistica de massa m, com massa efe-
tiva do féton dada por m = hndwy/c? e energia po-
_wo (ng+2n0dn)
2ng
analogia com a mecanica quantica nao-relativistica é
praticamente completa, e o tempo ¢ tem o mesmo pa-
pel tanto na equagao de Schrodinger quanto na equagao
acima, em contraste com os casos anteriores onde o eixo
z da equacao paraxial eletromagnética fazia o papel do
tempo t.

tencial na forma V(z,y,2) = Aqui a

3.4. A equagao paraxial no estudo da dispersao

A dispersao da luz é um fenomeno ondulatério associ-
ado a superposicao de ondas com diferentes frequéncias,
ja discutido na Ref. [6], e produz deformacao tempo-
ral de pulsos propagantes em sistemas de comunicacao
Optica e a decomposi¢ao da luz branca por um prisma,
para citar as consequéncias fisicas mais conhecidas. Po-
demos estudar a dispersao de ondas em sistemas guia-
dos por uma equagao paraxial. Partindo da equacgao de
ondas no dominio da frequéncia mostrada na Eq. (I3),
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desprezando o lado direito na chamada condicao de gui-
amento fraco, muito usual em fibras épticas, porque o
indice de refracao do nicleo é muito parecido com o da
casca. Podemos escrever a solugao para um pulso do
campo elétrico na forma que segue

E = A(z,y, 2z w)e ), (53)

onde o vetor A descreve a envoltéria do sinal, w é a
frequéncia portadora do sinal e 5y uma constante de
propagacao longitudinal ao longo de z na frequéncia
central wg do espectro de um pulso. Uma vez que
o perfil transversal é definido por condi¢oes de con-
torno impostas pelo guia de onda, podemos supor uma
solucdo para a envoltéria na forma A(z,y,z,w) =
F(x,y)¢(z,w)é, sendo & um vetor unitario de pola-
rizagao, cuja variagao é desprezivel em meios isotrépicos
e aproximadamente homogéneos. A funcao F(x,y) des-
creve o perfil transversal do modo, que também nao va-
ria ao longo da propagacao e satizfaz uma equacao de
ondas bidimensional, na forma

(Vi + k1) F(z,y) =0, (54)

onde k% = k2 —|—k§ = k2 — 32 é o nlimero de ondas trans-
versal e (w) é a constante de propagagao na frequéncia
w, nao necessariamente na frequéncia central wy do es-
pectro do pulso considerado. A solugao dos valores
de k% e F(z,y) que satisfazem as condigdes de con-
torno impostas pelo guia é obtida através da chamada
analise modal. Substituindo a solu¢ao proposta acima
na Eq. (I¥) nos fornece o resultado

0> z/?

57 K )d=0.  (55)

+2/50 +(k* - B3 —

Lembrando que k? — ki = /2, podemos expandir a
funcéo 8 em séries de Taylor em torno da frequéncia de
portadora do pulso, wq

Ble) = ni i (o)) | o= =

ﬁo+61(w—wo)—|— %,Bg(w—OJQ)Q—F... (56)

onde sao definidas as seguintes quantidades

Bo = B(wo) , (57)
pr = ol (58)
B2 = 72l (59)

Desse modo, pode-se mostrar facilmente que

(k* — B3 — k%) = B2 — B3 = 201 (w — wo) +
(BT + BoBa] (w — wp)®> + O [(w—wp)?].  (60)
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Negligenciando termos que dependam da (omega —

wp)™, com n > 3, o que é geralmente possivel caso
B2 # 0, a Eq. (B3) toma a forma

0? b

52 12# +2i /30 1/) + 28081 (w — wo)+

(B + 6062)(w —wo)?]P=0. (61)

Uma vez que 1;(2, w) é uma fungao no dominio w pode-
mos aplicar a transformacao de Fourier (B) & Eq. (61),
para obter

0%V(z,t) 8\11(2 t)
022 +2ifo +
2601 ( L wmm)) + (B + Bofia) %

0%V(z,t) . 0U(z,1)
(_ oz g

Podemos identificar os termos wy/By = vp € f1 = 1/v,
com a velocidade de fase da portadora e a velocidade de
grupo de um pacote de ondas, respectivamente. Para
remover a componente de variacao rapida no tempo de-
finimos W(z,t) = 9(2,t)e” 0! para obter a versio sim-
plificada da Eq. (62)

+ wé@(z,t)) =0 .(62)

2
0 g(z,t) n 2i5081/}éz ,1) +i9p08, 200 81/)(2 t)
z
2
(B + Bo 52)8 zgg t) =0. (63)

Convencionalmente faz-se uma transformagao galileana
de coordenadas, na forma T =t — S1z e Z = z. E
deixado como exercicio mostrar que para solugoes de-
pendentes de z e T' a equagao toma a forma a seguir

81/}(,2 T) 0?Y(z,T)

0z 5 or?

(64)
E interessante notar que a equagao acima tem a mesma
forma da equagao de Schrodinger da mecanica quéntica,
porém com os papéis do tempo e do espaco trocados.
Quando os termos em (,, com n > 3, comecam a
se tornar importantes aparecem na equagao as deriva-
das de ordem mais alta no tempo, e a analogia com a
equagao de Schrodinger nao-relativistica nao é tao boa.
E possivel ainda levar em conta efeitos difrativos inse-
rindo um termo contendo V2 , o que define um operador
analogo ao laplaciano, com trés coordenadas x,y,T.

Com esse exemplo praticamente sao esgotadas as
possibilidades de aplicacao da equacao paraxial no es-
tudo de ondas eletromagnéticas e suas analogias com a
mecanica quantica.

4. Alguns exemplos relevantes em o6pti-
ca e micro-ondas

Por questao de simplicidade vamos considerar
somente problemas em (141)-D, ou seja, ondas
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propagando-se em z (ou o tempo t) com padrao de in-
tensidade transversal dependente somente da coorde-
nada z. No caso da equagao paraxial (Bd) podemos
substituir V3 — 9%/92%, com o resultado a seguir
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No caso geral em que a permissividade dielétrica de-
pende de modo muito complicado de x e z, o sistema
acima nao tem solugoes analiticas exatas e deve ser in-
tegrado numericamente. A solugao numeérica mais sim-
ples consiste em discretizar as coordenadas x e z, bem

O 1 9% (K -5 .
2 7 _ X ", . . f
i3, 57 022 23 P (65) como as derivadas, na forma
J
oY(z, 2) (@i, 25) — (@i, 25-1)
0z Ti,2j - Az ’ (66)
Py(, 2) ~ V@i, z) F (@i, 2g) — 29(2i, 2) (67)
8.’1)2 Ti,2; Ax ’

onde Az = z; —x;_1 e Az = zj — zj_1, © € j sdo numeros inteiros associados & discretizacao do espago (z, z)
continuo. E importante observar que hd uma relacdo entre A, e Ax, que deve ser ajustada na préatica para garantir
convergéncia. Métodos como o Runge-Kutta de ordem maior sao capazes de aproximar melhor as derivadas,
produzindo maior convergéncia do que o método simplista exposto acima. A descricdo de tais métodos pode ser
encontrada em literatura especializada em cédlculo numérico [24]. H4 ainda o método denominado de split-step, em

8%

que o passo em z é dividido em duas etapas: na primeira o efeito de difracao, contido no termo _%W é resolvido,

2 2
permitindo o uso de transformadas de Fourier na solugao; na segunda o efeito do termo de potencial — (k" —5 )1/) é

28

calculado, ja considerada a difragdo, calculada na primeira etapa. Varios esquemas, otimizados para esse tipo de

estratégia, tém sido considerados.

Para fins de validacdo do método numérico va-
mos considerar a propagacdao do feixe gaussiano em
meios homogéneos, de modo que possamos fazer 8 = k
ocnforme mencionada anteriormente, reduzindo o pro-
blema a seguinte equagao diferencial

.0 1 9?

10 (68)
0z 23 0x?
Aplicando a transformada de Fourier, definida como se-
gue

O(x,2) = %/_ kg, 2)eFedky, ,  (69)

D 2) = /jo Dk, 2)e—Fe2dg  (70)

a Eq. (63), obtemos de forma muito simples a solugao
geral, na forma abaixo [6]

1 [ . , ,
W) = o [ B0 B b )

Y(ky,0) = /_Oo Yk, 0)e e dy | (72)

onde ¥ (x,0) é o padrao transversal do campo em z = 0,
tomado como campo inicial, e 1[)(]61, 0) é a sua transfor-
mada de Fourier. O padrao de intensidade transversal
inicial para um feixe gaussiano tem a seguinte forma

p(x,0) = e /%) . (73)

Fica como exercicio resolver o sistema de Egs. () e
(@) para a condigao inicial acima e demonstrar que

w(x,z):Lexp —x—Q . (74)

1+i 203 (147 )

Nas Figs. 2.(a)-2.(c) ilustramos a propagacao numérica
do feixe gaussiano e a comparacao entre o resultado
numérico e o analitico exato, utilizando o comprimento
de onda A = 632.8 nm (corresponde ao valor tipico de
um apontador laser, disponivel facilmente no comércio),
com xg = 10 um e amplitude de pico g = 1 u.a. (uni-
dades arbitrarias). Para aqueles pesquisadores interes-
sados em implementar solugdes numeéricas, é sempre im-
portante ter em maos uma solucao analitica conhecida
do problema a ser resolvido para fins de validacao do
método. E possivel observar no presente exemplo a
excelente concordancia entre a expressao analitica e o
resultado numérico, na Fig. 2.(c), para a distancia final
z = 3kx3, sabendo que quanto maior a distancia pro-
pagada pelo algoritimo numérico maior é o erro acumu-
lado.

Para fins didaticos vamos considerar ainda os se-
guintes casos: 1) a difragdo por fenda simples em meios
homogéneos e ii) difracdo de angulo raso em meios nao-
homogéneos.
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Jy(x2)P

—— Solug&o Analitica
+— Simulagdo Numérica

Figura 2 - Propagacio de uma onda gaussiana através da aproximagio paraxial: (a) perfil de intensidade transversal |4(z,2)|?, (b
intensidade |¢(0, 2)|? no eixo longitudinal em funcio da distancia propagada z e (c) comparagio entre a expressio analitica (IA) e

solucdo numérica obtida para a distancia z = IOk:c(Q]/)\.

4.1. Difragao por fenda simples

Esse problema certamente é um dos mais conhecidos no
estudo da difracao. Uma fenda simples ¢ iluminada por
uma onda plana uniforme, de tal forma que a condigcao
inicial seja 1(x,0) = g para |z| < d/2 e ¥(x,0) =0
para |z| > d/2. Este exemplo ja foi discutido na Ref. [6]
em algum detalhe, utilizando o método de fase esta-
cionaria para resolver o sistema de equagoes dado pelas
Egs. () e (@). A solugdo analitica para grandes
distancias é bem conhecida, sendo dada por

— kd? sin (%) ikx?/(2z)
’(/J(th) = ¢0H ioms (@) e . (75)

2z

A expressao acima é valida para grandes distancias e
inclui o termo de fase e**”/ (22) " que foi negligenciado
na Ref. [6] porque no célculo do médulo ao quadrado da
fungao acima o termo de fase torna-se irrelevante. Con-
siderando ¥y = 1 e comprimento de onda A = 632.8 nm
(corresponde ao valor tipico de um apontador laser, dis-
ponivel facilmente no comércio), com extensdo da fenda
d = 10pm, podemos simular numericamente a equacao
paraxial e comparar o resultado numérico com a ex-
pressdao (@). Os gréficos gerados através do método
numérico sdo mostrados nas Figs 3.(a) a 3.(c), para
uma distdncia méxima propagada zy = 0.2kd%. A
janela computacional para o eixo transversal x foi de
—5d a 5d e um termo dissipativo na forma —a(z)y foi
acrescentado na equagao para absorver as ondas que
chegam aos limites da janela computacional. O ajuste
de a(z) tem que ser feito na pratica. Nota-se a boa
concordancia entre o resultado gerado numericamente
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X(p m)

a

e a previsdo tedrica dada pela Eq. (3), como se ob-
serva na Fig. 3.(c) para a distancia final. Observando
a Fig. 3.(b) que mostra |¢(0, z)| pode-se ver a partir
de 80pum um pequeno ruido numérico que deve-se a nao
absorcao total das ondas que chegam as fronteiras da ja-
nela computacional. Na mesma Fig. 3.(b), observa-se a
oscilagao da intensidade da onda propagada em funcao
de z em torno do valor inicial 2 = 1, o que nio ocorre
na propagacao da onda gaussiana do exemplo anterior,
mostrada na Fig. 2.(b) correspondente. Isso se deve
ao fendmeno denominado de difragdo de gume de faca,
que acontece devido as variagoes muito abruptas na in-
tensidade do campo inicial, nesse caso provocadas pela
fenda.

4.2. Incidéncia em angulo raso em interfaces e
filmes finos

O efeito de reflexao e refragao em interfaces entre dois
meios, nem sempre regulares ou planas, encontra uma
ampla gama de aplicagoes. Podemos citar como exem-
plos importantes o efeito de reflexdes no terreno na
propagagao de ondas eletromagnéticas no espectro de
micro-ondas, que tipicamente incidem no terreno em
baixo angulo, uma vez que entre a antena emissora
de sinal e a recepgao em outro ponto usualmente te-
mos grandes distancias, comparativamente ao desnivel
dos pontos considerados, e também a reflexdao de on-
das incidentes com angulo rasante na interface entre
dois meios dielétricos. Essas situagoes sao ilustradas de
modo genérico na Fig. 4. A complexidade do problema
aumenta ainda mais quando considerada uma estrutura
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dielétrica de multicamadas que pode ser facilmente pro-
duzida por técnicas de filmes finos. Medidas de refle-
tividade com o angulo poderiam fornecer informacoes

[(0.2)P

0.8
0.7
—Solugéo Analitica
0.6 +—Simulagéo Numérica
0.5
o
X04
=
0.3
0.2
0.1+
| f L
-%0 -40 -30 -20 -10

Figura 3 - Difracio da onda plana pela fenda simples na aproximagio paraxial: (a) perfil de intensidade transversal | (z, 2)|2,

intensidade |1(0, z)|2 no eixo longitudinal em fungao da distancia
solugio numérica obtida para a distancia z = 0.2kd?.

On Onda refletida
Refrata
Meio 2 Meio 1

Onda incidentex

>

Figura 4 - ncidéncia de uma onda por um angulo rasante, 6 <
/2, na interface entre dois meios materiais. Em principio a su-
perficie pode ser imperfeita e rugosa.

Para fins de ilustracao consideramos uma interface
regular com modulagao periddica entre dois meios sem
perdas, com indice de refragao em funcao de z, z dado
por

n(x,z) =14+ nO(f(z,2)) , (76)
onde dn é uma perturbacao ao indice de refragao do
vécuo, O(a) é a fungdo degrau de Heaviside, ou seja,
O(a) =0se o < 0eO(a) =1se a>0, flx,z) é
uma fungdo que delimita a regiao de interface. Uma
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importante a respeito das espessuras das camadas, bem
como das propriedades 6pticas da estrutura e a rugosi-
dade da superficie. ]

I | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180

z(um)

200

20 30 40 50

0
X(nm)

(b)

°1

propagada z e (c) comparagdo entre a expressdo analitica (3

interface periddica, que é tipicamente empregada em
redes de Bragg, pode ser obtida definindo f(z) =
x1 —z + aO[sin(27z/A)], onde a é a profundidade dos
sulcos formados na interface e A a periodicidade espa-
cial da rugosidade da interface. Para fins de ilustragao
vamos considerar A = 632.8 nm, in = 0.4, a = 2 pm,
x1 = —bpum e A = 5\, com uma onda incidente gaussi-
ana, expressa na forma

Y(@,z = 0) = goe "/ Cadl etz (77)

sendo 0 ~ 11° e g = 4 um. O resultado obtido € ilus-
trado na Fig. 5. Pode-se ver claramente a reflexao
da onda incidente na regiao de interface entre os dois
meios. Foge ao escopo da presente contribuigao ava-
liar a relacao entre as caracteristicas de interface e a
amplitude da onda refletida.

Para finalizar, podemos estudar a refracao at-
mosférica, onde o indice de refracao do ar varia em
funcao da altitude, devido a efeitos de temperatura e
pressao. Podemos modelar o indice de refracao da se-
guinte maneira, nesse caso

n(z) = ng + on(l — e~ @-L/ay (78)

onde tipicamente ng = 1 e dn < 1. Para ilustrar o
efeito escolhemos on = 0.1, L = —40 pm é apenas uma
referéncia e a = 20 um. Os parametros da onda in-
cidente foram mantidos iguais ao do exemplo anterior.



3308-12

Obviamente a escala de distancias de variagao do indice
de refracao na pratica é bem maior do que nesse exem-
plo, mas as distancias onde se observam a curvatura
do feixe incidente também sdo bem maiores. A Fig. 6
mostra o feixe gaussiano curvando devido ao efeito de
refracao. Efeitos de refracao semelhantes a esse ocor-
rem na ionosfera na faixa de 3-30 MHz, embora neste
caso o indice de refragao tem outra forma. Em VHF e
microondas pode haver formagao de dutos que funcio-
nam como guias de ondas, devido a variagoes do indice
de refracao atmosférico.

X(u m)

Figura 5 - Intensidade do campo 6ptico |1)(z, z|? para a incidéncia
de uma onda por um angulo rasante, § = 11°, no limite de para-
xialidade, na interface regular entre dois meios materiais.

X(um)

Figura 6 - Intensidade do campo éptico |¢(x, 2|2 no exemplo da
refracao do feixe gaussiano por um meio com indice de refragao
dado pela expressao (I3).

5. Conclusoes

Neste trabalho procuramos apresentar uma revisao ge-
ral da equagao de ondas paraxial e sua emergéncia em
diversos problemas de interesse em fisica e engenha-
ria. Partindo das equagoes de Maxwell, encontramos
a equacao de ondas para o campo elétrico em meios
isotropicos nao-homogéneos, e supondo uma solugao
de ondas propagantes que tem um termo de variagao
rapida ao longo da dire¢ao de propagagao, deduzimos a
equacao paraxial escalar, que descreve essencialmente a
propagacgao da envoltéria da onda eletromagnética em
situagoes de variagoes suaves dos indices de refragao dos
meios, 0 que permite considerar a polarizagao constante
ao longo da propagacao. A relacdo entre paraxialidade
e transversalidade das ondas eletromagnéticas também
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foi brevemente discutida, com um exemplo bastante
simples de duas ondas eletromagnéticas planas unifor-
mes propagando-se em diferentes direcoes, produzindo
assim interferéncia e tendo o campo resultante uma
componente longitudinal, que torna-se desprezivel se
a condigao de paraxialidade é satisfeita. Analogias da
equagao paraxial escalar com a mecanica quantica em
1+ 2 dimensoes também foi explorada, e demonstramos
que na mecanica quantica a equagdo de Schrodinger é
uma aproximagao paraxial da teoria relativistica. O
caso dos fotons também foi brevemente discutido. Para
finalizar, alguns exemplos pertinentes de aplicacao da
equacao paraxial em éptica e micro-ondas foram apre-
sentados e discutidos.
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