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Os condensados de Bose-Einstein foram previstos teoricamente nos anos de 1924-25. Contudo, sua observagao
experimental s6 foi obtida em 1995, laureando seus descobridores com o prémio Nobel de 2001. No ano de 2015
comemora-se o aniversario de 90 anos de sua previsdo tedrica e 20 anos de sua realizacdo experimental. Os
condensados de Bose-Einstein tém sido usados nos mais variados contextos, que vao da matéria condensada a
astrofisica. Este trabalho sera dedicado a uma interpretacao intuitiva para a condensacao. Discutiremos também
como modelar armadilhas modernas que aprisionam particulas de um gas de bésons fracamente interagentes para
formar os condensados.

Palavras-chave: condensados de Bose-Einstein, mecénica estatistica, fungao partigao.

The Bose-Einstein condensates were theoretically predicted in 1924-25. However, the experimental observa-
tion was reported in 1995, laureating their discoverers with the 2001 Nobel prize. The year of 2015 celebrates the
ninetieth anniversary of the theoretical prediction and the twentieth anniversary of its experimental realization.
The Bose-Einstein condensates have been used in different contexts, from condensed matter to astrophysics.
This work is dedicated to provide a naive interpretation of the condensation process. We will also model modern
traps which imprison the particles of a weak interacting gas of bosons to form the condensates.

Keywords: Bose-Einstein condensates, statistical mechanics, partition function.

1. Introdugao pem com a termodinamica usual, préximo ao limite da
terceira lei.

Uma das grandes descobertas da fisica estatistica foi
a condensacao de Bose-Einstein, que de maneira sim-
plista pode ser entendida como a tendéncia dos cons-
tituintes de um gas de bdsons em ocupar o seu me-
nor estado de energia a baixas temperaturas [I,B. O
préprio Bose enviou um artigo para Einstein pedindo
sua aprovacao para publicagdo, que reconheceu o efeito
da condensagio [B]. Revisdes modernas dos trabalhos
de Bose e de Einstein podem ser encontradas em [@].
Foram necessarios aproximadamente 70 anos para que
o efeito de condensagao pudesse ser observado, numa
sequéncia de experimentos realizados em 1995 [B]. Os

b) Seguindo esta linha, préximo ao zero absoluto os
bésons estao na iminéncia de violar o principio da incer-
teza: uma vez que nao ha mais agitagao térmica conse-
guiriamos detectar posicao e momento do condensado.
Isto significa testar limites de validade para a mecéanica
quantica.

¢) A baixas temperaturas, um gds de bésons aprisi-
onado é bem descrito pela equacao de Gross-Pitaeviskii
[B]. Numa certa aproximacao, os condensados tém sua
evolugao temporal descrita por uma equacao do tipo
de Dirac. Dessa forma, os CBE foram utilizados para

condensados de Bose-Einstein (CBE) como sao conhe-
cidos ganharam um papel central na fisica contem-
poranea por diversas razoes, que incluem, entre outras:

a) Eles ocorrem a temperaturas proximas ao zero
absoluto, num regime propicio para efeitos que rom-

1E-mail: brunorizzuti@ufam.edu.br.

se observar experimentalmente o chamado Zitterbewe-
gung [@3-0].2

d) O fenémeno da localizagédo de Anderson [[] tem
sido estudo de intensa pesquisa, veja por exemplo [[3].
Foram utilizados atomos ultra-frios de um CBE para

2 Zitterbewegung foi um movimento oscilatério dos elétrons previsto teoricamente por Schrédinger ao analisar a dindmica dos
operadores de posi¢ao oriundos da equagao de Dirac. Além do movimento retilineo e uniforme, os elétrons apresentariam também este
movimento oscilatério com amplitude da ordem do comprimento de onda Compton do elétron (~ 10—12 m) e frequéncia também da
ordem de frequéncia Compton do elétron (~ 1020 s~1). Estes valores poderiam impedir a detecgdo experimental do Zitterbewegung.

Para mais detalhes, veja a Ref. [I].
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observacao deste efeito [I3].

e) Recentemente foi sugerido uma possivel con-
densacao em objetos compactos da astrofisica, em par-
ticular, nas estrelas de néutrons [[4].

H& também razoes pedagdgicas para se estudar os
condensados: estudantes ainda na graduagao dos ba-
charelados em ciéncias exatas tém oportunidade de en-
trar em contato com assuntos na fronteira do conheci-
mento, como os itens (c), (d) e () acima. Os tnicos pré-
requisitos necessarios para se analisar a condensacao de
Bose-Einstein sao fundamentos de estatistica quantica.
O estudo de tépicos modernos é motivante para alu-
nos em geral, ja que ao longo de um bacharelado em
fisica, por exemplo, sao fornecidos os pilares basicos
para carreiras cientificas incluindo mecanicas classica
e quantica, eletromagnetismo e fisica estatistica, com
pouca énfase em fisica contemporanea.

Nosso objetivo neste trabalho serd mostrar como
ocorre a condensagao. O intuito aqui ndo é substituir
a literatura padrao do assunto [8,3-03] e sim fornecer
uma interpretagao intuitiva e introdutéria para os CBE.
Apresentaremos também uma andlise tedrica mais re-
alista para armadilhas modernas onde estuda-se o gas
de bosons fracamente interagentes.

2. Descricao de um sistema com N
particulas com energia discreta

Vamos assumir daqui para frente que o leitor te-
nha certa familiaridade com fundamentos de fisica es-
tatistica quantica. Do contrario, direcionamos o lei-
tor para a Segao IV (ou Concluséo), onde discutimos a
sentido fisico dos CBE. Os célculos desta Secao e das
Segoes 111, IV e V serdo apresentados por completude.

Consideremos um gas de N particulas nao-
interagentes de massa m em uma caixa cibica com
aresta L (seu volume é dado por V = L3). Da mecanica
quéntica [[E], sabemos que a energia do sistema é dis-
creta,

f{ = ZEiﬁi, (1)

onde H ¢ o hamiltoniano do sistema, €; corresponde
aos valores de energia e n; é o operador nimero de
particulas. 7n; atua num espaco de Hilbert H “divi-
dido” em sub-espagos de numero de particulas, H =
Hi1 @D Ho @ ... de forma que cada vetor de estado tem a
seguinte estrutura,

[) = |n1) @ [n2) & ... = |n1,na, ...). (2)

Por exemplo, [¢) = 10,2,5,0,0...) representa duas
particulas em Hj, cinco particulas em Hs. Assim,
fp]Y) = 0, N2|y) = 2[), etc. Esta construgao é vélida
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para bésons. Para férmions, pelo principio da exclusao
de Pauli s6 podemos ter zero ou uma particula em cada
H;. Neste caso, o espaco de Hilbert H, como cons-
truido acima, é conhecido na literatura como espaco
de Fock [[¥]. Esta é a construgdo que permite tratar
numero de particulas como um observavel.

3. Fundamentos de estatistica quantica
aplicados ao gas de bdsons

Em estatistica quantica, o valor esperado de um ob-
servavel A é dado por

(4) = Tr(pA), (3)

onde A é o operador que representa o observavel, Tr
denota o traco do operador entre paréntesis e p cor-
responde ao operador densidade.? Como trataremos
uma condensagao, é natural utilizar o ensemble grande
canbdnico, uma vez que ha variacdo do numero de
particulas passando do estado gasoso para o conden-
sado. Assim,

(4)

B = (kpT)™! com kp a constante de Boltzmann, T a
temperatura do sistema e pu é o potencial quimico. Por
fim,

N=> (5)
i
denota o operador nimero total de particulas. Para o

caso em questao, devido as Eqgs. (I) e (B), temos

e B i(ei—p)n;
P= Tr(e=BXi(si—mn:y” (6)

Valores esperados podem ser calculados diretamente a
partir da funcdo particao,?

= Tr(e”? Zi(fi*“)ﬁi) = TT(efﬁﬁfaN), (7)

[1]

pois, por exemplo,

9 =iy = 9 s
—%ln_7 (N) = InZE, (8)

Oa
onde usamos a = —uf3. .
Usando a base |n;) de H de autovetores de N (e
também de H), temos (os detalhes estao no Apéndice
B)

(H) =

+oo
== Tr(e_B Xisiti—ad ﬁi) = H Z e~ (Beita)n, (9)
n=0

i

3Descrevemos o operador densidade com mais detalhes no Apéndice A.
4E costume também usar a letra Z para a funcdo de particdo pois no fundo estamos calculando a soma de estados do sistema, que
em alemdo traduz-se por Zustandsumme [B,3]. Ao longo do texto, usaremos a letra = por tratar-se do ensemble grande canénico.
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Tomando o logaritmo de Z (veja a Eq. (B)) e levando
em conta que a série (H) é a série geométrica, temos,

In== 72111(1

No estado fundamental, quando 7' — 0, os bdsons tém
maior probabilidade de serem encontrados em seu me-
nor estado de energia. Assim, separamos do somatério
() o termo com ¢ = 0, quando g = 0,

— e~ (Beita)y, (10)

InZ=—-In(1—-e"9) Zln e~ (Beitady (11

Para entender a expressao acima, poderiamos fazer uma
analogia com uma mistura que contenha duas fases da
mesma substancia, sendo cada uma das fases descritas
pelos dois termos no lado direito da Eq. (). Por
exemplo, consideremos um recipiente contendo agua
nas formas liquida e gasosa. A fase liquida (conden-
sada) corresponderia ao primeiro termo e o vapor ao
segundo termo.

Nos interessa analisar o comportamento do termo
correspondente a fragao com g; # 0 do gas de bdsons.
Para estimar seu valor, vamos tomar o limite termo-
dinamico, que consiste em assumir que N,V — +oo
com a fracdo N/V constante. Deste modo pode-se
aproximar o somatério em () por uma integral. Pre-
cisamos neste caso determinar a densidade de estados
em funcao da energia do sistema. Consideramos o gés
como particulas livres em uma caixa cubica de aresta
L. Usando condigoes de contorno periddicas, as fungoes
de onda tém a forma

oo 2w 2w
w(ﬂ:elkr;kzinzi
L L
com ng, Ny € N, inteiros nao negativos. A energia por
sua vez é dada por

(Nt +nyj +n.k), (12)

= 2 2
_pr k5 5 2mEL
“om omrz’ T T T (13)

onde usamos j = hk. A expressdo (I3) fornece a es-

trutura geométrica do espaco de estados: fixado 1 =
(ng,ny,n.), temos um esfera de raio R = Y2ZnEL

Logo, o volume 2 no espaco de estados com energia
menor ou igual a F é dado por

3
o=t () "

Por fim, a densidade de estados toma a forma

3 q
w(E) = g% =2 (i) (2m)*VE. (15)

¥ In(1 -

—+oo
/ In(1—e~
0

Portanto, e~ (Beita)) tende a

(£ om

o

(BE+e))VEdE. (16)
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Mas a série para o logaritmo é conhecida,

+oo

—Z%; 2] < 1. (17)

=1

In(l—-2z)=

Entao,

+oo il —BEL
(L —e %) = -3 % (18)

=1
Assim, a integral em (@) é reescrita como
oo —al

+oo
_ € o—BEL
> /0 VEdE. (19)

l
1=1

Integrando e retornando & expressao (I), chegamos a

In=Z= -—

In(1 —e™)
2 4o _
2mmkpT \ 2 el
+ V( h?B ) Zz‘ . (20)
=1

onde as funcoes partigdes ficam divididas entre conden-

wfon

sado (E¢) e gas (E¢g)
InZc=—-In(l —e™ ) (21)
3 400
2makpT \ 2 e~
InZqg = —_— . 22
e V( h? ) l; 15 (22)

Quando T — 0, (ng) — N, isto é, todo o gds encontra-
se no estado de energia ¢ = 0. Assim,

. 1 1 1
<7’l0>:6a01:N:>Oé021n(1+N>~N, (23)

onde ag = (T — 0). Por outro lado, a partir
da Eq. (E0) vemos que deve existir uma temperatura
critica T quando comeca a condensagao (as particulas
do gas aglomeram-se e passam a ser descritas por Z¢
no lugar de =Zg. Nas palavras do préprio Einstein [H]:
“Uma separagdo surge; parte (do gés) se condensa e
o resto permanece como um gas ideal saturado” [M]).
Como a =~ % quando a temperatura diminui, suponha-
mos que uma pequena parcela p do gas se condensou
quando T =~ TC, digamos (7)o ~ pN, com p = 1/V/N,
isto é (Ao ~ N3:

1 1
a(Te) % — =0, (24)

~ 2
<7’L>C ~ N3 = ea(Tc) —-1 N3

pois N >> 1. Usando que a(T¢) = 0 e calculando (7) g
para T¢,

. o ., _ 2m7TkBTC 3 1
(n)G:—aalnzng( ) > = (25)

=1 l

Njw
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A série que aparece na tltima expressao é a funcao (
de Riemann (para s = 3),

= 1
((s) = Z e (26)
1=1
Assim,

2mrkpT
N%<ﬁ>Gv<m7ch

e RNy

A expressdo (E32) foi obtida com algumas aproximagoes.
Uma férmula mais acurada que fornece T, conhecida
como temperatura de Bose-Einstein pode ser vista na
Ref. [r7].

4. Interpretando o condensado

Vamos focar nossa atengdo na expressao (E2), obtida
na Segao anterior. Primeiro, estimamos T,

(e 1 \E w2
TC_( VG <(3/2)> omrkp (28)

Para valores tipicos, (i)g ~ N ~ 10*, V ~ 125 cm?
(cubo com 5 cm de aresta), m ~ 1,8 x 10727 kg (como
sé queremos uma estimativa, tomamos a massa de um
préton) e sabendo que ((3/2) ~ 2,6, temos T ~ 6 K.
Vamos reescrever a expressao que obtivemos para T¢
da seguinte maneira,

¢(3/2) = const. = %)\3, (29)

onde

= (Vo) (30)

Com esta formula chegamos ao objetivo central deste
trabalho, a interpretacao intuitiva do condensado. O
fator 2mwkpTc tem unidades de momento linear.
Logo, A\ = ﬁ tem unidades de distancia: in-
terpretamos este fator como a aresta de um cubo com
tamanho da ordem do comprimento de onda térmico
de de Broglie de uma particula, onde elas se agrupam.
Quando 7' diminui (T < T¢), A aumenta. Para manter
o lado esquerdo da expressdo (E9) constante, o valor
esperado do ndmero de particulas do gds (n)g diminui,
isto é, o gas condensa-se.

5. Formulacao mais realista para os
CBE

Anteriormente descrevemos um gas de bésons em uma
caixa. A condi¢do de contorno dada pela caixa nao
é uma boa modelagem para experiéncias modernas de
condensagao. Assim, nosso objetivo agora é fazer uma

50s autores agradecem ao referee pela sugestido desta referéncia.
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descricao mais realista dos CBE. Inicialmente, vamos
discutir de maneira sucinta um método fortemente uti-
lizado para aprisionamento de dtomos [[9], as armadi-
lhas magnéticas. Maiores detalhes podem ser encontra-
dos em [E0).F Na presenca de campo magnético B, um
dtomo com momento magnético i (proporcional ao seu
spin) ganha energia potencial

V =—ji-B. (31)

Em teoria da perturbagao, a presenca de V' no Hamil-
toniano gera um split nos niveis de energia do atomo.
Este é o famoso efeito Zeeman. De acordo com o
angulo 6 entre [ e g, podemos ter atomos com ener-
gia crescente ou decrescente com o médulo de B ja que
V = —|ji|| B| cos 6. O grupo de atomos cuja energia au-
menta com o médulo de B sdo aqueles que serao apri-
sionados. De fato, pela tendéncia de um sistema fisico
de minimizar sua energia, os atomos serao atraidos para
um ponto de minimo de |B|. O contrario também seria
possivel: aprisionar dtomos cuja energia decresce com
| B| j& que eles buscariam um méximo de |B|. Contudo
descartamos esta ltima possibilidade uma vez que s6
é possivel gerar minimos de campo na auséncia de cor-
rentes [[4,20]. O confinamento de dtomos nestas arma-
dilhas é bem aproximado por um oscilador harmoénico
(isotrépico) [EO,E0], cuja energia potencial de um atomo
de massa m aprisionado é dada por,

k 3. |k
U(xayaz) = 5(‘7;2 + y2 + Z2) - §h Ea (32)

onde z, y e z sao as coordenadas de posi¢ao do d&tomo e a
subtracao do fator %h\/% = %hl/ atribui energia 0 para
o estado fundamental. Seguiremos os mesmos passos da
Secao anterior para mostrar que a temperatura critica
quando comeca a condensacao é da ordem de mili Kel-
vins. Como veremos, a estrutura da funcao de onda do
oscilador no estado fundamental nos permite prever que
a condensagao ocorre numa regiao espacial bem delimi-
tada. Um outro ponto que discutiremos nesta Segao,
por razoes pedagogicas, é a contagem de estados para
um sistema quéntico. Como temos uma estrutura dis-
creta na mecanica quantica, este procedimento, central
em Fisica estatistica,? é feito de maneira enumeravel.
Para obter a fungao particao grande canénica de um
gas de bésons na armadilha, precisamos determinar a
densidade de estados em funcao da energia. Os autova-
lores de energia do oscilador isotrépico sao dados por

E=Mny+ny,+n)hw=n=n,+n,+n, = (33)

hv’
uma vez que a energia € zero no estado fundamental.
Ng, Ny € N, Sa0 inteiros ndo negativos. No espaco dos
n’s, a Eq. (B3) representa um plano para cada valor de
n, como pode ser visto na Fig. 1.

6 A contagem de estados e sua relagio com a entropia é tdo fundamental que a expressio S = klogW estd gravada no timulo de

Boltzmann no Zentralfriehof, em Viena. Veja a foto na Ref. [I].
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Figura 1 - Representacdo geométrica da expressdo (B3).

Aumentando o valor de n,
numero de sitios,

teremos o seguinte

n=0=Ny=1
n=1=R\ =3

n=2=N=6 (34)
n=3= N3 =10
e assim sucessivamente, de forma que?
1 2
R, — nFDE+2) (35)

2

Na fisica estatistica classica, a contagem de microesta-
dos acessiveis a determinado sistema é feita de forma
“continua”: efetivamente calculamos um volume no
espaco de fase. J4 na estatistica quantica, estados
acessiveis sao literalmente enumerados uma vez que te-
mos uma estrutura discreta dos estados, fixada a ener-
gia. A densidade de estados é entdo dada por
(n+1)(n+2) E? 3E 1

W)= = AE T 20w ot T Y

onde usamos a Eq. (B3) e AE = hv corresponde & va-
riagao de energia do sistema quando passamos de um
estado n para n 4+ 1. A fungdo particao é dada por

- 1
= = H 71 — e—(ﬁé‘i"t‘a) (37)
%

cujo logaritmo fornece,

InE=—-In(l—-e"%)—

—+o0
D In(1—e Pt (38)
=1

Assim como antes o primeiro termo corresponde ao con-
densado e o segundo, ao géas, que pode ser aproximado
pela integral utilizando w(F) (j4 expandimos o loga-
ritmo em série)

oo _al +oo 2
e sn( E 35 1\ .
2 A ‘ <2(h1/)3 * 5 T )39

=1

Supondo ainda que a energia das particulas do gas seja

maior que a energia do estado fundamental £ >> hv,
2

fazemos w(FE) = 2(1}”:7”)3 Assim,

6 ﬁEEQ
ln“GNZ / dE = Zl"‘hﬁ 40)

Como antes, o indice G refere-se ao gas. Desta maneira,

o +oo —al

- _ e

(M) =

7Observemos que para n = 3, além dos 9 sitios nas arestas do tetraedro, temos ainda um deles pertencente ao interior do plano. Isto
pode ser mostrado notando que a diagonal de um cubo com lado unitdrio tem o mesmo tamanho que a altura do tetraedro com base

no plano definido por n = 3 e vértice na origem n = 0.
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Quando comega a condensacao em T = T, a(T¢) =~ 0
(veja a Eq. (AA)) e (i) = N, isto é, ainda ndo héd
particulas condensadas

) 1 X1 kpTo\®
<n>G:N:(hI/ﬂ)Sl_2113:< ]}3”/0> C(S), (42)

ou,

Tc = (CJ(\;)) Z—Z (43)

Para estimar T, consideramos que os atomos estejam
no estado fundamental, com funcao de onda em forma
de gaussiana 23],

_ 2249?22
R2

V(z,y,2) ~e (44)
R corresponde a uma estimativa do raio de uma regiao
esférica onde ocorre a condensacao. Neste caso,

E o k., o 9 9 3 k
—R*=—(z"+y*+ = -/ —. 4
2R 2(x Y z%) 271 m (45)

; _ 9K?
Assim, k= .

[k 3h?
hv="h — = hv s (46)

A temperatura de condensacao entao é dada por,

To = (%) m?;z]@. (47)

Supondo que a condensacao ocorra em uma regiao es-
pacial da ordem R ~ 1 um, e tomando dados forne-
cidos pelos experimentos de 1995 [H]: populagio da
ordem de N ~ 107 4tomos de rubidio com massa
m = 85-1,66-10727 kg, encontramos T ~ 3 uK. Para
o Rubidio, T = 170 nK. Nossa estimativa foi feita
para um gés nao-interagente e ainda assim o resultado
é razoavel.

Por outro lado,

ol=

6. Conclusao

Neste artigo apresentamos uma interpretacao intuitiva
para os condensados de Bose-Einstein. Usando funda-
mentos de estatistica quantica, obtivemos a expressao
(29): as particulas do gés de bdsons se alocam dentro de
um cubo com aresta da ordem do comprimento de onda
térmico de de Broglie de uma particula formadora do
gés. Uma outra maneira para se interpretar a Eq. (29) é
(e

a seguinte: d = -5 fornece a densidade do gas quando

comeca a condensacdo. A3 = (\/#W)S é o volume
que aproximadamente cada particula vai ocupar ja que
d\3 ~ 1.

As experiéncias modernas que envolvem armadilhas que
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formam os CBE sao bem descritas pelo potencial de
um oscilador harmoénico isotrépico. Assim, descreve-
mos também como sdo formados os condensados. Com
dados da literatura, obtivemos, por exemplo, a tempe-
ratura em que ocorre o condensado, da ordem de pK.
Esperamos que este trabalho possa ser utilizado tanto
por alunos de graduagao e pds-graduacao ao cursar a
disciplina de mecanica estatistica quanto por professo-
res do ensino médio que queriam ter uma visao global
sobre os famosos condensados de Bose-Einstein.

Apéndice A

Vamos descrever neste apéndice a estrutura das ex-
pressoes (B) e (@), fornecendo uma interpretacio para
o operador densidade. Consideremos um observavel A
representado por um operador auto-adjunto A. Usando
a decomposicio espectral de A [23], temos

A=>"aPa; P, = lai){ail, (48)

onde os a;’s sao os autovalores associados aos autove-
tores ortonormais |a;). Cada P,, é o projetor ao auto-
subespago gerado por |a;). Se um sistema estd em um
estado representado por um vetor |1), entdo o valor es-
perado (A) de uma medida de A é dado pela média dos
possiveis valores da medida, ponderado por pesos, que
correspondem ao quadrado das componentes de [¢)) em

cada autosubespaco

(4)

> | Pafw) I
S ailvlai){aila(ailv).  (49)

Como (a;|a;) = 1, temos

@—W«mewOM—wa (50)

Em geral, o estado de um sistema é representado nao
s6 por um vetor, mas por uma sobreposi¢cao de vetores
de estado com respectivas probabilidades de entrarem
na mistura,

W)= "l p =0, Y p=1 (51)
l l

Assim, o valor esperado de A quando o sistema
encontra-se no estado dado pela Eq. (B1) é

(A) =" pi(wnlAler). (52)
I

Seja {|;)} uma base do espaco onde A atua. Inserindo
a relacdo de completeza 23]

I= Z \<Pi><%| (53)



Uma interpretacao simples para os condensados de Bose-Einstein

na Eq. (E2), encontramos

(A) = Zpl<¢l| <Z <Pi><90i|> Alapy). (54)
] :

Reagrupando os termos

(A) = (o (121 Zpl|¢l><¢l|> |p3)- (55)
l

?

Definindo p = >, pi[ti){¢1| e lembrando que a re-
presentacao matricial de um operador é feita pelo seu
sanduiche com bras e kets, (A); = (@i A|@;), a Bq. (63)
toma a forma

(A) =Tr(Ap), (56)

ja que o trago de um operador é a soma dos elemen-
tos da diagonal principal da matriz que o representa.
Deixemos o formalismo da estatistica quantica de lado
por um momento. No caso classico, o valor esperado
de uma varidvel dinamica definida no espago de fase
B = B(g;,pi);i =1,...,3N é dada por

~w J Bedl
wmw J 0dl

onde dI' = dqi ---dqsndpy ---dpsy e o corresponde a
densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema
em questao em determinado microestado definido por
um ponto (g;, p;) no espago de fase e tem a forma dos
pesos de Boltzmann

(B) = (57)

o=ePE (58)

Para o caso particular do ensemble grande canonico,
em que o sistema tem Hamiltoniana H e troca energia
mediante a troca de particulas,

E=H— uN. (59)

Fazendo as identificacoes abaixo a partir das expressoes
(BD) e (82),

Estatistica quantica Estatisica classica

A <~ B(gs, pi)
p AN e

é sugestivo chamarmos p na Eq. (B3) de operador
densidade. Vamos construi-lo para o ensemble grande
canodnico, utilizado ao longo deste trabalho. Tomemos
uma base {|¢;)} do espago de Fock discutido na Segéao
II e utilizando os pesos p; = Ce~(E1=#m) (C é uma
constante determinada por normalizagao)

> nilen (el
I
> CemEmEmig (g

l

p
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= Ce PHE=IN o) (). (61)
l

Utilizando novamente o fato que >, [¢1)(¢i| = I e nor-
malizando a constante C'

1
Tr(e_B(H_NN))

chegamos finalmente a
e—BH—uN)

0= TRy

Apéndice B

Neste apéndice detalharemos os passos para a obtencao
da fungao particao (H). Sabendo que o tra¢o de um ope-
rador ¢é independente da base do espago que se utiliza
para calculd-lo [E3], para se obter a Eq. (H) usaremos
{]7i)}, a base de H formada por autovetores comuns a
N e H. Temos entao,

Tr (B_B Soieiti—ays, flq‘,)
- Tr (e, i (Beita)s
=22 (Beita)ny

—_
— j—

ni,Na, > (64)

= (...,ng,n1|e

A expressao acima é composto pelo produto de fatores
da forma,

>, (Beita)h

(n;le” ng). (65)

Atuando com o operador 7n;, chegamos a expressao

Z H e*(5€i+a)ni

ni,no,... i
<Z e—([351+(x)n1> (Z e—([362+a)n2> . (66)
ni n2

Finalmente, como os indices n;, ¢ = 0,1, 2, ... assumem
0os mesmos valores em cada um das somas acima, po-
demos escrever a fungao de particao como o seguinte
produto

—_
—
—

+oo
SR | D (67)

i n=0
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