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A tecnologia tem permitido a obtencdo de dados experimentais de forma mais rdpida e facil através da uti-
lizagdo de dispositivos eletronicos que fazem parte do nosso dia a dia, tornando os experimentos fisicos mais
dinamicos e até mais precisos se comparados com métodos tradicionais de medidas. Neste trabalho sao apre-
sentados os resultados e andlise das medidas do momento de inércia de uma ripa. O experimento foi filmado
com um smartphone e os dados analisados pelo software livre “Tracker”. A fungao que descreve a oscilagao
amortecida teve seus parametros ajustados pelo proprio “Tracker” e pelo software Qtiplot. Comparando-se os
calculos realizados a partir dos parametros medidos com os resultados obtidos dos programas, conclui-se que o
“Tracker” é uma plataforma de estudo de movimentos com muitos recursos que permite um ajuste de fungoes
mais preciso na andlise dos dados.

Palavras-chave: oscilagoes amortecidas, “Tracker”, andlise de erros, momento de inércia.

Technology has allowed obtaining experimental data faster and easier through the use of electronic devices
that are part of our everyday life, which makes physical experiments more dynamical and even more accurate as
compared to traditional measurement methods. This paper presents the results and the analysis of measurements
of the moment of inertia of clapboard. The experiment was filmed with a smartphone and the data was analyzed
by the free software Tracker. The function that describes the damped oscillation had its own parameters set by
the Tracker and the Qtiplot softwares, in order to compare both of them. Comparing the calculations based on
the measured parameters with the results from the programs, it is concluded that the Tracker is a platform of

study with many features which allows more precise adjustment functions for the data analysis.
Keywords: damped oscillations, Tracker, error analysis, moment of inertia.

1. Introdugao

Alguns métodos para a determinacdo do momento de
inércia de um corpo, que expressa o grau de dificuldade
para alterar o movimento do corpo em rotacao, tém
sido discutidos na literatura. Alguns autores tém apre-
sentado montagens experimentais distintas para me-
dir o momento de inércia de diferentes corpos rigidos
[1-3]. Essas montagens envolvem basicamente a ob-
tencao dos parametros experimentais através de dis-
positivos eletronicos, utilizando sensores mecanicos ou
opticos. O avango da tecnologia tem permitido, no
entanto, a obtencao de dados experimentais de forma
mais rapida e facil, utilizando os mais diversos dispositi-
vos eletronicos disponiveis atualmente no mercado, tais
como smartphones e tablets [4, 5]. Agregado a este fato,
temos também hoje disponiveis na internet varios pro-
gramas de captura de imagens e tratamento de dados
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como, por exemplo, o “Tracker” [6-8], e 0o Qtiplot usado
na andlise de dados experimentais [9, 10]. O “Tracker”
permite o ajuste de vérias fungoes aos dados experimen-
tais podendo também, caso seja necessario, ser cons-
truido o préprio modelo matematico. O programa Qti-
Plot é outra solugao multiplataforma para visualizacao
e andlise de dados experimentais. Este programa ofe-
rece uma solucao alternativa a softwares proprietarios
extremamente caros. Apresenta véarias opgoes de ajus-
tes de curvas a dados experimentais, incluindo dados
espectrais multipicos e FFT. O ajuste é minimizado
pelo algoritmo de Levenberg-Marquadt a partir de uma
dada tolerancia.

Essas facilidades em obter os dados experimentais
e tratd-los matematicamente viabilizam a discussao de
conceitos fisicos através da realizagao de experimentos
junto aos alunos, principalmente nas escolas publicas
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carentes de laboratdérios de fisica.

A utilizacao de dispositivos eletronicos que fazem
parte do dia a dia do aluno torna os experimentos de
fisica mais dinamicos em comparagao com as técnicas
tradicionais utilizadas no laboratério como, por exem-
plo, a tomada de dados utilizando o cronoémetro e a
régua.

Neste trabalho foi realizada a filmagem do movi-
mento oscilatério de uma ripa com o auxilio de um
smartphone e os dados tratados com o auxilio dos pro-
gramas “Tracker” e Qtiplot. O momento de inércia
da ripa obtido estaticamente (a partir das medidas de
suas dimensoes geométricas) foi comparado com seu va-
lor obtido de forma dindmica, através da medida da
frequéncia de oscilacao fornecida pelo “Tracker”.

1.1. Oscilagao do péndulo fisico
dinamico)

(método

Corpos rigidos suspensos de modo a oscilar livremente
em um plano vertical, em torno de um eixo passando
pelo corpo, sao denominados péndulos fisicos. Esta con-
figuracao representa os péndulos reais, que apresentam
sua massa distribuida por vérias distancias relativa-
mente ao eixo de suspensao, generalizando o conceito de
péndulo simples. Neste, considera-se toda a sua massa
concentrada em um tinico ponto, a uma distancia cons-
tante do ponto de suspensao.

A Fig. 1 ilustra um péndulo fisico genérico, onde o
eixo de suspensao passa pelo ponto p. A oscilacao resul-
tante decorre da contribuigao da forga peso de cada ele-
mento de massa do corpo, ou seja, cada pedaco do corpo
com sua respectiva quantidade de massa estara sujeito
a forca gravitacional. No caso de corpos extensos com
massa total m, os efeitos de rotagao e translagao sao de-
vido a forga peso mg aplicada ao centro de massa deste
[11]. Este conceito vem das ideias de Arquimedes [12]:

...Chamamos de centro de gravidade de um
corpo ao ponto de aplicacao da forga gra-
vitacional. Ou seja, é o ponto neste corpo
onde atua toda a gravidade, o ponto onde
se localiza o peso do corpo. Ele também
pode ser chamado de centro do peso deste
corpo...

Durante a oscilagao, o corpo gira em torno do ponto
p (denominado piv6) com uma inércia rotacional I,. Na
Fig. 1 s@o representados o ponto p (pivd), a distancia
¢ do pivd ao centro de massa (CM) do corpo, a am-
plitude A do movimento oscilatério na dire¢do x e o
angulo 6 entre o vetor for¢a peso (mg) e a dire¢ao ao
longo da distancia ¢. Quando esta dire¢ao nao estiver
alinhada com a vertical, aparecerd um torque restau-
rador T, proporcional ao deslocamento angular 6 dado
por [13]
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Figura 1 - Representagdo do péndulo fisico. Extraido da Ref.
[14].

T = —mglsend, (1)

onde o sinal negativo exprime esta caracteristica de res-
tauragao - torque oposto ao deslocamento angular - le-
vando o corpo a uma condigao de equilibrio estavel.

Por outro lado, a dindmica dos corpos rigidos relaci-
ona este torque (ou momento da for¢a) & aceleragao an-
gular « do corpo durante sua rotacao, de forma andloga
a segunda lei de Newton

T = I, (2)

onde I, representa o momento de inércia do corpo em
relagdo ao ponto p (Fig. 1) e a sua aceleragio angular.

Da cinematica rotacional tem-se que a aceleracao
angular «a é dada pela segunda derivada temporal do
deslocamento angular 6, ou seja

d?o
a = PR (3)
de modo que o movimento oscilatério deste sistema é
descrito pela seguinte equacao dinamica

I,a = —mglsend, (4)

que, explicitando em termos de 6, produz juntamente
com a Eq. (B) a equagao diferencial de segunda ordem

2

P
dt?
Para oscilagoes de pequena amplitude, a apro-
ximagao senf ~ 6 (para 6 em radianos) simplifica a
Eq. (8) para a forma

+ mgl.senf = 0. (5)

2

Ty dt?

permitindo uma solugao mais simples na seguinte forma

+ mgl.0 = 0, (6)

0(t) = Gpcos(wt+ ¢), (7)
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onde 0y é o angulo a partir da vertical onde se iniciam
as oscilagoes e ¢ é uma constante de fase que é nula
se o movimento teve seu inicio cronometrado (¢t = 0)
na posi¢ao angular méxima 6, ou, se a cronometragem
iniciou em outro valor 6, ¢ é calculada em ¢ = 0 como
0 = Opcosdp = ¢ = arccos(0/6)).

A condigao de igualdade da Eq. (B) para qualquer
instante t exige que

B mg/l
w = 4", (5)

p

onde w = 27 f é a frequéncia angular do sistema osci-
latério, sendo f a frequéncia de oscilagao em Hz.

A amplitude A do sistema é dada pelo deslocamento
horizontal (eixo z), usando o centro de massa como re-
feréncia. Uma inspegao geométrica da Fig. 1 fornece

A = [ senfy. (9)

Utilizando-se a aproximacao para pequenas os-
cilagoes (send ~ 0), a relagdo (9) torna-se A = €6 e,
para qualquer posicao arbitraria na direcao horizontal,
x = £0. Sendo assim, pode-se multiplicar a Eq. (@) por
¢ resultando em

x(t) = Acos(wt + ). (10)

1.1.1. Solugao exata da Eq. (B)

Para o caso de angulos maiores, onde nao é aplicavel
a aproximacao senf ~ 6, Beer e cols. [15] mostram
como obter a solugao exata da Eq. (H) para um péndulo
simples, na forma de uma integral eliptica K, definida
de 6 = 0 a6 = Opax (Omax = 6o neste artigo).
Esta solugao leva a um periodo de oscilacao dado por
T = (2K/r).2m+/l/g, onde o termo entre parénteses
fornece a corregao necessaria para qualquer valor do
angulo inicial 8y. (A deducao desta integral eliptica K
é um tanto longa, entdo optamos por nao apresenta-la

J
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aqui.) A fim de estimar esta corregao, a Tabela 1 ex-
traida de Beer e cols. [15] mostra o fator 2K /7 para
alguns valores de 6.

Para o caso de péndulo fisico a quantidade \/¢/g
deve ser substituida por +/I,/mgl, deste modo o
periodo fica

T = <2K) omy | Lo (11)

T mgl

Consequentemente, a frequéncia angular
(w = 2n/T) para o caso anarménico nao amorte-
cido é dada por

T mgl
= — . 12
YT ok \ T, (12)

1.1.2. Oscilagoes amortecidas

Tais sistemas, mesmo com oscilagoes de pequena am-
plitude, estao sujeitos ao atrito de rotacao do pivo e
a resisténcia do ar. Isto inclui um torque 7 contrario
ao movimento que, em primeira aproximagao, é direta-
mente proporcional & velocidade de rotagdo df/dt em
torno do pivo

TR = —bdf)/dt. (13)

Desta forma, a oscilacao é denominada amortecida,
sendo b a constante de amortecimento, em que a ampli-
tude de oscilagao diminui com o tempo. Introduzindo
este termo adicional na Eq. (B), obtém-se

d26 do
—_ b— /60 = 0. 14
72 + i + mg 0 (14)

Dividindo a Eq. (IA) por I, tem-se

I

£, bdbmgt

- 6 = 0. 15
az T na I, (15)

Tabela 1 - Fator de correcao do periodo do péndulo em fung¢do da amplitude angular 6g.

0o 0° 10° 20° 30°

60° 90° 120° 150°  180°

2K/m 1,000 1,002 1,008 1,017

1,073 1,180 1,373 1,762 00

Extraido da Ref. [15].

A solugédo da Eq. (I3) é andloga ao caso massa-mola
amortecido [16]. Considerando a amplitude A do movi-
mento como sendo £, e a posicao na direcao x como £6,
a solugdo da Eq. () para pequenas oscilagoes resulta
em

x(t) = Ae /v cos (wt + ¢), (16)

onde x representa a amplitude horizontal de algum
ponto do corpo; A a amplitude inicial para x em ¢t = 0; b

a constante de amortecimento; I, o momento de inércia
do corpo; w a frequéncia angular de oscilagao e ¢ o ins-
tante de observacao da posi¢ao do corpo na direcao x.

.

E importante notar que a constante b refere-se a
um amortecimento rotacional, de dimensdes [M][L]?/[T]
(kg.m?/s no Sistema Internacional de Unidades).

A manutencao da funcdo cosseno na solucao da Eq.
() facilita a interpretagdo fisica, pois o movimento
se inicia com amplitude méxima, assim, tem-se a fase
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¢ =0.

Como o objetivo deste experimento é comparar valo-
res do momento de inércia I, de acordo com os modelos
estatico (usando a geometria da ripa) e dindmico (anali-
sando sua oscilagao), deve-se considerar o deslocamento
da frequéncia natural (w) devido ao amortecimento.
Assim, iremos diferenciar a frequéncia de oscilagdo nao
amortecida wy = 27 fy da frequéncia w = 27 f devido
ao amortecimento, conforme a Eq. (1)

b 2
W = OJ(Q) - (ﬁ) 5 (17)
P

sendo wy equivalente ao obtido na Eq. (8). Assim,
o célculo da frequéncia angular para o péndulo fisico

torna-se
2
mgl b
= — — | —. 1
v \/ Ip <2Ip ) (18)

1.2. Cailculo do momento de inércia (método
estitico)

O momento de inércia de uma placa retangular relativo
a um eixo perpendicular ao plano da mesma, que passa
pelo seu centro de massa [11] é dado por

Toa =m0 19
CM = mT’ (19)
sendo m a massa da placa, h o seu comprimento e w a
sua largura.

A placa utilizada no experimento é uma ripa de ge-
ometria semelhante a um paralelepipedo. Nesta cate-
goria, a espessura (dimensao ao longo do eixo pivo) nao
contribui para o valor do momento de inércia Ip,.

No caso em que o corpo oscila em relagao a um eixo
que passa por uma de suas extremidades, aplica-se o te-
orema dos eixos paralelos [11] para reavaliar o momento
de inércia I, relativo ao novo eixo de oscilacao

I, = Icy + mf?, (20)

onde / é a distancia entre o eixo que passa pelo centro
de massa (CM) e o novo eixo paralelo a este, posicio-
nado na extremidade da placa. Assim, o momento de
inércia recalculado para este novo eixo torna-se

h2 2
[p:mw_Fg?_ (21)
12
Substituindo a Eq. (E0) na Eq. (B) resulta na se-
guinte expressao para a frequéncia natural de oscilagao

sem amortecimento

2 _ gt
Wy = B2+ w?

. (22)
62
2
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A Eq. (E2) mostra claramente que a frequéncia
natural de oscilagao harmonica do péndulo fisico inde-
pende da sua massa.

Para o caso amortecido, a frequéncia apresentada
na Eq. (IC2) é reescrita como

2. Materiais e métodos

Neste estudo foi utilizada como placa uma ripa de eu-
calipto de massa m = (68,14 £+ 0,01) g, comprimento
h = (473,0 + 0,5) mm, largura w = (41,0 £+ 0,5) mm
e espessura a = (10,0 & 0,5)mm. A massa da ripa
foi aferida com balancga semianalitica e suas dimensoes
medidas com uma régua.

Para a determinacao da posicao do centro de massa
(CM) da ripa, foram efetuados trés furos com 2 mm de
diametro ao longo da sua extremidade. Os dois furos
externos foram utilizados para a determinacao do CM
pelo método do prumo [12], conforme ilustra a Fig. 2.
Neste método dependura-se a ripa por um dos furos ex-
ternos, soltando-a do repouso. Depois que a ripa oscilou
e atingiu o repouso, dependura-se no mesmo alfinete o
fio de prumo junto a ripa e, novamente, coloca-se o
conjunto para oscilar. Depois que o sistema “ripa + fio
de prumo” atinge o equilibrio, traga-se uma reta ver-
tical que coincide com a direcao indicada pelo fio de
prumo. Faz-se o mesmo procedimento pendurando-se o
sistema no furo da outra extremidade da ripa. O cruza-
mento das duas retas indica a posicao do CM da ripa.
A distancia entre o furo central (eixo de oscilag¢do) e o
CM da ripa foi medida com uma régua, cujo valor foi
de ¢ =(234,0£0,5) mm.

Fio de
prumo

Figura 2 - Ripa com o fio de prumo utilizado para a determinagao
do CM.
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Outro valor necessario para determinar o mo-
mento de inércia é o da aceleracao gravitacional
que, nos calculos do dia-a-dia geralmente utiliza-se
g = 9,8 m/s”. Segundo Lopes [17],

...E notéria a dificuldade de alguns alunos,
que ingressam no curso superior, em admitir
que a aceleracao da gravidade nao seja uma
grandeza fisica constante. Afinal, é natural
que, apds um longo perfodo de tempo (pelo
menos trés anos) usando 9,8 m/s? (ou seu
valor aproximado para 10 m/s?) ficasse con-
solidado, na mente do aluno, essa grandeza
fisica como sendo constante....

Este valor de 9,8 m/s? para g é uma aproximagao,
uma vez que supoe a Terra como sendo uma esfera per-
feita e com densidade homogénea. Na realidade, para
determinar o valor de g tem-se que levar em consi-
deragao a velocidade angular do planeta e o fato do
mesmo ser um referencial nao inercial. Segundo Ma-
roja e cols. [18]:

...A fim de estimar o valor de g com maior
precisao devemos nos reportar a mecanica
classica e levar em consideracao que a Terra
é um referencial nao inercial (acelerado) de-
vido ao movimento de rotagao. Também te-
mos de levar em conta fatores estaticos, sua
forma geométrica de geoide (achatamento
nos polos) bem como a altitude do local...

Devido a velocidade angular e ao achatamento do
planeta, a aceleracao da gravidade, a partir do nivel do
mar, aumenta seu valor ao percorrer-se um meridiano
no sentido dos polos. Varios autores tém proposto di-
ferentes expressoes matematicas para determinar o va-
lor da aceleracao da gravidade levando-se em conta a
latitude e/ou a altitude local [18-21]. Neste trabalho
usaremos a seguinte expressao, que considera tanto a
latitude quanto a altitude, para determinar o valor de
g na cidade de Sorocaba - SP [19].

g =9,7803184[1 + 0,0053024sen*L —
0,0000059sen?(2L)] — 3,086.10 °H,  (24)

onde L ¢ a latitude e H a altitude locais.
Maroja e cols. [18] comentam ainda que:

...A variacao do g sobre a superficie da terra
é aproximadamente 0,5%, devido a latitude,
aproximadamente 0,003% a cada 100 m de
altitude. A topografia local e as marés po-
dem causar pequenos efeitos. A incerteza no
valor de g obtido é geralmente menor que +
5 partes em 10°....
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A cidade de Sorocaba esta situada a uma altitude
de 601 m acima do nivel do mar, numa latitude de
23°30°06” [22]. Substituindo esses valores na relacdo
(24), obtém-se a aceleracdo da gravidade na cidade de
Sorocaba como sendo de 9,786679602 m/s?. Para efeito
de calculo neste trabalho arredondaremos o valor de g
para 9,79 m/s%.

Para as medidas do momento de inércia colocou-se
a ripa suspensa pelo furo central feito na sua extremi-
dade (Fig. 2), fixada a um eixo metdlico girando com
atrito bem pequeno de forma a garantir um regime de
oscilagcao subamortecido, em que ocorrem vérios ciclos
para melhorar a precisao do ajuste dos parametros da
fungao (I@), iniciando pela frequéncia.

O conjunto, apresentado na Fig. 3, teve suspensa
por tras uma folha em branco que sustentava uma régua
na sua extremidade inferior, para fins de calibragao de
escala.

O sistema foi posto a oscilar a partir de um angulo
de 4,8°, valor admissivel para a aproximagao senf ~ 6
realizada neste trabalho e que é discutido mais detalha-
damente na secao 3.4. Para medir o angulo inicial de
inclinacao 6y da ripa em relagao a vertical foi utilizado
o préprio transferidor do “Tracker”, indicado na Fig. 3.

Como um dos objetivos do experimento é utili-
zar configuracoes e equipamentos acessiveis, utilizou-se
para a filmagem do movimento um smartphone, com
camera de resolugao 5 MP, tomada a uma distancia
aproximada de 20 cm do conjunto. A duracdo da filma-
gem foi de aproximadamente 45 s, gerando 520 quadros
com dados de tempo e posicoes nas diregoes z e y. A
oscilagdo inicia no quadro n® 32 (¢t = 2,56 s), quando a
ripa foi liberada, e termina no quadro 552 (¢t = 44,07 s).

2.1. Medidas com o “Tracker”

O “Tracker” é um software livre que trabalha com a
linguagem Java para andalise e modelagem de movimen-
tos gravados em video [6, 7, 8]. Ele tem sido proposto
como alternativa para a coleta e anélise de dados expe-
rimentais.

A tomada das posi¢oes do péndulo durante sua os-
cilacdo foi realizada inicialmente através do posicio-
namento do eixo de referéncia e da escala (em lilds
e azul, respectivamente na Fig. 3), calibrados com
auxilio da imagem da régua. Em seguida, foram mar-
cadas as posigoes de um ponto da ripa em cada frame
do video. Estas marcagoes consistem em “clicks” na
imagem sobre o ponto escolhido que percorre sua tra-
jetoria durante a oscilagao. Foram tomadas as posicoes
na diregao horizontal (x), usando como origem das co-
ordenadas aquelas definidas pelos eixos de cor lilas da
Fig. 3.

No caso da ripa, este ponto rastreado nao precisa
necessariamente estar em sua extremidade, pois todos
os pontos da mesma seguirao trajetorias conforme a
fungao (I@).
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3. Resultados e discussao

De posse dos dados experimentais efetuou-se a andlise
dos resultados fornecidos pelo “Tracker” e pelo pro-
grama Qtiplot.

oo |

Arquivo Editar Video Trajetérias Coordenadas Janela Ajuda

EH|& %8 v L kv = B | Q7w
¥ _° transferidor A angulo[-4.8° |

S NS A A|E

| 00=4,80

agillar, %6 (b, 34 3332

Tt
T 1m 1m0 Bl

82 23 4 3

4] il D

Figura 3 - Visualizacao da tela do “Tracker”.

3.1. Ajuste dos parametros

Para o ajuste da fungao (@) foi utilizado o préprio
“Tracker” e feita uma busca de programas livres que
também ajustassem esse tipo de funcao. Para esse pro-
cesso utiliza-se a janela “Data Tool” do “Tracker”. Com
a opgao “autofit” habilitada, informa-se a margem de
erro admissivel para cada pardmetro (10, 1 ou 0,1%)
para a otimizacao automatica dos mesmos. Frequente-
mente é necessdrio informar os valores dos parametros
iniciais para que o programa inicie o processo de ajuste
de modo a possibilitar sua convergéncia. Entre os pro-
gramas testados, o tinico que possibilitou um ajuste si-
milar ao do “Tracker” foi o programa Qtiplot [9, 10]. No
caso do ajuste utilizando o “Tracker”, basta “clicar”
diretamente no grafico com o botao direito do mouse
e, no menu flutuante, selecionar a opgao “Analisar”. A
fungao ajustada segue o modelo de oscilagao harmonica
amortecida mostrada na Eq. (@), porém, a constante
de fase ¢ foi transformada em um deslocamento no
tempo (¢ = —wtg) e w = 27f escrito explicitamente
para fins de ajuste experimental, segundo a fungio (E3)

2(t) = A e B(t ~ ) cog 27.f (t—to)] +C, (25)
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em que tg assinala o inicio do movimento em relacao a
filmagem, o parametro C é a posicao da linha de base
dos pontos e B = b/2I,, o pardmetro de amortecimento
baseado na Eq. (I3).

Inserindo a fungao de ajuste e valores iniciais para os
parametros, a expressao fornecida pelo “Tracker” apds
a convergeéncia dos valores foi

x(t) = 44,0 e~ %04 cos[270, 89(t — 2, 58)] — 1,49,
com desvio médio quadratico de 3,05 (Tabela 2).
O grafico apresentado na Fig. 4 mostra os pontos

experimentais e o ajuste da funcdo (@), ambos obtidos
pelo “Tracker”.

60
40

]
20— !

x (mm)
o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo (s)

Figura 4 - Pontos experimentais (em azul) e curva da fungao x(t)
ajustada pelo “Tracker” (linha continua em vermelho).

O mesmo ajuste realizado com o programa Qtiplot,
resultou na seguinte expressao

x(t) = 42,4400 cos[270, 89(t — 2,56)] — 1,0,

com desvio médio quadrético de 4,78.

Devido ao menor desvio médio quadratico, adotou-
se o ajuste realizado pelo “Tracker”. Os valores desses
parametros estao sumarizados na Tabela 2.

3.2. Momentos de inércia

O momento de inércia calculado para o modelo estatico
a partir da relagao (E0) fornece o seguinte valor

I, = 0,005011026 kg.m>. |

A incerteza no valor do momento de inércia I, obtido a partir da Eq. (EI), é calculada pela expressao de

propagacao de erro dada pela relagao (E8) [23]

(o1, \* . (oI,

2 2 2
ol o1,
) + (an’;ém> + (82’56) . (26)



Estudo das oscilagées amortecidas de um péndulo fisico com o auxilio do “Tracker”

Derivando a expressao (EI) e substituindo na
Eq. (E8), obtemos um valor para a incerteza no cdlculo
do momento de inércia de 0,000016187 kg.m?. Por-
tanto, considerando as regras de arredondamento e de
algarismos significativos [23] o valor calculado para I,,,
a partir dos parametros medidos inicialmente (h, w e
m), é expresso na seguinte forma

I, = (0,00501 % 0,00002) kg.m>. 27
p

Para obter o I, dinamico utilizam-se os valores dos
parametros fornecidos pelo “Tracker” (apresentados na
Tabela 2) e a relagao (I[A), reescrita abaixo substituindo
(b/21,)? por B?

w? =wi — B2 (28)

O ajuste realizado pelo “Tracker” fornece um valor
para B = 0,049 s—!, o que resulta em B? = 0,0024 s~2,
f =089 Hz e w? = (27 f)? = 31,2391 (rd/s)?. Substi-
tuindo esses valores na Eq. (28) tem-se w? = 31,2415
(rd/s)?. O erro relativo entre os valores de w? e w? é
0,008%. Observando a relagao (28), tem-se que o fato
de B ser pequeno (B << wp) implica em w &~ wy. Este
resultado é consistente com o decaimento visualizado na
Fig. 4, visto que a amplitude do movimento oscilatério
dada pelo termo Ae~ B! da relagio (I3) deve diminuir
gradualmente com o tempo.

O valor de I, dindmico é entao calculado pela se-
guinte relacao

mgl  0,06814 x 9,79 x 0,234
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A incerteza do momento de inércia obtido da
Eq. (E9) é calculada utilizando propagacao de erro [23]
a partir das relagoes a seguir

Swi = 2. wp. dwo, (30)

ar . \* (or N\* [or ?
oy = —0 —/ dwd ) . (31
)+ () () o
Substituindo os valores obtidos nas duas relagoes
acima, resulta num erro total para o momento de inércia
I, de 61, = 0,0001375 kg.m?. Portanto, o resultado fi-
nal para o momento de inércia dinamico levando-se em

conta os ajustes realizados pelo “Tracker” fica na se-
guinte forma

I, = (0,00499 = 0,00013) kg.m?. (32)

Comparando os resultados da Eq. (27) e da Eq. (32)
observa-se um erro relativo de 0,4%. Este erro é menor
se comparado com os resultados da literatura. Pintao
e cols. [2] utilizaram uma montagem com sensor éptico
para o estudo do movimento de um disco rigido. Neste
trabalho o momento de inércia foi obtido indiretamente
através da corrente elétrica do sistema de deteccao
eletrénico, resultando num erro menor que 5% entre
o momento de inércia tedrico e o experimental. No tra-
balho de Bonagamba e cols. [24], que também utilizou
um sistema de detecgao 6ptico com sensor e receptor in-
fravermelhos, no estudo de oscilagao de corpos rigidos,

Iy = w2 31.2415 ) (29) obteve erros relativos que variaram de 1,4% a 3,4%.
0 ) o
Eadkhong e cols. [3] utilizou o “Tracker” no estudo do
momento de inércia de um cilindro, obtendo erros na
I, = 0,0049965kg.m>. faixa de 0,4% a 3,3%. |
Tabela 2 - Valores dos parametros ajustados pelo “Tracker”.
Angulo inicial to (s) t (s) A (mm) B (s71) f (Hz) C (mm) Desvio médio quadratico
4,8° 2,58 £ 1% 2,56 a 43,99 44,00 + 1% 0,049 + 1% 0,89 £ 1% -1,49 + 1% 3,05

3.3. Constante de amortecimento
Obtido o valor do momento de inércia dinamico, torna-

se possivel calcular a constante de amortecimento rota-
cional deste movimento como

b= B2I, = (0,049) x 2 x (0,00499),
b = 0,000489 kg.m?*/s.

A incerteza desta constante é dada por

b > [ 0b 2
— —~ .§B — .5
i ﬂaB )+ (241"
resultando em db = 0,0000137 kg.mQ/s, de modo que

b = (0,00049 £ 0,00001) kg.m?/s.

A constante de amortecimento é muito pequena,
mas diferente de zero, o que faz com que as frequéncias
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angulares harmonica nao amortecida (wp = 5,5819 rd/s,
Eq. (32)) e anarménica amortecida (w = 5,5817 rd/s,
Eq. (28)) sejam praticamente iguais. A amplitude da
Eq. (m), que é o termo Ae "/2/P diminui gradual-
mente com o tempo e corresponde a envoltéria da curva
da Fig. 4 como discutido no item 3.2.

3.4. Desvio do regime harmoénico

O angulo inicial de 4,8° para este experimento é aproxi-
madamente igual a 0,08 radianos. Segundo a literatura
[16] o angulo § mostrado na Fig. 1 pode ser considerado
pequeno quando senf ~ 6 (com 6 em radianos), o que
permitiu simplificar a Eq. (B) e utilizar as relagoes (D)
e (@). No caso de § = 0,08 rd, tem-se senf = 0,0799,
o que resulta num erro menor que 0,1%. Este argu-
mento permitiu considerar este angulo de 4,8° como
sendo bem pequeno de modo a empregar a fungao (D)
na condicao de oscilagao harmonica amortecida. Esta
é a justificativa que geralmente se encontra nos livros
texto.

Uma argumentacao mais completa para esse tipo
de aproximagao é a apresentada na segao 1.1 (Solugao
exata da Eq. (B)). De acordo com a Tabela 1, o termo
de correcao 2K /7 pode ser estimado em 1,001 por uma
interpolagéo linear no intervalo de 0° a 10° (Fig. 5).

Utilizando os valores dos parametros estaticos tem-
se o valor para a frequéncia angular harmoénica nao
amortecida wg - lembrando que wq é equivalente ao ob-
tido na Eq. (B) - dada por

Fator de desvio da condigao
Onica
—
o =
o o
0 =

0 10 20 30
Deflexao inicial do péndulo (°)

Figura 5 - Gréfico obtido com os dados da Tabela 1.

o [mat _ \/0706814 X 9,790,234
o\ 0,00501 -

5,58191d / s. (33)

Aplicando-se a correcao para o caso anarmonico,
discutido na secao 1.1 (solugdo exata da Eq. (B)),
e a interpolagao linear ja discutida acima, tem-se a
frequéncia angular anarmonica nao amortecida dada
pela Eq. (I32)

Bonventi Jr. e Aranha

wo x 5,5819 = 55763 rd/s  (34)

~ 1,001

A diferenga percentual entre os valores de wy ob-
tidos nas Egs. (32) e (33) é de 0,1%, que é uma or-
dem de grandeza inferior ao desvio experimental de 1%
na frequéncia angular. Portanto, considera-se que o
sistema pode ser aproximado ao regime de oscilagao
harmoénica amortecida.

4. Conclusoes

O uso do programa “Tracker” facilitou a tomada e a
analise dos dados experimentais, e seus resultados apre-
sentaram grande concordancia com os calculos do mo-
mento de inércia obtido a partir das dimensées da ripa.

A disseminagao de aparelhos portéteis tais como ta-
blets e smartphones, com capacidade de filmagem, bem
como a disponibilidade de computadores atualmente
nas escolas e a gratuidade deste programa, permitem
uma maior facilidade no aprendizado dos alunos no es-
tudo de fenémenos fisicos.

Os resultados mostraram que o ajuste realizado com
o programa “Tracker” é mais preciso do que o ob-
tido através do programa Qtiplot, para obtencao dos
pardametros do movimento oscilatério. Além disso, o
“Tracker” é um ambiente em que integra o video, a co-
leta de dados e os calculos necessarios para o problema
em estudo, facilitando as analises dos parametros expe-
rimentais de movimentos.

Esta forma de andlise experimental também permi-
tiu a comparagao com os modelos teéricos harmonico e
anarmonico, além de estimar o fator de amortecimento
com precisao de 1%, o que, didaticamente, permite a
comparagao de um sistema real diante de um modelo
de movimento e a estimativa dos desvios ocorridos.
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