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Apresentamos o método espectral de Galerkin como uma ferramenta para a quantizagao de sistemas hamilto-
nianos. Este método pode ser introduzido como um tépico em uma disciplina de introdugao a mecanica quantica
em um curso de graduagao em fisica. Comparado ao método de diferengas finitas, o método espectral possibilita
precisdo muito maior, além de fornecer expressdes analiticas aproximadas para as autofungdes de energia, e é
suficientemente simples para ser exposto em cerca de quatro horas-aula. No presente trabalho, apresentamos o
método em detalhe, aplicando-o & equagao de Schrédinger para o oscilador harmonico simples e para o oscilador
harmoénico quéartico. A precisdo dos resultados é comparada aos fornecidos pelo método de diferengas finitas.
Palavras-chave: sistemas hamiltonianos, equagao de Schrodinger, método espectral de Galerkin.

We present the Galerkin spectral method as a tool for the quantization of hamiltonian systems. This method
can be introduced as a topic in an undergraduate introductory Physics course on Quantum Mechanics. Com-
pared to the finite differences method, the spectral method allows greater precision, in addition to providing
analytical expressions for the energy eigenfunctions, as well as being sufficiently simple to be exposed in about
four hours. In the present work, we present the method in detail, applying it to the Schrédinger equation for the
simple harmonic oscillator and for the quartic oscillator. The precision of results is compared to those yielded

by the method of finite differences.
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1. Introducgao

A mecanica quantica é a teoria que descreve os sis-
temas fisicos em escala atomica e sub-atomica. Sua
importancia advém dos muitos fenémenos fisicos cu-
jas explicacOes somente sdo possiveis quando efeitos
quanticos sao levados em consideracao; por exemplo,
a questao da estabilidade do dtomo. De acordo com
a mecanica cldssica [M] e a teoria eletromagnética de
Maxwell [B], o d&tomo de hidrogénio seria instével, pois
uma particula carregada como o elétron, ao percor-
rer sua 6rbita em torno do ntcleo, iria perder energia
na forma de radiacao eletromagnética, devido a ace-
leragao, vindo finalmente a colapsar no nicleo atéomico
no curtissimo intervalo de tempo de aproximadamente
1,6 x 107 s [B. A teoria quintica também des-
creve com precisdo diversos fenémenos macroscopicos
oriundos do comportamento coletivo de entidades mi-
croscopicas como a radiagao de corpo negro (descrita
por Planck em 1901) a supercondutividade (obser-
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vada pela primeira vez em 1911 na Holanda por Heike
Kamerlingh-Onne) e a superfluidez (descoberta em
1937 por Pyotr Kapitsa, John F. Allen e Don Misener
ao estudarem o hélio liquido). Transistores e circuitos
integrados sao exemplos de aplicagoes tecnoldgicas de
efeitos quanticos, e hé ainda possiveis futuras aplicacoes
como a computacdo quantica [@] e o monitor de tele-
visdo com tela de pontos qudnticos [H]. Devido a tudo
que foi exposto acima, o ensino de mecanica quantica
para estudantes de fisica e engenharia torna-se muito
importante. Para as dreas de engenharia, Maria Greca
e cols. [B] apresentam uma proposta para o ensino de
mecanica quantica.

No estudo sobre a mecéanica quantica e seus efei-
tos, a determinacao da funcao de onda de um deter-
minado sistema é o ponto central na descricao do seu
comportamento. Por outro lado, esta nao é uma ta-
refa muito facil. Solugoes analiticas para a equagao de
Schrédinger sao dificeis de serem obtidas, e poucos sao
0s casos em que isto é possivel. Por conta desta difi-
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culdade, intimeros métodos [@-I2] tém sido propostos
na tentativa de descricao de diversos sistemas fisicos.
Apesar disto, a maioria dos cursos de graduacdo em
Fisica limita-se a discutir apenas os métodos WKB [I[3]
e a teoria de perturbacao independente e dependente
do tempo [M]. Neste artigo, propomos a introdugao
do método espectral de Galerkin, a ser ministrado du-
rante a disciplina introdutéria a mecanica quantica, em
aproximadamente 4 horas-aula. O método de Galer-
kin tem sido utilizado para descrigao de estados liga-
dos [[@-I¥] com precisdo muito superior ao do método
de diferencas finitas, fornecendo ao discente uma ex-
pressao analitica aproximada para os autoestados de
energia e consequentemente para a fungdo de onda.

O método de Galerkin também tem sido utili-
zado para a quantizacao de modelos cosmoldgicos
homogéneos e isotrépicos de Friedmann-Robertson-
Walker [[@,7,0[]. Porém, nestes casos a equagao que
governa a dinamica quantica do sistema nao é a equagao
de Schrédinger, mas a equagao de Wheeler-DeWitt, da
qual a equagao de Schrodinger é um caso particular.

Na secao 2, apresentamos algumas consideragoes
sobre as equagoes de Schrodinger e Wheeler-DeWitt.
Na secao 3 o método espectral de Galerkin é apresen-
tado em detalhes, e na segao 4 o aplicamos ao caso de
um oscilador harmoénico na semi-reta, calculando seus
5 niveis mais baixos de energia. Pacotes de onda sao
construidos e o valor médio da posicao e as incertezas
associadas sao calculadas. Em seguida comparamos o
resultado numérico para o espectro de energia com o
resultado analitico, conhecido na literatura. Também
comparamos o resultado obtido para o espectro de ener-
gia com aquele obtido usando o método de diferencas fi-
nitas. Na se¢ao 5 aplicamos o método, respectivamente,
a um oscilador anarmonico quartico na semi-reta. Na
se¢do 6, apresentamos nossos comentdrios finais e con-
clusoes.

2. As equacgoes de Schrodinger e de
Wheeler-Dewitt

No estudo sobre os fendmenos quanticos (que ocor-
rem em escala atOmica e sub-atdmicas), a deter-
minagdo da funcao de onda ¥(g,t) de um sistema
fisico, em funcao das coordenadas generalizadas ¢ =
(¢1,92,-.-,9n) e do tempo ¢, é de vital importancia,
pois nelas estao contidas todas as informagoes relevan-
tes para as propriedades fisicas do sistema [[@]. Em
outras palavras, o conhecimento, para um determinado
sistema fisico, de sua funcao de onda W(g,t) possibi-
litard a descricao dos possiveis estados desse sistema.
Em geral, ¥U(q,t) é uma fungio complexa, sendo seu
significado fisico fornecido pela sua norma, |¥(q,t)|2.
Esta dltima é uma fungao real e pode ser interpretada
como a probabilidade, por unidade de tempo, de uma
particula ser detectada em um elemento de volume d™¥¢q
em torno da configuracdo ¢ em um dado instante de
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tempo ¢.

A descricao da evolucao temporal do estado
quantico é fornecida pela conhecida equagdo de
Schrédinger

H(q,t) = mM, (1)

ot

proposta em 1925 por Erwin Schrédinger, na qual H
é o operador auto-adjunto denominado Hamiltoniano.
No restante deste trabalho, utilizaremos o sistema de
unidades natural, em que A = 1. No processo de quan-
tizagao de sistemas hamiltonianos, elevamos ao grau de
operadores as coordenadas ¢; e os momenta canonica-
mente conjugados p;

qi — Gi, DPi — Di, (2)

definidos pela sua atuacdo sobre um estado do espaco
de Hilbert |a >,

0
4. o > . (3)

Gila >=qila >, pila >= —i

Exemplifiquemos considerando o caso unidimensio-
nal ¢ = (z) de uma particula de massa m submetida a
um potencial V(z). A fungao de Hamilton H assume
a forma

H= in + V(). (4)

2m
Logo, aplicando as relagdes (B) e (B) na Eq. (@), encon-
tramos a equacao de Schrodinger unidimensional

1 02 ov(z,t
<_2m<9xQ+V(x)> U (z,t) :i%. (5)
Uma outra equagao quantica na qual podemos apli-
car o método espectral para obtermos solugoes aproxi-
madas é a equacdao de Wheeler-De Witt, obtida ao quan-
tizarmos canonicamente a relatividade geral. Esta teo-
ria pode ser colocada na forma hamiltoniana via forma-
lismo ADM [B0]; obtém-se uma teoria com vinculos [E],
e a sua quantizacao pode ser feita através do método
de Dirac [E2]. Um dos vinculos da relatividade geral
envolve a prépria fungao de Hamilton

H(q,p) = 0. (6)

A quantizacao de sistemas que respeitem o vinculo des-
crito leva a equacao

H¥(q,t) = 0. (7)

No caso da cosmologia quantica, esta equagao da
origem a equacao de Wheeler-DeWitt [23]. Trata-se
de uma equacao diferencial funcional, definida em um
espaco no qual todas as geometrias espaciais possiveis
existem: o superespago. Mas para esse superespago
nenhuma solucao exata é conhecida até o momento.
Uma forma de obtermos solugbes para esta equagao
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consiste em restringirmos o nimero de graus de liber-
dade, limitando as solugoes ao que chamamos de mini-
superespago.

Como exemplo, vamos considerar neste mini-
superespago os modelos homogéneos e isotrépicos de
Friedmann-Robertson- Walker [E4] cujo conteido mate-
rial consista em poeira e uma constante cosmolégica.
Fazendo uso do formalismo variacional de Schultz para
fluidos [EF], e do formalismo de Dirac, a equagdo de
Wheeler-DeWitt associada a estes modelos assume a
forma

0 2 4 _ ¥ (a, )
(8@2 + 144ka — 24Aa ) \Il(ll7t) =1 24 CLT,
(8)

em que a é o fator de escala do universo, k a curvatura
da secao espacial e A é a constante cosmoldgica. Nao é
nossa intengao discutirmos os detalhes desses modelos
em cosmologia quantica neste trabalho; nosso intuito
é chamar a atencdo para a diferenga entre a equacao
de Schrodinger (B) e a equagdo de Wheeler-DeWitt
(8). Aqueles interessados em conhecer mais sobre es-
ses modelos sugerimos a Ref. [Z8]. De um modo geral,
a equacao de Wheeler-DeWitt apresenta uma fungao
g(a) do fator de escala multiplicando o termo de deri-
vada temporal (em nosso exemplo, Eq. (B), temos g(a)
= a). Assim, quando g(a) = 1, a equacao de Wheeler-
DeWitt se reduz a equagao de Schrodinger. Conforme
veremos na se¢ao seguinte, o método espectral pode ser
aplicado em ambas as equagoes.

Consideraremos equagbes diferenciais ordindrias da
forma

2
(- + f@) v =B g0uta).
definidas na semi-reta € [0,00), sendo f(z) e g(z)
fungoes conhecidas de varidvel espacial z, 1¥(x) a parte
espacial da funcdo de onda (complexa) do sistema
quantico, e E o autovalor de energia. (A equagao de
Schrodinger é obtida quando g(z) = 1.)
Da Eq. (8) e de condigbes de contorno da forma

lim (C1 (2) + Cot(x) ) =
mll)n;o (C’l W(z) + Cat)’ () ) =0,

em que (Cq,C3) s@o constantes, pode-se mostrar
que [27]

(- B,) / Tz (@) g(@) vy(x) =0, (10)

em que {E;, E; } sao autovalores correspondentes as au-
tofuncoes {1;(x),¥;(x)}, respectivamente. Se E; # Ej,
obtemos

/0 " dw 3 (2) 9(e) ;) = 0. (11)
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O lado esquerdo desta equacao é definido como
sendo o produto interno entre as funcoes 1; e ;, deno-
tado como (%;, 1;). Para duas funcées ¥ e ® quaisquer,
temos

(0,0) = /000 dx U*(z) g(z)®(x). (12)

Duas fungoes sao ditas ortogonais se o seu produto in-
terno for nulo.

Observe a presenca da func¢do-peso g(z) na Eq. (8),
definida a menos de uma constante multiplicativa. Com
o produto interno definido deste modo, dois estados
quénticos para os quais uma medida da grandeza F cer-
tamente fornega resultados distintos séo ortogonais [23].
Esta definicao também garante que o o operador Hamil-
toniano
d2

H=-02

+ f(x) (13)

seja auto-adjunto [29]

(¢, Hv) = (Ho, ). (14)

Tendo em vista que a fungao de onda 1 (z) deve ten-
der a zero suficientemente rapido para x — 0o, podemos
restringir, para fins de calculos numéricos, o dominio
da equagdo ao intervalo x € [0, L] o que equivale a co-
locarmos duas barreiras de potencial infinito em z =
0 e x = L, o que nos leva as condigoes de contorno
(0) = (L) = 0.

Seja 1, (x) a autofuncdo associada ao p-ésimo auto-
valor F,,. Escolhamos uma base ortonormal finita de N
fungdes para expandirmos 1, (x); uma possivel escolha

e
N
(@) ~ \/?; APsin(22), (1)

com os coeficientes AY) a determinar. (O método de
Galerkin requer que as fungoes da base escolhida sa-
tisfagam as condigGes de contorno em z = 0 e =z =
L [B0].) Expandimos de modo anélogo os termos con-
tendo f(z) e g(z) na Eq. (8),

f(@)ip(a) ~ \/z S Fsin (7). o

g(z)p(x) = \/Eiv: GP) sin (?) ) (17)
n=1

0 que nos leva a relagGes entre os coeficientes da forma

N

FP =" &, AP, (18)
m=1
N

GP = TomAl, (19)
m=1

tal que

Dy = Z2L/0L sin (nLLx> f(z)sin (m;mc) dz, (20)
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Ly = Z/OL sin (?) g(x) sin (?) dx. (21)

Com estas expansoes, Eq. (8) fornece

N N
(5) 40+ 3 @0nd = B3 T, (2
m=1

m=1

ou, na forma matricial,
AAP) = E,TAP (23)

em que os elementos da matrix I' (N x N) sdo dados

pela Eq. (20); A®) é uma matriz coluna (1 x N) com

elementos A%, e A é a matriz (N x N) com elementos

nm

Apm = (7)2 Snm + Prom (24)

A solucao da Eq. (E3) fornece os autovalores E, e auto-
vetores AP) e assim as autofuncoes aproximadas Yp(2)
da Eq. (I3).

A posicao esperada em funcdo do tempo de um
pacote de onda ¥(z,t), combinacdo linear das auto-
funcoes, é

(z) () = /0 T e U () g(2) 2 U t),  (25)

e a incerteza na posigao, também como funcao do
tempo, é dada por

(x2) — (z)?
= VO dx U*(x,t) g(z) 2 U(x,t)

_ ( /O e U () g(2) @ \P(:c,t)ﬂ " (26)

o(t)

Em termos praticos: para resolvermos a equagao de
autovalores (H), tomamos autofuncoes aproximadas da
forma ([3); esta forma nos leva & equacao matricial de
autovalores (E3); a solugao desta nos fornece os valores
aproximados das auto-energias e dos coeficientes das
autofuncoes.

A guisa de exemplo, considere uma particula em um
pogo finito junto a origem de largura a e altura Vg, re-
presentado por um potencial da forma (vide Fig. W)

0, se 0<z<a
V(x){VO, se r>a. (27)
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V(x)

~

Figura 1 - Forma do potencial de um pogo finito junto & origem,
de largura a e altura V.

Vamos determinar os autovalores e autofuncoes
aproximadas dos estados ligados deste sistema, ou seja,
aqueles cujas autofuncdes sejam nulas em regides afas-
tadas do pogo, situado junto a origem. A equacao de
Schroedinger independente do tempo é da forma

( @ V(:v)) W(z) = By(a), (28)

da?

o que equivale a fazermos f(z) =V (x) e g(z) =1 na
equacao geral (H). Para construirmos a equacao matri-
cial de autovalores (E3) para este caso, precisamos cal-
cular os elementos de matriz ®,, ,, e I'y, 5, dados pelas
Egs. (£0) e (ED), respectivamente. Escolhendo L = 2a,
obtemos

Vi 2a
D = —0/ sin (@) sin (mmv) dz, (29)
’ a J, 2a 2a
2a

1 . /nmx\ . /MmTX
Lom = 5/0 sm(%)sm(w)dm (30)

Por sua vez, estas integrais definidas podem ser obtidas
a partir da primitiva

T a nrT
= — ——sin(——), se n =m;
2 nmw a
. a [ , (mrm) (mmc)
={ ——5——— |msin(——)cos(——) —
e w(n2 —m?2) 2a 2a

nTr\ . (nrx
N cos (—) sin (—)}, se n # m.
2a 2a

(32)
Como consequéncia,
o - E . %, _ > sen =m; (33)
¢ ’ 0, se n # m.
%, 1, se n =m;
Fpm = EFom| = (34)
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Portanto,

n27r2 V()
+ -
4a? 2’

, se n = m;
Apm = (35)
0, se n # m.

Utilizemos N = 3 niveis para a autofun¢do aproxi-
mada (I3)

Yp(z) = [A(p)sm(2 >+A(p)sm(a)

Jr
Agp) sin (37“)}

7

7T2 VO
—+ ——-F
4q2 + 2 P
M= m
= O a2
0

Para que este sistema admita solugoes nao-triviais
AP £ 0, impomos a condicao det(M)=0. Desta
equagao obtemos os valores admissiveis para £, forne-
cendo assim os niveis mais baixos do espectro aproxi-
mado de autovalores do problema. Os coeficientes AP)
correspondentes sao obtidos ao inserirmos cada um des-
tes valores de E, na Eq. (Bd). Obtemos os seguintes
autovalores e autofuncoes aproximadas.

2 Vo 1 T
El 4&2 7 ) ¢1($) - 701 S (?) ) (40)
I 1) 1 T
Ba=T54 3 L (@)= —zsin(T)5 (4)
2V 1 . [(3nzx
Es = 12 TS o Vs(z) = Va Si <2a> (42)

3. O oscilador harmoénico na semi-reta
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Obtemos da Eq. (E3) a equagdo matricial
2 Vo
42 0 0
4a? + 2 >y ASP)
0 % + 5 0 =E, | AY
o0 b A
4a? 2
(37)
ou
MA® =, (38)
em que
0 0
1%
2 - E, 0 (39)
97T Vo
0 —F
4a2 Ty 2 P

método usando como teste o oscilador harmonico unidi-
mensional [B] na semi-reta (z > 0), que possui solugbes
analiticas bem conhecidas (as autofungdes impares do
oscilador harmonico para x € R e seus respectivos au-
tovalores).

ST | a(e) = Bo).

Faremos uso do pacote Spectral [B2], que imple-
menta o método espectral para obtencao de solugoes
das equacoes de Wheeler-DeWitt e Schrédinger, bem
como oferece um conjunto de ferramentas para veri-
ficagao das solugoes, nas linguagens Maple e Octave. O
pacote e o manual do usuario encontram-se disponiveis
na Ref. [E3].

A Tabela O, com dados calculados pelo pacote
Spectral para N = 100 niveis e amplitude de intervalo
L = 10, exibe os cinco niveis mais baixos de energia e

os compara com os resultados obtidos usando o método

(43)

Primeiramente, vamos comparar a precisao do de diferencas finitas [Bd].
Tabela 1 - Espectro de energia para os 5 primeiros niveis de energia do oscilador harmoénico (com # = 1 e w = 1). Aqui, os En

B

representam os niveis de energia exatos,

os niveis calculados via método das diferengas finitas, e Ey,

€S ’ . .
(esp) os niveis calculados via

método espectral. Os erros absolutos dos niveis de energia calculados via método das diferengas finitas e via método espectral em relacao

o = d e . . . -
aos niveis exatos sao dados por JEr(L ) o 6E7<LF gp), respectivamente. Observe que os erros absolutos associados ao método espectral sdo
muito menores do que os do método de diferengas finitas.

n Espectro de energia do oscilador harmonico na semi-reta
En=hw(ntl) B B SESD — B, — BT SEL) = |B, — B
1 1.5 1.499972221666703  1.499999999999893  2.7778333297 x 10~ 2 11x 10713
2 3.5 3.499861105493002  3.499999999999906  1.38894506998 x 10~4 9.0 x 1014
3 5.5 5.499661090058020  5.499999999999967  3.38909941980 x 10~* 3.0 x 10714
4 7.5 7.499372169433199  7.499999999999972  6.27830566801 x 10~ 3.0 x 10714
5 9.5 9.498994337688250  9.499999999999931  1.00566231175 x 1073 7.0 x 10714
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A Tabela @ mostra que os valores do espectro ob-
tido através do método espectral sao muito proximos
dos valores tedricos. O maior desvio encontrado é da
ordem de 5Er(f.§,f) ~ 10713 para os 5 primeiros niveis,
ao passo que o desvio maximo para o método das dife-
rencas finitas é da ordem de §E,(,‘11£,)( ~ 1073,

Os autoestados associados aos autovalores mostra-
dos na Tabela 0 sao representados na Fig. O.

Pacotes de onda podem ser construidos através da
superposi¢ao de um nuimero finito N de autoestados,

N
U(a,t) = 3 Cutbu(w)e P, (44)

e a dindmica destes estudada. A Fig. B exibe o com-
portamento de um pacote de onda construido pela su-
perposicao dos cinco primeiros niveis (ou seja, Cp, = 1
paral <n <5e(C, =0paran > 5) em cinco instantes
de tempo diferentes.

A descricio do comportamento dos sistemas
quanticos envolve os conceitos de walor esperado e de
incerteza de uma grandeza fisica. O valor esperado de

0,94 0,84
(a)

0,8
0,61
0,7

0,44
0,64

0,54 0,29

0,44
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uma grandeza F, para um sistema em um estado des-
crito por ¥(x,t), é

< UIFU >
. <VYU>

L . B
Jo la,t)* (F U(x,1)) g(x) du

L
Jo 1@ (@, )]? g(x) da

< F>

; (45)

em que F' é o operador associado & grandeza F, e g(z) é
a funcdo-peso, introduzida no produto interno para ga-
rantir que o operador hamiltoniano seja auto-adjunto
e suas autofungdes sejam ortogonais [B4]. A incerteza
associada a este valor esperado é definida como

o(t) =< F2>— < F >2. (46)
(Para o oscilador harménico, temos g(z) = 1.) Uma
vez que os pacotes de onda estejam normalizados, o
denominador da Eq. (E3) é igual a unidade.

As Figs. @ e B mostram o comportamento do valor
esperado da posicdo < z > e da incerteza o em fungao
do tempo, para o oscilador harménico (E3).

(b) (c)

0,61
0,41

0,2

0,39

~02-
0,2

0,1 -0,4-

1
0 2 4 6 8 10 -0,6

0,64

0,44

0,2

(d)

-0,2-

-0,4-

-0,6-

©

0,6

0,4+

0,2

-0,2

-0,44

-0,6

Figura 2 - Os
Tabela .

cinco primeiros autoestados do oscilador harménico

-0,24

-0,4-

-0,6

na semi-reta, associados aos autovalores da energia mostrados na
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Figura 3 - Densidade de probabilidade para o pacote de onda construido pela superposigao dos cinco primeiros autoestados representados
na Fig. B, em cinco instantes de tempo distintos: ¢t = 0, 1, 5, 10, e 100. Aqui, C,, =1l paral <n<5e Cy, =0 paran > 5, na

Eq. (I3@).

20 40 60

Figura 4 - Evolucao temporal do valor esperado da posi¢ao < x >.

0 T T T T T T T T T 1

0 20 40 60 80 100
Figura 5 - Evolugao temporal do valor esperado da posigao < = >
(curva central, vermelha) e de < x > 4o (curva superior, verde)
e < x> —o (curva inferior, verde), em que o é a incerteza.
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4. Oscilador anarmonico quartico na
semi-reta

Nesta secao vamos estudar a quantizagao do oscila-
dor anarmoénico quartico, descrito pelo potencial

Viz) = %ka + ot (47)
sendo A um parametro do sistema. Em cosmologia, as
equacoes de Einstein para o fator de escala do universo
em modelos homogéneos e isotrépicos de Friedmann-
Robertson Walker assumem a forma da equagao de um
oscilador quértico, com a introdugao da constante cos-
moldgica [B3,BH].

Aplicamos o método espectral ao potencial (E2),
com N = 100 niveis, amplitude de intervalo L = 10
e A =0.1. A Fig. B exibe os cinco autoestados de mais
baixa energia para este sistema, com energias mostra-
das na Tabela B.

Observamos que a diferenca entre as energias
dos estados fundamentais dos osciladores quértico e
harménico (caso A = 0) cresce com A (vide Tabela B).
Isto nos indica que as diferengas entre os demais niveis
de energia do espectro também crescem com .

Superpondo como indicado na Eq. (E) os cinco au-
toestados de energia mais baixa, fazendo C),, = 1 para
1<n<5eC, =0paran > 5, utilizamos as Eqgs. (E3)
e (@) para calcular o valor esperado da posigio e a

0,94 0,84
(@

0,8
0,6

0,7
0.4
0,6
0,5 0,24

0.4

Monerat et al.

incerteza associada (vide Fig. @).

Tabela 2 - Os cinco niveis de energia aproximados mais baixos
do oscilador quértico (E4), para A = 0.1.

Ex
1.769502643960863
4.62888280895357
7.899767227980909
11.48731557948815
15.33864203954453

T W N3

Tabela 3 - Comparacido das energias dos estados fundamentais
E’éA) de diferentes osciladores anarménicos qudrticos (ou seja,
para diversos valores de A) em relacdo a energia do estado funda-
mental Fg do oscilador harménico (A = 0). Aqui consideramos
h=1, w=1e Ey = 1.499999999999893.

A AE, = ESY — By
10°1® —6,0 x 10~ 1%
10°10 3,7501 x 10~10
105 3,749793774 x 10~°
101 0,26950264394888
1,0 1,23789226800855
1,1 1,30515958633191
1,2 1,36896221923447
1,3 1,42972398398633
1,4 1,48779057921317
1,5 1,54344822140989
1,6 1,59693694939329
1,7 1,64846034132021
1,8 1,69819276148702
1,9 1,74628486117639
2,0 1,79286782142855

()

©

0,34

-0,2
0,24

0,14 044

|
0 2 4 6 8 10 -0,64

(d)

-0,2-

-0,44

-0,6

-0.2

-04

-0,6

©

-0.2

-041

-0,64

Figura 6 - Os cinco autoestados de mais baixa energia aproximados do oscilador anarménico quartico na semi-reta (E2) com A = 0.1,

associados aos autovalores da energia mostrados na Tabela B.
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verde superior) e < > —o (curva em verde inferior).

Como nao conhecemos a solu¢ao analitica do os-

2,5 . - . .~
] cilador quértico, verificamos a precisao dos resultados
] numéricos observando a conservagao da norma [|? do
5] pacote de onda com o tempo, bem como a ortogonali-

dade dos autoestados aproximados, utilizando o pacote
Spectral [B3]. A erro da norma é inferior a 10714, A
1,5_' Fig. B mostra o resultado dos produtos internos de
] cada um dos cinco autoestados aproximados de energia
] mais baixa com os estados de energia superior a sua.
17 O resultado nunca é superior a 1074, Idealmente, estes
produtos internos seriam todos nulos.

Um outro teste consiste em verificarmos o quanto

0.5] cada nivel de energia varia, quando variamos o nimero
de niveis de energia N utilizados na aproximacio. A
0] . . . . . . . . . . Fig. @ mostra os desvios sofridos quando comparando
0 20 40 60 80 100 os casos N = 100 e N = 200.
Com base nos testes feitos, podemos afirmar que os
Figura 7 - Evolugdo no tempo do valor esperado da posigao (curva resultados obtidos para o caso do oscilador anarmonico

em vermelho) e das incertezas associadas: < z > 4o (curva em L. .~
quértico apresentam excelente precisao.
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Figura 8 - Verificagao da ortogonalidade das cinco autofungoes aproximadas de mais baixa energia, com relagao as demais autofungoes,
através do produto interno entre elas. Cada um dos graficos compara um nivel com os demais. O eixo horizontal indica os indices do
nivel de energia (1, 2, etc) sob comparagdo (e ndo os seus valores reais) e eixo vertical mostra o logaritmo do valor absoluto do produto
interno de cada autofuncio, para: (a) o nivel fundamental, oscilando entre 10718 e 10°14; (b) o primeiro nivel excitado, oscilando entre
10717 e 10714, (c¢) o segundo nivel excitado, oscilando entre 10718 e 10714, (d) o terceiro nivel excitado, oscilando entre 10717 e 10713,
(e) o quarto nivel excitado, oscilando entre 10718 e 10°14. Observa-se que os niveis de mais baixa energia, em geral, apresentam melhor
ortogonalidade com os demais niveis.
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40
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Percent variation
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0-teee, R S S T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Energy levels

Figura 9 - Variagdo do valor absoluto dos niveis de energia,
quando variamos o nimero de autoestados N de 100 para 200.
Observe que somente a partir dos niveis superiores a 60 que o
desvio torna-se relevante.

5. Conclusao e comentarios finais

Apresentamos o método espectral de Galerkin de forma
detalhada, aplicando-o posteriormente a dois sistemas
fisicos: o oscilador harmoénico e o oscilador quéartico, ob-
tendo em cada caso o espectro de energia e as correspon-
dentes autofungoes. Para o oscilador harmonico, pu-
demos comparar os resultados fornecidos pelo método
com os resultados analiticos, bem conhecidos, e também
comparéa-los com os resultados do método de diferencas
finitas. O método de Galerkin mostrou-se bem mais
preciso. A dinamica quantica desses sistemas podde ser
obtida através da construgao de pacotes de onda, su-
perposicao dos autoestados para uma dada condicao
inicial. Calculamos entdao o valor esperado da coorde-
nada espacial (< x >) e as incerteza associada.

A simplicidade do método espectral de Galerkin per-
mite sua abordagem em uma disciplina de graduacao
de mecéanica quantica, sem muito gasto de tempo. A
precisao deste método, quando comparado ao método
de diferencas finitas, torna este método uma atra-
ente alternativa para estudantes de graduagao e pods-
graduagao em fisica. Além disso, o método espectral
é de ampla aplicabilidade, nao somente a equagao de
Schrédinger, mas também a equagoes mais gerais como
a equacao de Wheeler-DeWitt, utilizada na quantizagao
de modelos em relatividade geral.

Monerat et al.
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