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A parametrizacio da velocidade angular instantdnea de um corpo rigido é usualmente descrita nos cursos
de mecanica cldssica com o auxilio dos dngulos de Euler. No entanto, para evitar problemas de singularidade
na integracao numérica das equacdes de movimento de rotagdo, outras formas de parametrizagao sao
mais interessantes. Dentre as diversas opg¢oes, os quatérnions sdo uma escolha bastante popular e com
forte apelo pratico na parametrizacao e integracdo das equagoes de Euler. Neste sentido, o presente artigo
contribui com uma apresentacao didatica e comparacao da integracao numérica das equagdes de Euler
para descri¢do do movimento de um giroscépio com a cinematica inversa solucionada via dngulos de Euler
e por quatérnions, que nao sao comumente descritas em livros didaticos classicos em um primeiro curso
de mecanica. Busca-se mostrar que além deste trunfo numérico, a integragdo das equacoes de movimento
com parametrizacao via quatérnions também pode ser usada com um fim didatico mais nobre: introduzir e
motivar os estudantes de um curso de mecénica, tanto fisicos como engenheiros, no uso de outros sistemas
algébricos mais avangados, como a Algebra Geométrica (Algebra de Clifford).

Palavras-chave: Rotagoes. Giroscopio. Orientacdo no espaco. Singularidades. Angulos de Euler.
Quatérnions. Algebra geométrica.

The angular velocity of a rigid body is usually described in classical mechanics courses by using Euler
angles. However, in order to avoid singularity problems on the numerical integration of the motion equations,
another ways are more interesting. Among them, the quaternions are a very popular choice and with a
strong practical appeal on the parameterization and integration of the Euler’s equations. In this sense, this
paper proposes a comparison between the numerical integration of the Euler equations of a gyroscope with
the inverse kinematics solved through Euler angles and by quaternions, that are not commonly described
in classical mechanics textbooks on a first mechanical course. The goal is to show that apart the numerical
asset, the integration of the motion equations with the quaternions parameterization also can be used with
a noblest didactical way: to introduce and motivate the students with the use of others more advanced
algebraic systems, as Geometric Algebra (Clifford’s Algebra).
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1. Introducao

A parametrizacao de rotacoes finitas de um corpo
rigido no Espaco Euclidiano foi descrita magistral-
mente por Euler em 1775 a partir do uso de trés
rotacoes sequenciais. Este resultado foi um corolario
obtido a partir de seu teorema, conhecido hoje como
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Teorema de Rotacdo de Euler, que demonstrou que
qualquer rotagdo de um corpo com um ponto fixo
pode ser descrita por uma rotacao propria em torno
de um eixo de rotacdo, conhecido como Eixo de
Euler, solidario ao giro do préprio corpo [1},2].

Até os dias atuais esta é uma das formas mais
populares para representar a orientacao de um corpo
rigido no espago. Os trés dngulos de Euler parame-
trizam trés rotacdes sequenciais 3] e sdo bastante
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visuais e claros, sendo utilizados para girar um corpo
no espacgo a partir de uma matriz de rotagao com
nove elementos, conhecidos como cossenos diretores.
Porém, uma vez que o produto de matrizes nao é,
por via de regra, comutativo, a escolha e ordem
destas rotacoes sequenciais deve ser definida a pri-
ori em funcao do tipo de problema. Em especial,
um cuidado adicional deve ser levado em conta no
momento desta escolha, pois as velocidades angu-
lares instantdneas também sdo descritas por estes
angulos e suas respectivas taxas de variacdo. Um dos
graves inconvenientes do uso dos dngulos de Euler
para descricao destas velocidades é quando realiza-
se algum calculo envolvendo cinemadtica inversa, ou
seja, quando a partir do conhecimento das velo-
cidades angulares instantaneas, deseja-se integrar
numericamente as equagoes para obter os angulos
que fornecem a orientacao do corpo no espaco. Em
algumas situacdes, existe uma clara singularidade
que inviabiliza este célculo de maneira direta [3].
Esse problema sera discutido em mais detalhes na
secao [4] deste artigo.

Felizmente, existem outras maneiras de parame-
trizacdo que podem ser usadas com algumas vanta-
gens frente ao uso dos angulos de Euler [3]. Dentre
estas formas, podem ser citados os pardmetros de
Cayley-Klein [4], pardmetros de Rodrigues e Rodri-
gues Modificado [5,6], vetor conforme [7] e, ainda,
os quatérnions [8]. Uma comparagio das vantagens e
desvantagens de algumas formas de parametrizagao
pode ser encontrada em Trindade e Sampaio [7].
Entretanto estas parametrizacoes de rotagdao nao
sao discutidas em detalhes na maioria dos cursos de
mecanica e sdo apresentadas em livros didaticos de
mecanica cldssica apenas de forma superficial [9-12].

Dentre todas estas formas de parametrizagdo, os
quatérnions sdo um tanto quanto especiais, principal-
mente devido a sua origem histérica. William Rowan
Hamilton, em meados do século XIX, sabia que mul-
tiplicacdo de niimeros complexos eram isomorfos de
rotacdo no R? e buscou de forma persistente estender
isto para rotagoes no R3 [13]. Suas primeiras tentati-
vas envolveram utilizar elementos no R? para operar
rotacdes no R?, mas nao obteve sucesso em obter
uma algebra fechada. Somente em 1843, Hamilton
constatou que precisaria operar elementos no R*
para rotacionar elementos no R?. Este novo sistema
numérico foi chamado por ele de quatérnion, sendo
representado hoje por H e com uma propriedade
bem interessante: quatérnions podem ser multiplica-
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dos, ao contrario de vetoresﬂ Os quatérnions foram
a primeira algebra nao-comutativa da histéria e Ha-
milton ficou bastante empolgado com o leque de
possiveis aplicacdes em fisica e engenharia. Tanto
que passou o resto de sua vida escrevendo e divul-
gando sobre os quatérnions, a que ele se referia
como uma linguagem matemaética universal para
descrever fenémenos fisicos diversos [14}/15]. Infeliz-
mente, no final do século XIX, o americano Gibbs
e o inglés Heaviside popularizaram uma notacéo e
“algebra” de uma vertente, podendo ser entendida
hoje como uma “versao simplificada” de quatérnions,
separando o produto de dois quatérnions em duas
operagoes separadas conhecidas hoje como produto
vetorial, com o simbolo x; e produto escalar, com o
simbolo -, na notagao de Gibbs [16,|17]. Apesar de
debates ferrenhos na época, a algebra de quatérnions
foi deixada no segundo plano e a “algebra vetorial”
de Gibbs, mesmo que com certos problemas e li-
mitagdes, foi popularizada rapidamente, em especial
devido a intmeros livros didéticos escritos no inicio
do século XX.

Apesar disto, na segunda metade do século XX, os
quatérnions comecgaram a ser “redescobertos” e apli-
cados de forma macicga, especialmente em problemas
de cinemética inversa em robética e engenharia aero-
espacial [18-20], visdo computacional |21}22], biolo-
gia molecular [23-25], mecanica dos fluidos [26-28],
mecanica quantica |29], entre intimeras outras areas.
Porém, em grande parte destes artigos e trabalhos,
em especial os de cunho técnico e de aplicagoes,
os quatérnions sdo descritos como uma mera ferra-
menta matematica, ou método, usados para facili-
tar a integragdo numérica e evitar singularidades
no problema de cineméatica inversa. Carrera [30]
afirma que os valores correspondentes das compo-
nentes do quatérnion nao correspondem a nenhum
significado fisico, enquanto Oliveira [31] apresenta o
uso de quatérnions como uma vantagem de cunho
apenas pratico na determinacao da orientacao de
um veiculo, por meio de um sistema de referéncia
solidario ao corpo, cujo tnico objetivo é evitar sin-
gularidades. Alega-se, ainda, que pouco importa a
facilidade em extrair algum significado fisico dos
quatérnions, ja que eles podem ser facilmente con-
vertidos para dngulos de Euler e que, estes sim, pos-
suem a vantagem de permitirem o imediato entendi-

1Um objeto matemético corriqueiro hoje para descrever gran-
dezas fisicas, mas que em meados do século XIX néao tinha a
defini¢do que temos hoje.
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mento fisico. Altmann [32], por sua vez, apresenta os
quatérnions como geradores de rotagdes no espaco.
Lima e Mello [33] tratam os quatérnions como um
método de interpretacdo nao tdo natural, destacando
também a sua dificuldade de interpretacao. Outros
autores, por outro lado, alegam que a representagao
de rotagbes por quatérnions, quando comparada a
parametrizacao por angulos de Euler, tem a van-
tagem de ser livre da complexidade analitica que
envolve os dngulos de Euler [34]. Porém, da mesma
forma que nimeros complexos, entidades as quais
os estudantes ja estdo, em muitos casos, habitua-
dos e que sdo intuitivas quando tratam-se rotagoes
no plano, a representacdo de quatérnions puros no
espaco tridimensional também o é, j& que por si
s6 fornece uma visualizacao das trajetorias que sao
muito mais expressivas do que a decomposi¢ao em
termos de trés angulos de Euler relacionados a um
sistema inercial, fornecendo uma representacdo ma-
temdtica e espacial muito simples de rotagoes. Essa
facilidade de visualizacdo, quando combinada com a
simplicidade de implementa¢do computacional e ao
numero menor de operacoes matematicas necessarias
para realizar rotacgdes, nao s6 traz uma redugdo no
tempo de processamento ao representar trajetorias,
como ¢ facilmente compreendida uma vez entendido
o formalismo matematico por tras dos quatérnions.
Outra questdo é que, quando optar-se por expressar
os resultados dessas rotacoes em termos de grande-
zas angulares, pode-se calculéd-las facilmente a partir
dos quatérnions.

No entanto, o que alguns destes autores que usam
quatérnions ndo ressaltam é que o uso de quatérnions
para parametrizar rotacoes tem uma funcao e sig-
nificado muito mais profundo do que apenas ser-
vir de um artificio ou método numérico para evi-
tar singularidades. Neste sentido, este artigo tem
como meta descrever esta ideia a partir de um pro-
blema concreto envolvendo o estudo classico de ori-
entacdo de um giroscopio. A integracdo numérica das
equagoes de movimento que descrevem o movimento
de orientacdo de um giroscépio pode ter a veloci-
dade angular parametrizada com dngulos de Euler e
quatérnions para condigdo livre e com aplicacao de
torques externos, com ou sem problema de singula-
ridade numérica dependendo das condigoes iniciais.
A partir este problema, o presente artigo discute
como é possivel estender e apresentar os quatérnions
como uma classe algébrica particular de um sistema
mais avangado: a algebra geométrica (algebra de
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Clifford). Assim, em um curso de mecénica classica
é possivel introduzir a algebra geométrica como uma
classe especial apresentando os quatérnions como
uma &dlgebra fechada com operagdo de multiplicacdao
nao-comutativa entre os seus elementos que, além de
um enorme apelo pratico na solug¢ao de problemas
relevantes e de interesse diverso, serve como porta
de entrada para a Algebra Geométrica.

O artigo esté organizado em trés partes princi-
pais. Inicialmente apresenta-se uma introducao a
algebra dos quatérnions, mostrando as suas princi-
pais propriedades e como realizar rotagoes com estes
elementos. Na sequéncia, se revisa as equagdes de
Euler para orientacdo de um giroscopio no espaco,
seguido do problema da cinematica inversa, solu-
cionado via angulos de Euler e quatérnions. Em
seguida, discute-se como entender os quatérnions
como uma algebra de Clifford. Por fim, algumas
consideragoes finais sdo pontuadas ao final do texto.

2. A Algebra dos Quatérnions

Os quatérnions consistem em uma generalizacao
dos ntimeros complexos para quatro dimensoes e
sdo compostos por uma parte escalar gg e uma
parte vetorial q. Pode-se tratar os ntimeros reais
como numeros hipercomplexos de dimensao 1 e os
numeros complexos comuns como hipercomplexos
de dimensao 2. Nesses casos, relagbes de comutativi-
dade tanto para soma quanto para multiplicacdo sdo
sempre validas. Por outro lado, para qualquer hiper-
complexo de dimensao superior a 2, essas relagoes
nao sao necessariamente validas. Um caso especial
sao os hipercomplexos de dimensao 4, conhecidos
como quatérnions [8].

A fig. [1| descreve uma regra mnemonica para re-
presentar a nao-comutatividade das multiplicacoes
de quatérnions, onde a multiplicacao de dois ter-
mos em sentido horario fornece como resultado o
terceiro termo com sinal positivo. Por exemplo, se
for multiplicados ij tem-se como resultado k, ja a
multiplicacdo de dois termos subsequentes em sen-
tido anti-horéario também fornece o terceiro termo,
porém, com sinal negativo, ou seja quando for mul-
tiplicado ji, tem-se como resultado —k.

Deste modo, observa-se que os componentes
unitarios 4,7,k do quatérnion respeitam as relagoes
fundamentais:
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Figura 1: Representacdo grafica da regra mnemonica de
multiplicaces de quatérnions.

ij = k=—ji
EO 1)
jk=1=-kj
ki=j=-ik
representado por:
4=qo+qi+qej+qsk (2)
ou por:
. T
¢={a0 @1 @ a} (3)
ou ainda, por:
A 40
= 4
-4 @
sendo
T
q= {fh q2 Q3} (5)

Assim, os quatérnions sdo compostos por quatro
componentes ortogonais. Quando a parte escalar gg
do quatérnion é nula, tem-se um quatérnion puro,
que pode, por exemplo, representar um vetor de
trés dimensoes, do mesmo modo escalares podem
ser tratados como quatérnions com parte vetorial q
nula [35].

Um quatérnion ¢ possui um conjugado §* e
moédulo || tal que:

¢"=q-9q (6)

dl =\/a3 + 42 + a3 + 3 (7)
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Os quatérnions tém fechamento na soma, assim
para Vq, p € H, vale que ¢+ p € H, onde H denota o
conjunto dos quatérnions. Estes também apresentam
fechamento na multiplicacio por escalar, assim Vo €
R e Vg € H, vale ag € H. Também sao validos os
seguintes axiomas, que mostram que os quatérnions
definem um espaco vetorial:

.« Grp=p+a
e G+0=g

e a(§+p)=af+ap

o (a+B)j=ag+pq

e 1g=¢g

o G+ (prd)=(3+p)+1
* 4-3=0

« B(ag) = (af)q

Assim, o conjunto dos quatérnions é um isomorfo
do R? para quatérnions puros e é isomorfo do R*
para os demais casos.

Observa-se também que, por nao satisfazer a co-
mutatividade na multiplicacdo, o conjunto numérico
H nao forma um corpo. Ja a inversa de um
quatérnion é definida por:

0'4=4¢0"=1 (8)

Kuipers [8] mostra que se ¢ for um quatérnion
unitario, ou normalizado, a inversa do quatérnion é
préprio complexo conjugado, de modo que:

i =q (9)

Interessante ressaltar que os quatérnions sdo exce-
lentes operadores de rotagdo. Sejam V dois vetores
w, v € R? que podem ser descritos como quatérnions
puros, de tal modo que w =0+we v =0+v e H,
onde W é U apds a operacao de rotacao. Pode-se
definir um operador de rotagoes .Z, associado com
o quatérnion § e aplicado ao vetor v, a partir de:

W= Ly(v) = qvi* = (g5 - |a*|) v +

2(q-v)q+2q(qxv) (10)

sendo %, um operador linear representando geome-
tricamente uma rotacao de um angulo « em torno
de um vetor diretor u no R?, onde u fornece a ori-
entagdo do eixo de rotacdo do Teorema de Rotagao
de Euler e o 0 4ngulo de rotacdo em torno deste eixo.
A representacdo em quatérnions é, entao, fornecida
por um quatérnion unitirio § na formas:

peos(3) e ()
g=cos|—|+usen | —
2 2
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A operacao de rotagoes com quatérnions pode ser
ainda escrita na forma explicita w = Qv, de modo

que: |

€2313-5

wi 2(d+¢?)-1 2(q1q2+q0a3) 2(q1q3 - qog2)] (w1

wo r =

2(qiaz —qoq3) 2(ag+d3) -1 2(qeqs +qoqr) | {v2

w3 2(q1g3 + qoa2) 2(q@2q3 — o) 2(q3+4d3)-1] (w3

——

—

w

Essa representacdo permite a comparacao da ma-
triz de rotagdes composta por quatérnions com a ma-
triz de rotagoes envolvendo fungdes trigonométricas
dos angulos de Euler. Essa relacdo entre as duas
matrizes serd realizada na secdo 4, nas equagoes

B3), B9 e @E).

3. Orientacao de um Giroscopio

Um giroscopio pode ser descrito por um disco com
massa m e raio R, posicionado em O e girando em
torno de seu eixo de simetria, conforme visto na
fig. |2l O sistema inercial .# é fixo em O, que cor-
responde ao centro de massa, com os eixos (z,y, 2)

J

I, 0 0
zlo=| 0 I, 0
0 0 I,

I, = %mR2
, sendo:

v

(

representado pela base ortonormal {f,ﬁ', l?:} O pri-
meiro giro, de precessao, ocorre em torno de z = 2z
com velocidade angular ¢ e é solid4rio ao sistema
moével A descrito por (z1,y1,21) representado pela
base ortonormal {i1,J1,k1}. J4 o segundo giro, de
nutacao, ocorre em torno de y; = yo com velocidade
angular 6 e é soliddrio ao sistema mével %, descrito
por (z2,y2,22) com a base {%2,52,1%2}. Por fim o
terceiro giro, de spin, ocorre em torno de 25 = 23
com velocidade angular qﬁ e é, por sua vez, soliddrio
ao sistema mdvel B3 descrito por (x3,ys,23) com a
base {%3,33, 12:3} Todos estes eixos e giros sao descri-
tos na fig. 2l O movimento da base %3 é solidario
ao do corpo, e o tensor de inércia g,lp é:

Iy, = I, = tmR?

O tensor de inércia, calculado a partir dos valores de parametros de massa m = 2 kg e raio R =0.075 m

do giroscépio, é representado na base moével A3 como:

0.0056 0
#lo= 0 00028
0 0

A matriz de rotagdo entre os sistemas . e %3 pode ser escrita como:

cos 1 cosf cos ¢ — sen ) sen ¢

R (1,0,¢) = |- (costpcosfsen ¢ + sentpcos@) cos)cos o — senp cosfsen ¢

cos 1 sen 6

Ja a velocidade angular do corpo, em funcdo dos
angulos de Euler e representada na base %3, é des-
crita por:

Wes —@L sen 6 cos ¢ + ésenqﬁ
Baw = {wy3 ¢ =1 Ysenfsend+0cos (15)
W23 P cosf + ¢
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0
0 unidade: [kg.m?] (13)
0.0028
cossen ¢ + senpcosfcos¢p —sendcoso
sen f sen ¢ (14)
sen ) sen 6 cos

sendo w3, wy3 € w;3 0s componentes da velocidade
angular do giroscépio nos eixos principais de inércia.

O momento angular do giroscépio representado
no sistema moével As, pode ser descrito pela relagao:

933% = 333]1033300 (16)
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(G =y

Figura 2: Desenho esquematico do giroscopio e seus siste-
mas de referéncia.

sendo gz, o momento angular do giroscépio.

As equagdes para descrever a orientacdo do gi-
roscépio sao obtidas a partir do célculo da taxa de
variacdo do momento angular, descrita por:

Mx3 d
2 M =1 Mys ¢ = %(@3%) +9539 Xﬁsjf (17)
Mz3

sendo 2,2 =5, w a velocidade angular do sistema
de referéncia e z,M a soma dos torques externos,
representados no sistema de referéncia mével Hs.

Calculando a derivada da amplitude do momento
angular e a taxa de variacao da dire¢cdo do momento
angular, obtém-se as equactes de Euler de primeira
ordem:

Do = (IyS - Iz3)w Won + M:Jc3
z3 1353 y3Wz3 Ix3
I3-1 M
wyg = —( 3 xg)wz3w$3 + _y3 (18)
I3 Iy3
Iz —1y3) M3
Wz3 = —F Wzx3Wwyz +
Iz3 Iz3

que podem ser integradas numericamente para ob-
tengao das velocidades instantaneas w3, wy3 € w.3.
Os angulos de Euler v, 6 e ¢ sdo obtidos pela inte-
gragao inversa da equacao (|15)).

4. Cinematica Inversa via Angulos de Eu-
ler versus Quatérnions

O problema da cinemética inversa por meio dos
angulos de Euler consiste em relacionar as velo-
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cidades de precessao v, nutacdo 0 e spin ¢ com
as velocidades angulares nas direcoes principais de
inércia, explicitando ¥, 6 e ¢ a partir da inversa da

eq. (T3):

1@ = ﬁ (wys sen ¢ — w3 cos ¢)
Q = W3 Sen ¢ + wy3 €os ¢ (19)
¢ = w,3 — Y cosl

Estas equagbes podem ser integradas numerica-
mente. No entanto, para 6 = nr, com |n|=0,2,4,6...
tem-se que senf ~ 0, de modo que a eq. pode
apresentar singularidade. Este inconveniente de sin-
gularidade nao ocorre utilizando os quatérnions para
representar rotacoes. Para a solucdo de um pro-
blema deste tipo, inicialmente é necessario estimar
os quatérnions correspondentes as condigoes iniciais
do problema, o que pode ser feito com a eq. .
No caso de rotagoes sequenciais, sejam .1, Gy2 €
4.3 as rotacdes em torno dos eixos z = z1, y1 = Yo €
Z9 = 23, respectivamente:

d-1 = cos % + ksen% (20)
Gy2 =cos +jsen§ (21)
43 = cos % + ksen% (22)

A rotagdo total, resultante das trés rotagoes se-
quenciais, sera:

4 = 423Gy24-1 = qo +iq1 + jq2 + kg3 (23)

onde, aplicando as propriedades de multiplicacao de
quatérnions, pode-se obter as componentes ¢;s do
quatérnion §:

U y 0 9
go = COS — COS = COS — — Sen — COS — Sen —
2 2 2 2 2 2
Y 09 ¢
g1 = COS — sen — sen — — Sel — Sen — COoS —
2 2 2 2 2 (24)
v 0 9 4
g2 = COS — sen — cos — + sen — sen — sen —
2 2 2 2 2 2
0 ) P 0

(3 = Sen — CoS — COS — + COS — COS — Sen —
2 2 2 2 2 2

Calculados os termos qg, q1, q2 € g3, pode-se in-
tegrar também as equagoes de Euler, eq. (18), e
relacionar a taxa de variagdo de um quatérnion
¢ com as velocidades angulares na direcdo princi-
pal, escritas na forma de quatérnions. Essa relagao
pode ser obtida a partir da ideia de que entre dois
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quatérnions unitarios pode haver um terceiro que
represente a transi¢do entre eles [§]. As formas de
obtengao deste quatérnion sao discutidas em [36).
Este quatérnion de transicao pode ser, entao, escrito
como:

G(t+ At) = 4(t)Ar(t) (25)

sendo:

AR(t) = cos% +u(t) senTa (26)
o incremento da transicdo entre os quatérnions. Seu
angulo de rotagado é Aa e ocorre em torno de um
eixo definido pelo vetor diretor u(t). Supondo que
o incremento % é pequeno, assume-se a velocidade
angular w(t) como constante no intervalo de tempo
At, e pode-se assumir cos(A ) ~ 1 e sen (AO‘) e

2 2 2
de forma que a eq. (26) pode ser reescrita como:

A
AR(t) =1+ u(t)Ta (27)
substituindo este resultado na eq , obtém-se:
R . . Aa
A+ A0 -4 =aun S (29)

se tratarmos o vetor u(t) como um quatérnion de
parte escalar nula,

s an-a =5 {00 @

e dividindo ambos os lados da eq. por At e
aplicando o limite para At — 0:

da(t) (A - q(r)
dt At—0 At
0
li
[ TG v IR S
e, sendo & = i@‘ a taxa de variacao de «:
dg(t) 1
== 31
ar - 210 {u(t)} (81

sendo a velocidade angular do quatérnion incremen-

tal A7(t):

w(t) = au(t) (32)
finalmente, obtém-se:
di(tt) _ %q(t) {w((’t)} (33)
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Onde a velocidade angular esta descrita como um

o N T
quatérnion de parte escalar nula @ = {O w} . Aeq.
(33) pode, entdo, ser reescrita como:

0
d(j(t) 1. We3
= ~4(t 34
o =) oy (34)
W23

ou, ainda, a partir da definicdo de produto entre
dois quatérnions:
do
Q1
q2
3

%(CIO"'Q)(O"‘W)

= ¢g'0-q-w+0-gq+gw+qxw

= —q-Ww+qw+qxw (35)

resolvendo as operagoes de produto escalar e produto
vetorial descritas na eq. (35]), obtém-se:

. 1
qo = —5 (QIwac?) + qowy3 + Q3wz3)
. 1
Q=3 (qowz3 + q3wy3 — qaw.3)
. 1
@2=35 (—q3wa3 + Qowys + q1w23)

. 1
qs = 5 (Q2wx3 — q1Wy3 + Qszz)

que pode ser reescrita, na forma matricial, como:

do %o -¢1 —q2 -q3|(0
Q| _lle @ -93 g2 |)was (37)
G2l 2|a2 93 qo —qi||wys
q3 3 - q  qo ] \ws

Em suma, para resolver o problema de cinematica
inversa por quatérnions, deve-se integrar as equagoes
de Euler, eq. , e substituir os valores encontrados
para as velocidades angulares nas equagoes
e, em seguida, integrar as equacdes para a
obtengao dos quatérnions §(t) em cada instante de
tempo. Caso opte-se por determinar os angulos de
Euler, pode-se relacionar a matriz de rotagao R,
eq. (14)), a forma explicita da operacao de rotagoes
com quatérnions Q, visto na eq. . Igualando-
se as matrizes termo a termo, ou seja Q;; = R;;
e realizando-se algumas operacoes algébricas entre
esses termos a fim de isolar os angulos ¥, 6 e ¢,
obtém-se:

1 = arctan (9(3’2)) =

2 (9203 — qo0q1) )
Q(3,1)

rCtaIl (—
2(q193 + q0q2)
(38)
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0 = arcsen (Q(3,3)) = arcsen (2 (qg + qg) -1)
(39)

6 = arctan (—Q(Z 3)) _ arctan (—2 (q2q3 + CJOQ1))
Q(1,3) 2(q193 — q0q2)
(40)

Neste ponto sao realizadas as integracoes
numéricas das equagoes e para o problema
da cineméatica inversa por angulos de Euler; e das
equacoes e para o problema da cinematica
inversa por quatérnions. Todas as integragoes foram
feitas utilizando o método de Runge-Kutta de 4°
ordem, com 10000 amostras temporais e passo de
integragdo At = 1.0 x 1073 s. Foi assumido apenas o
caso onde o sistema estd livre da acdo de momentos
externos, com z,M =0 N.m.

A fig[3lapresenta os dngulos de Euler obtidos para
um caso onde nao existia singularidade, de modo que
a solugdo por meio da cinemética inversa por dngulos
de Euler e por quatérnions apresentaram resultados
idénticos entre si. A solucdo apresentada é aquela
obtida por cinematica inversa via angulos de Euler e
optou-se por omitir a solu¢do por quatérnions para
evitar a repeticao de resultados. Para esta situacao,

A Sutileza dos Quatérnions no Movimento de Rotagdo de Corpos Rigidos

a velocidade de spin foi definida com valor muito
superior as velocidades de precessao e nutagao. Nota-
se, portanto, um ligeiro aumento na velocidade de
spin bem como do préprio dngulo de spin ¢(t), en-
quanto os angulos de precessao ¥ (t) e nutagao 0(t)
apresentaram comportamento de carater oscilatorio,
com tendéncia ao aumento de suas amplitudes. Para
o estudo realizado desprezou-se qualquer presenca
de atrito ou dissipacao de energia.

A fig.[] exibe os resultados para as velocidades
angulares nas direcGes principais de inércia, nota-se
que na fig. 4(a) que w,3(t) é constante ao longo do
tempo, o0 que ocorre pois, se observamos a equagao
de Euler, eq. , da qual da integracao resultam
wa:?)(t): wy3(t) S wz3(t)a se Mz3 =0 Nm e Iy3 = I3,
obtém-se que w3 = 0, cujo resultado da integragao
fornece um valor constante para wys(t).

A fig. apresenta as componentes qop, q1, g2 €
g3 do quatérnion § calculado no problema de ci-
nemadtica inversa utilizando-se os quatérnions. O
moédulo de ¢, obtido a partir da eq. éigual a 1
para qualquer instante de tempo, garantindo que a
operacao realizada é apenas de rotacao.

15 19 10000
18
10 _ 8000
17
5 )
16 6000
& 0 15 o
14 4000
-5
13 2000
-10 12
-15 11 0 !
) 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo |s] Tempo [s] Tempo [s]
(a) ¥(t). (b) 6(2). (c) o(1).

Figura 3: Angulos de Euler obtidos por cinematica inversa via angulos de Euler para as condigdes iniciais: ¥(0) = 0.00°,
¥ (0) =0.02 [rad/s], #(0) = 15.00°, 6(0) = 0.02 [rad/s], #(0) =0.00° e ¢(0) = 15.7 [rad/s].

-0.0046 - 1 1 - 15.73
-0.0048 08 15.725
. -0.005 . .
= Z 06 Z 157
& -0.0052 £ £
2 204 X 15715
30,0054 3 3
-0.0056 0.2 15.71
-0.0058 0 15.705
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo [s] Tempo [s] Tempo [s]
(a) wgs. (b) wys. (¢) waa.

Figura 4: Velocidades angulares na direcdo principal de inércia wy3, wy3 € w3 para as condi¢des iniciais: 1(0) = 0.00°,
¥(0) =0.02 [rad/s], 8(0) = 15.00°, 6(0) = 0.02 [rad/s], ¢(0) = 0.00° e $(0) = 15.7 [rad/s].
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Tempo 3]
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Figura 5: Componentes qo, g1, g2 € g3 do quatérnion ¢, obtidas para as condi¢des iniciais: ¥(0) = 0.00°, ¥(0) = 0.02
[rad/s], 6(0) = 15.00°, 6(0) = 0.02 [rad/s], ¢(0) = 0.00° e ¢(0) = 15.7 [rad/s].

Jé& para a solugdo do problema com singularidade,
as figuras 6 e 7 expressam os resultados obtidos
para os angulos de precessao v (t), nutagao 6(t) e
spin ¢(t) pela cinemética inversa via velocidades
angulares instantaneas e por quatérnions, respecti-
vamente. Os resultados expressos nas figuras 6 e 7
deveriam ser idénticos, ndo fosse a influéncia das
singularidades sob o resultado. A condic¢ao inicial do
angulo de nutacdo foi definida propositalmente com
um valor para o qual senf ~ 0. A proximidade com
um valor onde a eq. é singular faz com que as
solucdes por meio da cinematica inversa por angulos
de Euler e por quatérnions apresentem resultados
diferentes entre si. Nao foi utilizado o valor exato

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0015

0 = 0 devido aos resultados fornecidos serem nume-
ricamente indeterminados e impossibilitar a anélise
comparativa.

Para os angulos de precessao ¢ (t) e spin ¢(t), vis-
tos nas figuras 6(a) e 6(c), correspondentes a solu¢ao
por cinematica inversa através dos angulos de Eu-
ler, é possivel notar algumas mudancas bruscas nas
trajetorias, enquanto na solu¢do por quatérnions,
figuras 7(a) e 7(c), tal comportamento nao é perce-
bido. O angulo de nutagao 6(t), fig. 6(c), também
apresentou uma mudanga repentina em seu compor-
tamento que, na auséncia de dissipagao de energia ou
momentos externos, pode ser facilmente atribuida
as singularidades.
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Figura 6: Angulos de Euler obtidos por cinemética inversa via velocidades angulares com as condig@es iniciais: ¢(0) = 0.00°,
1(0) =0.02 [rad/s], 8(0) = 0.001°, 6(0) = 0.02 [rad/s], ¢(0) = 0.00° e ¢(0) = 15.7 [rad/s].
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Figura 7: Angulos de Euler obtidos por cinematica inversa via quatérnions com as condi¢@es iniciais: (0) = 0.00°,
¥ (0) =0.02 [rad/s], #(0) = 0.001°, 6(0) = 0.02 [rad/s], #(0) = 0.00° e ¢(0) = 15.7 [rad/s].

O efeito da singularidade no calculo das veloci-
dades de precessao (), nutacao 0(t) e spin ¢(t),
realizado a partir da eq. fica explicito na fig.
onde nota-se que estas velocidades assumem valores
muito altos em determinados instantes de tempo, o
que ocorre a cada vez que o angulo de nutagdo 0(t)
se aproxima muito de 0°. Esse problema poderia ser
parcialmente contornado escolhendo outra sequéncia
de rotagbes para representar o giroscépio, porém
as singularidades seriam apenas “transferidas” para
outros valores de angulos, j4 que obteriamos um sis-
tema de equagoes semelhantes a eq. com uma
singularidade em cosf ~ 0, ou seja, para ¢ = |n| 7,
com |n| =1,3,5..., de modo que, utilizando angulos
de Euler para representar as rotagdes, nunca es-
tariamos de fato livres do problema. A escolha de
outra sequéncia de rotacgoes seria uma alternativa,
por exemplo, na descricdo de rotagées de um corpo
com baixa probabilidade de atingir determinados
valores de angulos por agao de alguma restricdo im-
posta ao problema. Nestes casos, poderiamos admitir
singularidades nessas faixas de valores improvaveis
para tais angulos. Porém, para o caso onde o sis-
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tema pode assumir quaisquer valores de angulos de
nutagdo, a mudancga na sequéncia das rotagoes nao
surtiria grande efeito.

Outra forma de evitar essas singularidades sem
abrir mao do uso dos angulos de Euler é discutido
em [5], que propoe variar a sequéncia de rotagoes
adotada de forma dindmica, alterando a escolha da
sequéncia de rotagoes entre as doze possiveis quando
uma singularidade se aproxima para um determi-
nado valor de dngulo, adotando uma sequéncia para
a qual a singularidade seja deslocada para 7 radianos
de distancia. Os autores apresentam ainda um algo-
ritmo iterativo para a determinacdo da sequéncia de
rotacoes 6tima a ser adotada, que requer um nimero
razoéavel de operacdoes matematicas. Frente a esta
proposta, o uso de quatérnions apresenta um custo
computacional muito menor e se mostra muito mais
atraente para a solucdao do problema de cinematica
inversa.

Na fig. 8(b) é possivel notar um comportamento
inconsistente para a velocidade de nutacio, também
gerado pela presenca de singularidades.
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Figura 8: Velocidade de precessdo 1/')(t),.nutag§o 0(t) e spin ¢(t) obtidas por cinematica inversa via velocidades angulares
com as condigdes iniciais: ¥(0) = 0.00°, ¢(0) = 0.02 [rad/s], 6(0) = 0.001°, #(0) = 0.02 [rad/s], $(0) = 0.00° e ¢(0) = 15.7

[rad/s].

As singularidades nao influenciam no célculo das
velocidades angulares nas diregcdes principais de
inércia, que sdo provenientes da integragao da eq.
, como pode ser visto na fig. @

J& as componentes qg, q1, g2 € g3 do quatérnion §
sao apresentadas na fig.

5. Os Quatérnions Como uma Algebra de
Clifford

Uma caracteristica marcante dos quatérnions é o
fato dos mesmos serem uma generalizacdo do con-
junto de ntmeros complexos C. Esta ideia foi es-
tendida e generalizada ainda mais com as ideias
de Clifford, introduzidas em 1878, que permitiram
trabalhar com elementos de dimensao bem maior.
Na verdade, mesmo dimensoes menores podem ser
descritas algebras de Clifford. Relagoes algébricas
no espago Euclidiano V podem ser descritas pelos
elementos da bases e; com as propriedades:

Adicionando elementos da forma e; ,---, e;,, sendo
i1 < - < 1p, € também dimensdes 2", sendo n a
dimensao do espaco V, pode-se generalizar a dlgebra
de Clifford.

Tomando V um espago vetorial no corpo dos reais
R de dimensdo n com a aplicacdo bilinear B: Vx) —
R, pode-se definir uma dlgebra universal de Cliﬁordﬂ
CY(V,B) com uma &lgebra associativa gerada por
V, satisfazendo a relagdo fundamental:

2% = -B(z,z) (42)

Sempre é possivel escrever para p + g = n, sendo
p e q o par de inteiros descrevendo a assinatura da
forma quadratica:

1, i=1,2,...,p

-1, i=1,2,...,q (43)

B(ei, ei) = {

sendo uma algebra de Clifford C4(V, B) nomeada
de CY), 4 e formada pelos elementos ortogonais entre

2 Alguns autores apontam que quando se trabalha no corpo

2 . . . . ;1 s
e; =-1 e;e; = —e;e; para i+j (41) dos reais a dlgebra ¢ dita geométrica.
-30-007 0.02006 15.73
0.02005 15.73
-3.20-007
0.02004 15.73
5 BN = 002003 = 1573
R "= 0.02002 = 1573
Z 360007 3 3
0.02001 15.73
-3.80-007
0.02 15.73
40007 - | 0.01999 - | 15.73 -
0O 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo 3] Tempo 3] Tempo 3]
(a) was. (b) wys. (¢) wzs.

Figura 9: Velocidades angulares na direcdo principal de inércia w;3, wy3 € w.3 com as condi¢Bes iniciais: 1(0) =0.00°,
¥ (0) =0.02 [rad/s], #(0) = 0.001°, 6(0) = 0.02 [rad/s], #(0) = 0.00° e $(0) = 15.7 [rad/s].
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Figura 10: Componentes qo, q1, g2 € g3 do quatérnion ¢, obtidas para as condi¢8es iniciais: ¥(0) = 0.00°, ¥(0) = 0.02
[rad/s], 8(0) = 0.001°, #(0) = 0.02 [rad/s], ¢(0) =0.00° e ¢(0) = 15.7 [rad/s].

si, com os p elementos com norma 1 e g elementos
com norma —1:

T =Y Ts€8 (44)
A
sendo x4 numeros reais e :
A={i1,i2,"',ik| 1£i1§i2£---§ik£n} (45)
e
e =ejey-€;,, ep=¢y=1 (46)

Assim, pode-se constatar que a algebra dos reais
R quando n = 0 é uma algebra de Clifford C'lp o ~ R;
jdquandon =1,Cly; ~ Cequandon =2, Cly ~ H,
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mostrando que os quatérnions sao uma algebra de
Clifford formada por escalares, vetores e bivetores.

Considerando V ~ R? o espaco vetorial gerado por
e; e ey, a forma de um elemento qualquer nesta
algebra Clg 2 serd descrita por:

4 =qo+qi€e1 + qae2 + qzer e (47)

Interessante observar que, se for tomado i = eq,
j=eg9 e k=-ejey, tem-se a relacdo fundamental da
algebra dos quatérnions i? = j2 = k? = ijk = -1, ja
descrita anteriormente, e o quatérnion ¢, exatamente
da forma da eq. (2)).

Uma excelente introducao neste tema, acessivel
em lingua portuguesa, é o livro de Jayme Vaz e
Roldao da Rocha [37].
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6. Conclusoes

Este artigo exemplificou, a partir de uma aplicagao
com um giroscépio, como os quatérnions sdo tteis e
interessantes na descri¢do de rotacdes e na solucao
de problemas de cinemaética inversa, com diversas
vantagens frente a outras op¢bes de parametrizagao
de rotacdes. Porém, além destes trunfos numéricos,
os quatérnions sao elementos importantes por forma-
rem a primeira algebra nao-comutativa da historia
e servirem de porta de entrada para outros siste-
mas algébricos mais interessantes para descricao ma-
tematica de diversos sistemas fisicos. Infelizmente,
o tema apresentado neste artigo nao é, por via de
regra, seguido nos cursos de mecénica, tanto para
fisicos como para engenheiros.

Os autores acreditam ser necessario abordar mais
aspectos sobre parametrizacdo de rotagdo e apre-
sentar os quatérnions nao apenas em cursos de
mecanica, mas também em disciplinas de algebra
linear e/ou matemética aplicada. Assim, os autores
fazem frente aos que defendem a necessidade de
um curso de algebra geométrica no ensino de fisica,
matematica e em cursos de engenharia.
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