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A necessidade e utilidade de se considerar a interacdo com o ambiente quando da descri¢do da evolugdo
temporal de sistemas quanticos vem sendo reconhecida nos mais variados ramos da fisica e de outras
ciéncias. A representacio de Kraus é uma forma geral e sucinta para descrever a dindmica de sistemas
quénticos abertos em muitas situagdes fisicas relevantes. Neste artigo, nos abstendo da generalidade do
formalismo de operagdes quénticas e evitando assim as complicacoes associadas, mostramos de forma
simples como obter tal representagao usando basicamente a evolucdo unitéria do sistema fechado (sistema
mais ambiente) e a funcgdo trago parcial. O exemplo de um atomo de dois niveis interagindo com o vécuo
do campo eletromagnético é considerado para ilustrar a aplicagdo desse formalismo, que por fim é utilizado
para estudar a evolugao temporal da coeréncia quantica do atomo.

Palavras-chave: mecanica quantica, sistemas abertos, representacao de Kraus.

The necessity and utility of considering the interaction of a quantum system with its environment when
describing its time evolution have been recognized in several branches of physics and of other sciences. The
Kraus’ representation is a general and succinct approach to describe such open system dynamics in a wide
range of relevant physical scenarios. In this article, by abdicating from the generality of the formalism
of quantum operations and with this avoiding its associated complications, we show in a simple manner
how we can obtain the Kraus’ representation using basically the closed system (system plus environment)
unitary dynamics and the partial trace function. The example of a two-level atom interacting with the
vacuum of the electromagnetic field is regarded for the sake of instantiating this formalism, which is then
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applied to study the time evolution of the atom’s quantum coherence.
Keywords: quantum mechanics, open systems, Kraus’ representation.

1. Introducao

A mecénica quantica (MQ) é um dos grandes triun-
fos obtidos na construcdo do conhecimento humano
e é a base sobre a qual se desenvolveu boa parte
das tecnologias atuais [1]. Hoje em dia, informagao
possui um papel fundamental em nossas vidas e
por isso dizemos que estamos na era da informacao.
Ainda nesse século entraremos em outra etapa da
nossa histéria, a era da informagdo quantica [2,3).
Testemunharemos a realizagdo de experimentos con-
trolando propriedades fisicas tais como coeréncia e
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correlacoes quanticas de forma que jamais foi cogi-
tada pelos precursores da MQ (veja e.g. as Refs. [4],
p. 70, e [5]), nem pela maioria de nés hoje em dia.
Mesclando essa habilidade com a engenhosidade ins-
tigada pela corrida tecnoldgica, lograremos construir
maquinas e dispositivos que terdo um impacto ini-
magindvel na maneira como vivemos e interagimos.

Embora haja muito ainda por ser feito, ja conse-
guimos obter avangos importantes em véarias sub-
areas do que chamamos atualmente de ciéncia da
informagao quantica (CIQ), mas que na verdade
engloba muitos ramos da ciéncia. Investimentos
substanciais estao sendo feitos, por exemplo, para


www.scielo.br/rbef
jonas.maziero@ufsm.br

€2307-2

construir computadores e simuladores quanticos que
poderao resolver alguns problemas matematicos e
simular o comportamento de sistemas complexos de
maneira muito mais eficiente que os computadores
convencionais, classicos, o fazem [6,/7]. Este é s6
um de diversos exemplos de iniciativas promissoras
em CIQ, que vao desde a possibilidade de comu-
nicagao absolutamente segura [8] e de medidas mais
precisas em metrologia [9,/10], passando pela ter-
modinamica quantica de sistemas “pequenos” [11]
e pelo entendimento de e inspiracdo em sistemas
biolégicos [12] e indo até a ramos tao abrangentes
quanto a inteligéncia artificial [13-16].

Tendo essa perspectiva em vistas, devemos reco-
nhecer a importancia de prepararmos e educarmos
nossas criancas e jovens para que esse “novo mundo”
seja mais natural (menos estranho) para eles do que
¢é para nés. Por isso, iniciativas objetivando facilitar
o entendimento da MQ sdo necessarias [17-22]. A
motivagao para este artigo vem da observagao de que
na maioria dos livros texto sobre MQ, tipicamente
se assume, implicitamente, que o sistema, fisico de
interesse é fechado, ou seja, que ndo interage como
0 seu ambiente e que sua dindmica é unitaria. Aqui
esperamos contribuir para o ensino de M(Q) apresen-
tando de maneira simples a representacao de Kraus
para a dindmica quantica de sistemas abertos, o que
é o caso para a maioria dos sistemas fisicos reais.

Uma maneira interessante para iniciar o apren-
dizado mais aprofundado de MQ é, depois de ter
obtido uma boa base de algebra linear e de ter feito
leituras sobre a fenomenologia da MQ), estudar seus
postulados [23-H27]. Um apresentacdo didatica dos
postulados dos estados e das medidas pode ser en-
contrada na Ref. [27]. Aqui focaremos no postulado
da dindmica. Antes de apresenté-lo, no entanto, lem-
bremos que o estado de um sistema, fisico é descrito,
de forma mais geral, por um operador densidade,
que é um operador linear, positivo semi-definido e
que possui traco igual a umlﬂ

O postulado da dindgmica diz que, se H é o opera-
dor hamiltoniano (energia) de um sistema isolado
no instante de tempo ¢, seu estado evolui no tempo

Um operador O ¢ linear se O(ZJ cilvi)) =22, c;0(1v;)),
onde ¢; € C e {|¥;)} é um conjunto qualquer de vetores do
espago de Hilbert H [27]. Esse operador é positivo semi-
definido (notagéo O > 0, onde 0 ¢ o operador nulo) se
(|O)h) > 0 para todo vetor |p) € H. O trago de O é definido

como: Tr(0) = Zj:1<€j\é\fj), com d sendo a dimensdo e
{&;)} uma base de H.
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através de uma transformacao unitaria, ou seja,
pu=UpUY, (1)

em que p é o estado inicial (em ¢t = 0) do sistema e
o operador de evolucao temporal é obtido a partir
da equacgao de Schrodinger:

iho,U = HU, (2)

em que h é a constante de Planck e, neste artigo,
usaremos a notacao 0y = % Nao é dificil verificar

que as Egs. e sao equivalentes a equagao de
von Neumann|

ihOpr = [H, pr). (3)

Vale mencionar que, por suas estruturas algébricas,
as Eqgs. e sao chamadas, respectivamente, de
versoes discreta’| e continual*| da dinAmica quantica
de sistemas fechados. Neste artigo trabalharemos
com a generalizacdo para sistemas abertos da versao
discreta, que é devida a Kraus [28,29] e é bastante
atil para descrever a evolucdo temporal de varios
sistemas fisicos reais. Para mais informacoes sobre
generalizagbes da versdo continua, tais como os for-
malismos de Redfield, das equagbes mestras e das
trajetérias quanticas, veja [30-33| e suas referéncias.

Quando lidamos com dois (ou mais) graus de li-
berdade, chamados e.g. de S e A, ou seja, quando
consideramos sistemas compostos, complementamos
o postulado dos estados [27] assumindo que o estado
do sistema como um todo é descrito por um opera-
dor densidade definido no espaco de Hilbert que é
obtido tomando-se o produto tensorial dos espacos
individuais, i.e., Hg ® Ha =: Hga [23]. Neste con-
texto, frequentemente conhecemos o estado global
mas queremos calcular probabilidades relacionadas
a somente um dos sub-sistemas. Para isso é conveni-

ente usar a funcao linear trago parcial, cuja definicao
é [24]:

Tra([9)(ol @ [E)(C) = [P)(¢] © Tra (€)(C])
= ({Clo)(el; (4)

2No caso de estados iniciais puros, i.e., p = |1} (1| (quando néo
existe incerteza cldssica sobre a preparacdo do sistema [27]),
temos |t:) = U[4), que, junto com a Eq. (1), é equivalente &
equagao de Schrodinger para o estado: ihid; |1:) = H|i):).
3Pois, uma vez que Ué conhecido, essa equacdo é uma mapa
discreto p — pq.

4Pois essa equacdo é uma equacio diferencial que envolve
variagbes de p em intervalos de tempo infinitesimais em torno
do instante de tempo t.
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em que [¢),|p) € Hg e [£),]() € Ha e tomamos o
traco sobre H 4. Assim, por exemplo, se o estado
do sistema bipartido SA é p, o estado do sistema S
pode ser obtido usando-se o traco parcial:

p% = Tra (p).

A continuacdo deste artigo estd organizada da
seguinte forma. Comegaremos, na Sec. [2, obtendo
a representac¢ao de Kraus para a dindmica de um
sistema quantico aberto. Na sequéncia, na Sec. [3]
forneceremos um exemplo de aplicacdo dessa repre-
sentagao na descricao da evolugdo temporal de um
atomo de dois niveis, e de sua coeréncia quantica,
quando esse interage com o campo eletromagnético
inicialmente no estado de vacuo. Deixamos para
0 as provas das vérias propriedades que
sao exigidas (ou esperadas) para os operadores e a
dindmica de Kraus.

2. A representacao de Kraus a partir da
dindmica unitaria

Nesta secao obteremos, de maneira simples e sem am-
biguidades, a representacao de Kraus para o estado
evoluido de um sistema quéntico discreto. Tentamos
simplificar a0 maximo a notacdo para que o material
seja acessivel a todos os que possuem um conheci-
mento bésico do formalismo matemaéatico da MQ
de sistemas fechados. Para evitar as complicacoes
relacionadas a questdo da possivel ndo positividade
completa da dindmica quéantica gerada a partir de
estados iniciais correlacionados [34-40], vamos con-
siderar que sistema e ambiente estdo inicialmente
em um estado produto:

p=p° ®|Eo)(Eo|. (5)

O ambiente propriamente dito, ou seja, a parte do
universo que pode interagir efetivamente com o sis-
tema S em uma escala de tempo relevante, poderia
estar em um estado misto qualquer. No entanto,
para facilitar as demonstragoes, vamos utilizar uma
purificagdo deste estado [24}-26]; veja a Fig.

O primeiro passo para a obtencdo da repre-
sentacdo de Kraus é considerar o sistema S mais seu
ambiente A como sendo um sistema fechado. Assim,
o estado desse sistema composto serd evoluido no
tempo através de uma transformacao unitaria, como
mostrado na Eq. , com U obtido da equacao de
Schrodinger, Eq. , com

ﬁ:ﬁg®ﬂA+HS®ﬁA+gﬁinta (6)
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Figura 1: O sistema S, preparado no estado j°, pode
ser influenciado efetivamente pelo ambiente A’. Se a
decomposicio espectral do estado inicial de A’ é pa =
> ajlai){a;|, podemos utilizar a decom.posicéo de Sch-
midt [24] e outro ambiente A” para purificar esse estado:
par = Tran (|Eo)(Eol), com [Eo) := 3, /aj|aj)®]af) €
Har @Han =Harar =t Ha e {|a})} é uma base ortonor-
mal de H 4.

onde Ig(4) é o operador identidade no espago vetorial

correspondente, H 5(4) € 0 chamado Hamiltoniano
livre do sistema (ambiente) e g é um pardmetro
real que determina o “quao forte” é a interagdo en-
tre o sistema e seu ambiente, cuja forma é descrita
pelo Hamiltoniano de interagao I—Afmt. Se g = 0 sis-
tema e ambiente evoluem de forma independente,
e continuam descorrelacionados. Por outro lado, se
g # 0 correlagbes sdo geradas entre sistema e ambi-
ente [41,42], o que pode influenciar as caracteristcas
quanticas de S causando, por exemplo, perda de
coeréncia quintica em um processo conhecido como
decoeréncia [43}44].

O leitor certamente ja verificou que operadores
unitarios preservam o produto escalar entre veto-
res do espaco no qual atuam e que o efeito dessas
transformagoes é simplesmente o de realizar uma
mudanca de base, ou de representac¢do. Entao, se
consideramos duas bases quaisquer de vetores orto-
normais do espaco de Hilbert para o sistema com-
posto,

{12} {1¥;)} € Hs © Ha, (7)

com j =0, ,dsds — 1, onde dg(4) = dim(Hg(a))
¢ a dimensao do espaco de estados para o sistema
(ambiente), podemos escrever:

0= 3 18)(W,. (5)

As bases que aparecem na ultima equagao definem
a ac¢ao do operador unitario e sdo completamente
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gerais, podendo ndo ser um simples produto tenso-
rial de bases de Hg e de H 4, fato que dependera
da forma do Hamiltoniano de interacao. Sera ttil,
para alcangarmos nosso objetivo aqui, escrever os
vetores dessas duas bases gerais em termos de uma
base produto:

{ISk) ®@ |E1) = |SkEi) }, (9)
onde Kk =0,---,dg—1land l =0,---,dg — 1. A
relacdo de completeza em Hg4,
I=>"|SkE)(SKEl, (10)
kl
é entao utilizada para escrever
;) I]®;) (11)
> 1SkE) (SkEil| @) (12)
kl
> £ 1SkE), (13)
kl

A representacao de Kraus para a dindmica de sistemas quanticos abertos

Analogamente
= ngfl)\SkEz% (15)
Kkl
com oOS Coeﬁcientes
U — (Sp By 16
G = (SeEa| V). (16)

Assim o operador unitario toma a forma:

U = ZZfIE{HSkE»Zg%%smEM (17)
J

= > £ 49 S ) (S B,

Jklmn

(18)

em que usamos o fato de que (c[¢))T = ¢*(¢] para
qualquer ¢ € C, com ¢* sendo o complexo conjugado
de c.

Usando o operador unitario escrito em termos da
base produto, aplicado como mostrado na Eq. , e
a fungdo traco parcial, o estado evoluido do sistema

S,

onde definimos os coeficientes complexos ﬁf = Tra(pe) = TrA(U Ut ); (19)
") ¢é obtido como segue:
fkl = <Sk:El|(I)j>- (14)
J
ppo= Tra Y A9 ISeE) (SmEnl (5% @ |Eo)Eol) D £0* 02 E) (S By
jklmn opqrs
= Tra Z fkl gmn qu)*gﬁg | Sk ED) (SmEn |< ® ‘E(J)(EOD Sk Es){(SpEq| (20)
jklmnopqrs
= Ta > F 00 150 gD ISk (Sl 5150 ) (Spl @ [ Er) (Bl o) (Eol Es) (| (21)
jklmnopgrs m
= X e £ 91k (Sl 1S ) (S Tra( B E) (22)
—_————
Jhtmopar =(Eq|E))=0y
= U 1 4L 15k) (Sl 61, 23
= > szgmo 7 080 1Sk) (Sl 9°157) (Sl (23)
jklmopr
= > (SKE®) (V]S Eo) (Dol SpEr) (S Eo|Wo) | Sk) (Sl 5°1r) (Sl (24)
Jklmopr
= > (SKE®)(Y5SmEo)[Sk) (Sl 57| Sr) (Spl(Sr Eo| o) (@0l Sy Er) (25)
jklmopr
= 3 (S (195 (01) 1B Sk ol 150 (Sl Eol (SolWa) (@) [S,E) (26)
klmpr
= D (SkE|U|SmEo)|Sk)(Smlp®|Sr) (Sl (Sr BolUT|S, Ex). (27)

klmpr
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Acima dj;, é a funcdo delta de Kronecker. Na
passagem da Eq. para a Eq. lembramos
que |SpE;) = |Sk) ® |E;) e usamos o fato de que

(A9 B)(C® D)= AC ® BD (28)
para quaisquer quatro matrizes complexas fl é C’ D.
Para obter ) de usamos a linearidade do
traco parcial. Ja a Eq. é obtida a partir de (23))
usando as expressoes para os coeficientes complexos
definidos acima em termos do produto interno entre
os vetores base. Rearranjando os termos da Eq. (25))
“fazemos aparecer” os operadores unitdrios de ,

o que leva a Eq. .

J

Essa relaciio implica em (Sy,|K lT |Sk) =

> (SklKilSm)|Sk)

klmpr

> 1Sk Skl K| Sm)

klmpr

S IRiIsp Is K[ Ts.
l

~S
Pt

Chegamos assim a representa¢do da soma de ope-
radores de Kraus:

07 =Y KiK. (31)
l

E bastante comum encontrarmos o operador den-
sidade p7 escrito como $[p°] (ou com outro stmbolo
no lugar de $). Esse procedimento enfatiza que a
operagao quantica $ é um mapa (discreto) entre os
estados p° e p7, o que é denotado por

$:p% = p7. (32)
Como $ é um mapa que leva operador em operador
ele é, algumas vezes, chamado de super-operador. No

mostramos que os operadores de Kraus
da Eq. (29)) estdao definidos em Hg, que sdo lineares

®Queremos chamar a atencdo para o fato de ndo ser raro
encontrarmos os operadores de Kraus escritos da seguinte
forma (veja por exemplo a Ref. [24]): K; = (Ei|U|Eo). Em-
bora o significado dessa equagdo seja claro para quem esta
familiarizado com o assunto, evitamos utiliza-la neste artigo
pois, além do produto matricial U|Eo) nio ser bem definido
matematicamente, esse tipo de notacdo pode confundir sem
necessidade aqueles que estudam o tépico pela primeira vez.
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Prosseguindo definimos os elementos de matriz
dos operadores de Kraus na base {|S;)} em termos
dos elementos de matriz de U na base produt

(Sk|K1|Sm) = (SkE;|U|Sm Eo). (29)

(S Eo|Ut|SLE;) e portanto

Sl P51 ) (Spl (S, K 1Sp) =

Sl D515 ) (S| K 1S,) (S| =

e que a dindmica gerada por eles (Eq. ) pre-
serva o trago e é positiva. Também discutimos a nao
unicidade do conjunto de operadores de Kraus que
geram a evolucao temporal de S e o consequente
limite no niimero de tais operadores necessarios para
descrevé-la.

3. Atomo de dois niveis interagindo com
o vacuo do campo eletromagnético

Como o propoésito de exemplificar a aplicagdo da
representacao de Kraus, nesta se¢do vamos consi-
derar um atomo de dois niveis, e.g. um atomo de
Rydberg [45-48] ou sistemas analogos [49-51], cu-
jos estados fundamental e excitado serdo denotados,
respectivamente, por |Sp) e |S1). O ambiente desse
atomo é o campo eletromagnético, que esta inici-
almente no estado de vacuo (i.e., com nenhuma
excitacdo), que chamaremos de |Ey). Estados do
ambiente contendo j fotons espraiados por seus mo-
dos sao denotados por |Ej). Sob essas condi¢oes
um processo de emissdo “espontanea” ocorrera por
causa da interacao do sistema atomico com as flu-
tuacoes quanticas do vacuo [5253]. Essa dinamica

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n°® 2, 2307, 2016
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pode ser modelada via o seguinte mapa fenome-
nolégico [24,25):

Ucaa|SoEo) = |SoEo), (33)
Ucaal|S1Eo) = /1 —p|S1Eo) + /p|SoE1),

que em CIQ é conhecido como canal de amorteci-
mento de amplitude (CAA) [24,25]. A interpretacao
desse mapa é simples. Se o atomo esta inicialmente
no estado fundamental, ele continuara assim pois nao
ha energia alguma para “circular” pelos sistemas. No
entando, se o 4&tomo estiver inicialmente no estado
excitado, este emitird, em um processo randémico,
um féton com probabilidade p (i.e., 0 < p < 1), que

3.1. Operadores de Kraus para o CAA

A representacao de Kraus para a dindmica de sistemas quanticos abertos

é proporcional ao tempo de interagdo atomo-campo.
Como o ambiente é muito “grande”, vai demorar
também um tempo muito grande, considerado na
pratica como sendo infinito, para que o féton seja
recapturado pelo atomo. Dessa observacao inferimos
que o estado assimptético do dtomo serd |Sp), inde-
pendentemente de qual seja o seu estado inicial. A
probabilidade p é muitas vezes chamada de tempo
parametrizado [33,41,/42[54]. Se observarmos a taxa
~v com que um numero muito grande desses atomos,
todos independentes um do outro, perdem suas ex-
citagdes, temos que p ~ 1 — e~ [54]. Portando
t = 0 s corresponde a p = 0, enquanto p = 1 seria o
limite assimptdtico t — oo.

Nesta sub-secao utilizaremos a relacao <Sk\f(l]Sm> = <SkEl]UCAA|SmE0>, com a agao do operador unitario
dada pelo canal de amortecimento de amplitude (Eqgs. (33)), para obter os operadores de Kraus que geram

essa dindmica quéantica:

A

. Kol
(SolKolSo) = (SoEo|UcaalSoEo)
= (SoEo|SoEo) = 1. (34)
(So|Ko|S1) (SoEo|Ucaa|S1Eo)
= (SoEo|(v/1 — plS1Eo) + v/p|SoEL))
= 0. (35)
(S1|1K0|So) = (S1Eo|UcanlSoEo)
= (S1E0|SoEp) = 0. (36)
(S1|Ko|S1) = (S1Eo|UcanlSiEo)
= (S1Eo|(v/1 — p|S1Eo) + /D|SoE1))
= Vvi-p (37)
i.e., na base {|5;)}
o 1 0 (38)
°=lo yT=p|
L4 IA(IZ
(So|lK11S0) = (SoE1|UcaalSoEo)
= (SoE1|SoEp) = 0. (39)
(SolK1|S1) = (SoE1|UcaalS1E0)
= (SoE1|(v/1—plS1Eo) + /D|SoEL))
= Vb (40)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 2, 2307, 2016
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<51|K1|So> <SlE1‘UCAA’SOEO>
— (SyE1|SoEo) = 0. (41)
(S1|1K11S1) = (S1E1|UcaalS1Ep)
= (S1£1|(V1 = p|S1Ep) + /plSoE1))
~ 0 (42)
i.e., na base {|5;)}
- [o p
] “

e Kj>2 =0, com 0 sendo o operador nulo, pois hd no maximo um féton no sistema como um todo e por

conseguinte <SmE122|UcAA|SnEO> =0.

3.2. Dindmica da coeréncia quantica sob o
CAA

Segundo Feynman, a coeréncia quantica (CQ) é o
aspecto mais fundamental da mecénica quéantica
[55]. A palavra coeréncia (ou mesmo CQ) se fez
presente por varios anos em Optica quantica e em
areas correlatas (veja e.g. [56,57] e suas referéncias).
Nos tltimos dois anos tem-se reconsiderado a CQ do
ponto de vista de teoria de recursos [58-65], o que
gerou um intensa e produtiva atividade de pesquisa
sobre esse tema [66-73].

Aqui, evitando demasiados detalhes, diremos que
um sistema fisico preparado em um certo estado
p possui CQ em relagdo a uma dada base {|o;)}
(ou observavel O = >, 0jloj){0j|, com o; € R) se,
quando representado naquela base, possuir elemen-
tos de matriz fora da diagonal principal ({o;|p|ox)
com j # k) ndo nulos. Note que isso implica na
existéncia de incerteza quantica em relacao a qual
resultado serd obtido em uma medida de O [27]. A
soma dos médulos desses elementos de matriz nos

fornece um boa medida de CQ [67]:

C(p) = _ lojlplor)l-
7k

(44)

Vamos estudar como a dindmica do sistema con-
siderado nesta se¢do influencia a sua CQ. Assumire-
mos que o atomo esta inicialmente em um estado
qualquer:

pszé(ﬂsﬂf.é), (45)

onde 7 = (r1,72,73) é 0 vetor de Bloch, com r; =

Tr (ﬁs &j) € R sendo as “polarizacdes” para este

estado, e 6 = (61, 692, 3) com as matrizes de Pauli,
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na base {|5;)}, sendo escritas como:

o Joal . o =il . [t oo

Assim, na base {|S;)},

1+7r3
r1 4 1r9

1
~S -
T 17y (47)

T — iTg]

e a CQ do estado inicial, em relacao a essa base, é
dada por:

C(p°) = 27" (jr1 —irg| + |r1 +ira])  (48)
= \/r?+7r3. (49)

em que usamos 71,72 € R e, para z € C,
2| = 2] = \/Re(2)? + Im(2)2.  (50)

Se aplicarmos as Eqgs. e ao estado inicial
geral da Eq. , o estado evoluido do atomo,

1

~S - AS 1

py =" K;p°K], (51)
=0

N —
—_
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Podemos verificar que

=0
b0 Jr o ] fo velo o
0 vi=p||o vI=p|T]o o]|yp 0
O O VT T R B
0 1-p)| " lo o] |0 1| TPlo -1
= Is + pos

I U VN S B AV
~vT=p ol ]o vI=p| |0 o||ys 0
[ o =5 [0 o
_[Fp o |Tloo

01
_1WLJ
=011 —p

Da mesma maneira podemos obter a relagido geral
(para k =1,2,3):

1
ija'k A]T = (\/1 —p)(1+53k) 6’]@-

=0

(56)

<.

Assim o estado evoluido do 4tomo toma a seguinte
forma:

ﬁg = 271(1154-]95'3—1-7"1\/1—p5'1+7'2\/1—p6'2
+r3(1 —p)d3) (57)

1 S oz
:§@+W@, (58)

com o vetor de Bloch evoluido no tempo sendo
= (ri(p),r2(p),r3(p))
= (nVI=pra/T=pp+13(1-p))(59)

Assim a CQ do 4&tomo em um instante de tempo
qualquer é dada pela Eq. com {r;}3_, subs-

tituidos por {r; (p)}]zzl. Por conseguinte

C(py) = VI—=pC(p%). (60)
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Ou seja, se C(p°) # 0 a CQ do dtomo diminui
monotonicamente indo a zero quando t — oco. A
taxa de decaimento da CQ nao depende do estado
inicial, mas sim da taxa de decaimento do 4tomo;
veja a Fig. [2|

4. Consideragoes Finais

Como foi bem colocado por Robert Sppekens em [74],
existem dois tipos de revolugdo em fisica. A primeira,
a mais notada, é a aquela onde substituimos uma te-
oria antiga por outra teoria conceitualmente nova e
mais abrangente, com a teoria da relatividade geral
de Einstein e a mecanica quantica sendo importantes
exemplos. O segundo tipo de revolucdo é mais lento,
mas nao menos importante, e envolve uma mudanca
de perspectiva sobre uma teoria existente. Um exem-
plo disso é o uso de principios de simetria, de minima
acao e termodinamicos em fisica. Tratando-se teorias
fisicas do ponto de vista de teoria de informacéao,
ou seja, considerando-se estados fisicos como sendo
recursos, tem-se conseguido aperfeicoar e generalizar
esses principios.

Com o desenvolvimento da ciéncia da informacgao
quantica, mostrou-se que os mais variados aspec-
tos de estados fisicos (e.g., assimetria [63], ater-
malidade [61], emaranhamento [60], ndo localidade
quantica [75], coeréncia quantica [69], discérdia
quantica [65], etc) podem ser utilizados como re-
cursos para a realizacdo mais eficiente de diversos
tipos de tarefas importantes para a ciéncia, tecno-
logia e sociedade. Nesse contexto, implementacoes
no laboratério de protocolos que se utilizem des-
ses recursos envolvem um balanco delicado entre o
controle necessario do sistema quantico de interesse
e da sua interagdo com o ambiente. Por isso é im-
prescindivel levar em conta este tltimo quando da
descricdo do sistema utilizado. Por conseguinte, é
importante que, nas universidades e institutos de
educacdo e pesquisa, trabalhemos antes e mais com
a teoria de sistemas quanticos abertos.

Com a intencéo de contribuir com esse projeto,
neste artigo derivamos, de forma simples e livre
de ambiguidades, a representacdo de Kraus para
a dindmica de sistemas quanticos abertos. Espera-
mos que esse trabalho ajude a desmistificar esse
formalismo e estimule o seu uso, que se faz util
para descrever muitos sistemas fisicos reais de inte-
resse para varias areas de pesquisa e em particular
para CIQ. Nesse sentido, exemplificamos a aplicacao
desse formalismo estudando a dindmica do estado e

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2015-0005
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0,5

T3

0,0

-05

-1,01
-1,0

-05

T 0,0
2 0,5
1,0

Figura 2: Qualquer estado p de um sistema de dois niveis pode ser representado por seu vetor de Bloch 7 em uma regido
de R3 conhecida como bola de Bloch. Em coordenadas esféricas, as componentes deste vetor s3o: 7, = rsin 6 cos ¢,
ro = rsinfsing e r3 = rcos#, com r € [0,1], 8 € [0,7] e ¢ € [0,27). Nessa figura estdo mostradas as evolugdes
temporais do vetor de Bloch (trajetérias no grafico de cima) e da coeréncia quéntica (gréafico de baixo) para estados
iniciais puros (r = 1, estes estados est3o na superficie da bola de Bloch, i.e., na esfera de Bloch) restritos ao plano 5 =0
(¢ =0), com o 4ngulo § = jm/8 (j =1,---,8) e evoluidos sob a acdo do CAA. Estes estados iniciais s3o equivalentes a
p =) (1] com |[¢b) = cos(0/2)]Sp) +sin(6/2)|S1). No grafico de cima obtemos os diferentes estados iniciais, e trajetérias,
iniciando com € = /8 (curva vermelha) e aumentando 6 de 7/8 para obter o préximo estado mais abaixo. No grafico de
baixo as linhas pontilhadas sdo para j > 4, e para 7 < 4 usamos linhas continuas. Notamos que, para qualquer estado
inicial, o estado assimptético de S é |Sp). Em todos os casos a coeréncia quéntica diminui monotonicamente com o tempo
parametrizado. No caso j = 8 a CQ é zero sempre. Observamos também que a CQ é simétrica em relagdo ao angulo
0 = /2, ou seja, C(p; (w/2 4 0)) = C(p; (7/2 — 6)) para qualquer angulo § e tempo p. Isso indica a proporcionalidade
entre a CQ de um estado e a sua disténcia euclidiana até a linha incoerente ¢|.Sy){So| + (1 — ¢)|S1)(S1], com 0 < ¢ < 1.

da coeréncia quantica de um atomo de dois niveis  qualquer de Hg. Usando a resolucdo da unidade
interagindo com o vicuo do campo eletromagnético.  escrevemos

Apéndices
A. Propriedades da dinAmica gerada Kile) = IsKils[e)
Neste apéndice vamos verificar que os operadores - Z EOICHE Y <Z ’Sk><sk|> 1€)
de Kraus estdo definidos em Hg, que sdo lineares ! ~ F
e que a dindmica gerada é positiva e preserva o = Z<Sj‘Kl‘Sk><Sk’§>|Sj>
trago. Além disso, vamos discutir a ndo unicidade Ik
dos operadores de Kraus e o consequente limite no = Z(S’jEl|U|SkE0><Sk|£>|Sj>
namero de tais operadores que sdo necessarios para gk
descrever a dinamica de S. .
= Y AS;ElU (ZI&)(&I) £) ® [Eo)S;)
J k

A.1. Acao dos operadores de Kraus N
= Y (S;E|UIEE)|S;) (61)
Vamos verificar que, como é esperado, os operadores J
de K 1 t d t d — O]
e Kraus levam vetores de Hg em vetores de Hg, o ch£ 1S;),
J

que se denota por K; : Hg — Hg. Seja |€) um vetor
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. . l
com os coeficientes complexos definidos como ng) =

(S;E)|U|¢Ep). Como qualquer combinagio linear
dos vetores de uma base de Hg também é um vetor
de Hg vemos que K;|€) € Hg e por conseguinte de
fato K, : Hg — Hg para qualquer valor de [.

De forma similar, podemos escrever K lT &) =

l l A
> d§-€)|5j), com d§2 = (S;Eo|UT|¢E)), para ver que
f(;rm € Hg V. Esse fato sera 1util e.g. para a subse-
quente analise da positividade da dinamica gerada.

A.2. Linearidade dos operadores de Kraus

Consideremos uma combinacao linear de um con-
junto qualquer de vetores [(,) € Hs (nao ne-
cessariamente ortogonais), [£) := >, ¢m|(m) com
¢m € C. Um operador L : Hg — Hg é dito linear
se L (X, ¢m|Cn)) = X, ¢mL|Cn). Para os opera-
dores de Kraus, podemos utilizar a Eq. ., e a
linearidade de U e do produto interno, para escrever

Kl <Z Cm|Cm>) =
= Y (S;E|UIEE)|S;)

J

Ki[€)

- Z(SjEl|ﬁZ cm|Gm) @ [E0)|Sj)

J
= Z S E”UZCme >|S]>
- Zcmz SiE|U1GmE:)|S;)
J
= ZCmKl|Cm>

De forma similar pode-se mostrar que K, ZT (> em
ICm) ) = D>om cmf(;r|(m> Em suma, nestas duas pri-
meiras sub-secoes deste Apéndice mostramos que
os operadores de Kraus f(l, e K ZT , sdo operadores
lineares e que estao definidos em Hg.

A.3. A dindmica gerada preserva positivi-
dade

Vamos mostrar que pf é positivo semi-definido. Para
tal, comecemos considerando um vetor qualquer
|€) € Hg, para o qual, pela linearidade do produto
matricial,

S (€lKip K] ).

l

(€lprle) = (63)

Mostramos acima que K lT : Hg — Hg. Usemos essa

propriedade aqui para definir K;r 1€) =: |&) € Hsg,
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que implica em (& = |&)T = (€| K, e assim escrever
€lorle) = > (&lo”l&) (64)
l >0
> 0.

Na Eq. utilizamos a positividade do operador
densidade inicial de S.

A.4. A dindmica gerada preserva o traco

Além da positividade demonstrada anteriormente,
para que uma distribui¢do de probabilidades vélida
seja gerada, o operador densidade deve ter traco
igual a um para todos os instantes de tempo t. Temos
que

Te(p) = Tr (S E5K])
= S Tr (Klp K})
= T (K[ Kip®)
- (SR ).
Na dltima equacdo utilizamos a linearidade da

fungéo trago e a sua propriedade ciclica. Agora use-
mos a resolug¢ao da unidade para ver que

sz(;f(z = EZHSRIT]ISKIHS
= 3 1S (Sl K 180) (Sul KilSo) (Sl

Imno

= > 1Sm) (SmBo|UTSn B (SnEy|U|So Eo)(S,|

Ilmno

= 1S ) (SmEolUT S " S0 E) (S E|U[SoEo)(Sol
mo nl

(65)

= 1S ) (S Eo|UTU|S,Eo) (S, |
= Z |Sm><SmEO|SOEO><50’

_Z|5
= Zm‘SmM m’

=Ig.

moS‘

(66)

Esta igualdade garanteﬁ que a dindmica descrita
acima preserva o tragco do operador densidade
evoluido do sistema, i.e., Tr(p¥) = Tr (,65) =1,
e portanto que gera um estado quantico vélido para
qualquer instante de tempo.

5Vale observar que, em contraste como o formalismo geral
de operagdes quanticas, no contexto da dindmica sistema-
ambiente considerada aqui Elf(; K, = Ig é um fato e ndo
um condi¢do a ser satisfeita pelos operadores de Kraus para
garantir que a dinamica gerada preserve o trago.
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A.5. Nao unicidade dos operadores de Kraus

O conjunto de operadores de Kraus que gera um
mapa $ : p° — p7 nao é tnico. Para verificar essa
afirmagdo consideremos [24]:
Kl, = Z VinKn (67)
n
com Vj, sendo os elementos de matriz de um ope-

rador unitério qualquer (VIV =1). O estado de S
obtido usando-se os operadores K] é:

S KPR = % (z le) P (Z v;nfdn)
l l n m
= Y > Vi VK. p K,
nm [
= S R.K]
n
= P (68)
pois

l l

Ou seja, os conjuntos de operadores {K]} e {K;}
geram a mesma dindmica quantica para S.

No contexto da dindmica sistema-ambiente que
estamos interessados aqui, uma relacdo como a dada
na Eq. é obtida se, depois de o sistema e ambi-
ente evoluirem sob a acdo de U, uma transformagcao
unitdria V for aplicada ao ambiente. Assim, a com-
posicao

U =UseV)U

nos leva aos operadores de Kraus:

(69)

(SklK7|Sm) = (SkE|U’|Sm Eo)

= (SkE)|(Is ® V)U|Sm Eo)

= (SkE|(Is @ V)(Is ® Y| En) (En|)U|Sm Eo)
=>"({Sk| ® (E|V|En) (En|)U|Sm Eo)

= Z‘/ln<5k|Kn|Sm>v (70)
n

que ¢é equivalente a Eq. . Vale observar que es-
sas rotacoes locais, aplicadas depois da dindmica
conjunta, raramente tém alguma implicacao rele-
vante nas fung¢bes que consideramos em ciéncia da
informacao quantica. Ou seja, neste contexto pode-
mos, em geral, desconsiderar a nao unicidade dos
operadores de Kraus.
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A.6. Limite no nimero de operadores de
Kraus necessarios para descrever uma
dinidmica quantica

Como a dimensdo do ambiente (e de U) ndo é limi-
tada, nao ha um motivo aparente para esperarmos
que o nimero de operadores de Kraus deva ser limi-
tado. Nao obstante, vamos mostrar que um conjunto
de até d% operadores de Kraus é suficiente para ge-
rar qualquer dindmica de um sistema com dimensao
ds.

Os operadores de Kraus estdo definidos em Hg
(i.e., Kl : Hs — Hgs) e, por conseguinte, podem
ser representados por matrizes complexas com di-
mensao dgxdg. O espago formado por essas matrizes
é denotado por C%*4s . Seguindo a Ref. [24], vamos
comecar mostrando que para a matriz Hermitiana
W definida por

A

Wim = Tr(K] K) (71)
temos que rank(W) < d2, em que o rank de W
¢é definido como o niimero de seus vetores coluna
que sdo linearmente independentes (LI) [76]. Para
isso, notemos que existe uma base ortonormal para
Cdsxds com d% elementos, o que implica que néao
mais do que d?g dos operadores K, podem ser LI.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que os pri-
meiros d% operadores K; sdo LI Com isso podemos
escrever, para m > d%, a combinagao linear:

R, =y% mg 7
m 21:101 15 ( )

(m)

com ¢; ~ € C. Pode-se verificar facilmente que isso
implica que o m-ésimo vetor coluna de W, para
m > d%, é uma combinacio linear dos d?g primeiros

vetores coluna:

dg  (m)
Wim = >22,¢; Wi (73)
Fica provado assim que
rank(W) < d%. (74)

Utilizando esse resultado e o fato de que W é uma
matriz Hermitiana, podemos diagonaliza-la via uma
transformacio unitaria V:

W =VWwvt.
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Os d% elementos diagonais possivelmente nao nulos
de W’ sao obtidos como segue:

Wi o= (VWVhH; =Y v(wvhy,
l

= Y ViWin(V s = D VaTe(K{ Kin) Vi,
Im

lm
= T ViKY VK = Te(K[K)).(75)
l m

Temos assim um conjunto com até d% operadores
de Kraus K} = 3., V;; Km, que geram a mesma
dinamica que o conjunto K,,.
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