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Revisamos a construgdo da teoria de gauge para os grupos de Lie semi-simples realizada por Utiyama em
seu trabalho “Interpreta¢io da Interagdo por Invaridncia Tedrica” [1]. Mostramos que para manter a
invaridncia de um sistema de campos ¢* (z) sob um grupo de transformagdes a n pardmetros €®(x) dependentes do
ponto " é necessario introduzir um novo campo A%, (x). Este campo auxiliar interage com ¢ como manifesto pela
derivada covariante quﬁA. Determinamos a lei de transformagdo de A%, sob o grupo mencionado e calculamos o
tensor intensidade de campo F*,,, (x). Especificamos, ainda, a corrente conservada J,* associada & invariancia do
sistema completo. Encerramos aplicando a teoria aos casos da particula carregada em um campo eletromagnético
e do potencial de Yang-Mills sob transformagdes de um campo de spin isotépico; fazemos breves comentérios
sobre o campo gravitacional como teoria de gauge e sobre a extensdo da teoria de Utiyama na situacdo em que
La=La[A%;0,A%;0,0,A%] (z).

Palavras-chave: teorias de gauge; método de Utiyama

We review the construction of the gauge theory for semi-simple Lie groups by Utiyama in “Invariant
Theoretical Interpretation of Interaction” [1]. It is shown an auxiliary field A, () must be introduced in

order to keep the system of fields ¢** () invariant under a transformation group depending on n parameters ® ().

This auxiliary field interacts with ¢ through the covariant derivative V,,¢*. We determine the transformation
law for A9, under the 2*-dependent Lie group and calculate the field strength F',, (x). Moreover, we specify the
conserved current J,* related to the invariance of the complete system. The paper ends with the application of
the general theory to the cases of the charged particle in an electromagnetic field and of the Yang-Mills potential
under isotopic spin space transformations; we briefly address the matter of the gravitational field as a gauge
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theory; finally, we comment on the extension of Utiyama’s theory for L4 = L4 [Aau; O A% apa,,A“#] (z).

Keywords: gauge theories; Utiyama method

1. Elementos de histéria na origem da
teoria de gauge nao-abeliana

As teorias de gauge (ou, em uma tradu¢do menos con-
sagrada, teorias de calibre) sdo a estrutura formal sub-
jacente as interacoes fundamentais da natureza. Elas
explicam as leis de conservagdo para sistemas fisicos
frente a todo um conjunto de transformacoes. Ademais,
estabelecem um cendrio comum para o estudo da unifi-
cagdo dos campos. Seu estudo é obrigatério em cursos
de eletromagnetismo, fisica de particulas elementares,
geometria diferencial (teoria de fibrados), dentre outros.

A origem das teorias de gauge foi registrada por O’Rai-
feartaigh na Ref. [2]. Além do aspecto humano do de-

senvolvimento dessas teorias, o livro de O’Raifeartaigh
contém todos os artigos orginais que citamos nesta breve
introducao, a qual pode ser entendida como um resumo
bem compacto de trechos daquele texto.

Foi Weyl quem introduziu o termo “gauge” em geome-
tria diferencial na época da publicacao do seu primeiro
artigo no assunto [3]. Nesse artigo, Weyl propds uma teo-
ria de gravitagdo em que vetores podiam alterar também
0 seu comprimento por um transporte paralelo, ou seja,
seu tamanho, calibre ou “gauge”. Na época, a palavra
“gauge” era comum para designar medidas de tamanho,
como o da espessura de um trilho de trem.

*Endereco de correspondéncia: [rodrigo.cuzinatto@unifal-mg.edu.br, |cuzinatto@gmail.com.

10 significado do termos “abeliana” e “ndo-abeliana” ficara claro na Segéo Ela diz respeito ao grau de complexidade das transformacoes
com respeito as quais a teoria fisica (estabelecida pela densidade lagrangiana de um dado campo ¢) é invariante. Uma teoria abeliana estd
associada a um grupo mais simples, e portanto mais restritivo, de transformacoes.

2Yang também preparou um “Abstract” para um encontro da AMS em Washington, em abril de 1954, que foi publicado como: C. N. Yang
and R. L. Mills, Isotopic Spin Conservation and a Generalized Gauge Invariance, Phys. Rev. 95, 631 (1954).
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O primeiro trabalho em teoria de gauge néo—abelianaﬂ
é aquele devido a Yang e MillsE| [4], embora eles tenham
tido inspiracao em outros trabalhos e outras pessoas te-
nham derivado independentemente os mesmos resultados.

A ideia de Yang e Mills era tornar local a simetria de
isospin das interagoes fortes de uma maneira andloga ao
procedimento de Weyl que, em seu artigo de 1929 [5],
derivara o eletromagnetismo (uma teoria de gauge abeli-
ana) a partir da prescri¢ao de acoplamento minimo ao
fazer local (dependente da coordenada x) a liberdade de
escolha de fase na teoria espinorial. A teoria espinorial é
invariante por uma transformacio de fase,

U(x) = ¢ (x) = e"Y(x), o= constante.

Weyl sugeriu que essa transformagcao poderia ser genera-
lizada para uma transformacao local
b(z) = ¢ (x) = (@),  a=ala).

A invaridncia da teoria por este grupo abeliano de trans-
formacao exige, entdo, que a derivada ordinaria seja subs-
tituida por uma derivada covariante 9, — V, = 0, + A,
cuja quantidade A, é identificada com o campo eletro-
magnético. Incidentalmente, A, ¢ um campo de massa

nula como veremos no final da secdo [3.2

Para localizar a simetria de isospin, Yang e Mills in-
troduziram o campo de gauge B¢, criando a teoria de
gauge para o SU(2) que ficou conhecida como Teoria de
Yang-Mills [4]. A publicagdo deste trabalho foi adiada
porque os autores esbarraram no problema da massa as-
sociada a este novo campo. Seria B, nao-massivo, assim
como A, 7 Eles decidiram enviar o artigo para publicacao
apenas quando perceberam que esse problema nao seria
resolvido em um curto periodo.

Pauli estava ciente deste problema, tanto que insistiu
veementemente em perguntar a Yang, durante um semi-
nario em Princeton: “Qual é a massa deste campo B,,?”,
ao ponto de Yang interromper seu seminério |6]. Este s6
seria retomado depois da intervencgao apaziguadora de
Oppenheimerﬂ A irritagdo de Pauli pode ser entendida:
ele havia encontrado o tensor de campo I, da teoria de
Yang-Mills por uma outra abordagem (reducao dimen-
sional em geometria diferencial) mas nao publicara este
resultado provavelmente porque nao resolvera o problema
da massa.

Paralelamente ao desenvolvimento de Yang e Mills,
Ronald Shaw em Cambridge teve um insight ao ver um
preprint de Schwinger: percebeu que o grupo de gauge
do eletromagnetismo U(1) apresentado na sua forma real
bidimensional SO(2) poderia ser generalizado para o
SU(2). Isso o levou a resultados essencialmente iguais
aos da teoria de Yang-Mills embora sob uma motiva-
¢ao diferente. Shaw também confrontou com o problema
da massa do campo B,: ele acreditava que sua massa
deveria ser nula, mas Abdus Salam, seu orientador, o
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advertira sobre a néo trivialidade do problema. Este fato
e a ocupagao com a escrituracao da tese de doutorado
adiaram a divulgagao dos resultados para 1955 em “O
Problema dos Tipos de Particulas e Outras Contribuicoes
a Teoria de Particulas Elementares’ﬂ parte II, cap. 11T
— cf. Ref. [7].

Ao mesmo tempo em que Shaw fazia seu trabalho so-
bre teoria de gauge nao-abeliana, Utiyama se preparava
para uma visita a Princeton trazendo consigo um estudo
da relacdo entre a gravitagdo na formulagdo de tetradas
e o eletromagnetismo via conexao. Embora nédo faga refe-
réncia explicita em seu artigo, o desenvolvimento geral
de Utiyama segue de perto o procedimento que Weyl
adotou para o eletromagnetismo. Utiyama constroi a te-
oria de gauge para todos os grupos de Lie semi-simples,
mas ao chegar aos EUA 1é o preprint de Yang e Mills e
engaveta seu paper dada a semelhanca dos trabalhos. Ao
perceber que a teoria de Yang-Mills considerava apenas
o grupo SU(2), Utiyama publica seus resultados, que
incluem o caso gravitacional, mas isso ndo ocorre antes
de 1956 [1]. A migoa de Utiyama é ver as teorias de
gauge nao-abelianas serem chamadas de Teorias de Yang-
Mills sem a mais leve mencao ao seu nome, a pessoa que
desenvolveu a formulacio geral da teoria de gauge. E
essa formulacdo que apresentaremos detalhadamente a
partir de agora.

2. Diretrizes da abordagem de Utiyama

Gostariamos de entender a relagdo entre a teoria de cam-
pos em interacdo e a exigéncia de invaridncia da densidade
lagrangiana associada a esses campos sob transformacoes
a pardmetros dependentes do ponto (transformagoes de
gauge). Para isso vamos estabelecer o seguinte programa.

Considere-se um sistema de campos ¢ (z) com A =
1,2, ... rotulando os campos de matéria inicialmente sem
interagdo. O ponto de partida é a densidade lagrangi-
ana Ly = Ly [(bA;@,@A} tomada como conhecida e
invariante sob um grupo de transformagio G,, (de Lie)
dependente de n pardmetros €. Aqui €° sdo constantes
com respeito as coordenadas x; por isso, G,, é dito grupo
global.

Suponha que o referido grupo G,, seja substituido por
um grupo G, mais geral no sentido que os parametros €©
sdo trocados por um conjunto de fungdes arbitrarias e°(z).
Por isso, G, é dito grupo local. Considere-se, ainda, que
a densidade lagrangiana Ly = Ly [gi)A; 6#¢A] perma-
neca invariante por este grupo mais geral G, através
da introdugdo necessiria de um novo campo A(z). O
campo auxiliar A(z) serd doravante chamado campo
compensador ou potencial de gauge.

Tentaremos responder as seguintes perguntas, que se-
rao nossas diretrizes:

3Esse episédio é descrito por Yang em seus Selected Papers, nossa referéncia [6]. N6s usamos os trechos disponiveis no capitulo 8 de [2].
4Uma reproducio de excertos pertinentes aparece no capitulo 9 da Ref. [2].
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1. Que tipo de campo A(z) deve ser introduzido para
garantir a invaridncia local sob G, (mantendo,
simultaneamente, a invariancia frente a transfor-
magao global G,,)?

2. Como este campo A(x) se transforma sob o grupo
local Goon?

3. Que forma toma a interagdo entre o campo A(x)
e o campo original ¢ (z)? Dito de outra forma,
qual é a relagao/prescrigio matemdtica conectando
o potencial de gauge A(x) e o campo de matéria
¢ (z)? Ou ainda, como podemos determinar a
nova densidade lagrangiana £ [¢; A] = Lpr+int
modificada a partir da densidade lagrangiana origi-
nal Ly [(bA; 8H¢A} para incluir a contribuicao do
potencial de gauge A (z)?

4. Quais sdo as caracteristicas da densidade lagran-
giana L4 = L4 [A; 0A] para o potencial de gauge
livre? Que tipo de equagbes de campo sdo permiti-
das para A?

5. Constroi-se a densidade lagrangiana total L com-
binando a densidade lagrangiana de matéria em
interacdo, £ s+int, aquela associada ao campo com-
pensador, £ 4. Quais as consequéncias de se impor
a invaridncia de L7 sob o grupo de transforma-
¢80 Goon? Em particular, isso leva a alguma lei de
conservacao [8]7

Responderemos essas perguntas na segio [3] tragando
um quadro geral que serd investigado para dois casos
nas secoes seguintes. Em {| tratamos o caso de cam-
pos carregados eletricamente em interagdo com o campo
eletromagnético e na secdo [5| estudamos o campo de
Yang-Mills no contexto de transformacoes de um campo
de spin isotdpico.

Na secdo [6] citamos o trabalho de Kibble [9] sobre
invariancia de Poincaré e o campo gravitacional. Em [7]
elencamos alguns resultados de um trabalho [10] que
extendeu o de Utiyama para densidades lagrangianas do
tipo L4 [A; 0A; 82A] para o potencial de gauge.

3. Teoria geral

3.1. Invariincia local, o campo A e a prescrigao
de acoplamento minimo

Considere-se um conjunto de campos de matéria livres
¢4(x), (A =1,2,...,N) definidos em uma regido © do
espaco-tempo, com a densidade lagrangiana de primeira
ordem

_9¢"

= Oan’

L (.73) =Ly [¢A; 8M¢A] (l‘), au¢A

e4302-3
e cuja equagao de campo é
0Ly 0Ly
— = U. 1
DA 8“8 (Opop?) 0 (1)

Postulemos que a integral de acao,

SM:A&MMw,

seja invariante sob a seguinte transformacdo infinitesi-
malf]

¢t — o + 597,
5™ = €11 po",
€* = parametro infinitesimal independente de

z(a=1,2,...,n), (2)

I(a)AB = coeficiente constante.

Ademais, assumimos a transformagcao €COmo correspon-
dente a um grupo de Lie G,, dependente dos n pardmetros
€” e com geradores I(4) na representagao dos campos oA
A forma funcional de §¢* é uma combinacio bilinear
de € e ¢P, ou seja, é escolhida como linear nessas duas
quantidades.

Deve haver um conjunto de constantes f,’, independen-
tes da representacao chamadas “constantes de estrutura”,
que sao definidas pelas relacoes de comutacao dos gera-
dores Iy,

A C
( gl(a)vf(b)] B~ I(a)ACI(b)% - I(b)%I(a)% =fa bI(c)AB'
3
Tais constantes satisfazem uma regra de ciclicidade

fanl;leLc—’_fb"cl nia—'_chZ rrlLb:()? (4)

resultado que segue da identidade de Jacobiﬁ

[Ty Iw)]  Ie)] + [Ty L)) Lw)]
+ [ Iw] Im] =0, (5)

e tém propriedade de antissimetria

facb = _fbccw (6)

vinda da prépria definicdo do comutador .

O grupo G, é dito abeliano se as suas constantes de
estrutura sao nulas, f,% = 0, e os seus geradores de trans-
formagoes I(a)"}; comutam, cf. Eq. (3[). Caso contrario,
se f,% # 0, o grupo de Lie é denominado nao-abeliano.

Admitindo que a acdo S [¢] é invariante pela transfor-
magao infinitesimal no campo (2)) em qualquer dominio

5 Assumimos a convencgdo de soma de Einstein ao longo de todo o texto: indices que aparecem repetidos em uma mesma expressio

devem ser somados sobre todos os valores que eles podem assumir. Assim, por exemplo, o objeto §¢p? = €I

A

(@) B¢>B tem duas so-

mas implicitas: uma no indice a, outra em B. A guisa de ilustragdo, vamos explicitar apenas a soma no indice B = 1, ..., N; temos:

6¢A — eal(a)Al(bl + 6cr,_[(a).»42¢2 + 4+ eal(a)AN¢N_

6Note-se que [[I(a),l(b)] R I(C)] =f [I(m>, I(c>] = a”gfni . € portanto a soma no primeiro membro de fica como dado em .
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Q do espago—tempom

0L oLy

A Ay
0Ly = 52300 (8M¢A)6(8#¢ )=0, (7)

o que deve ser valido para qualquer ponto do espaco-
tempo, e mais, esta relacdo independe do comportamento
de ¢* e 8M¢A: 0Ly = 0 qualquer que seja o carater do
campo (escalar, vetorial, fermidnico, etc.). Levando em
conta que os € sao independentes (uns dos outros para
cada valor de a) e diferentes de zero,

0Ly
('3(;5‘4

0L

( ¢A) BQUQSB (8)

IayB0° +

Para escrever assumimos licita a troca da ordem na
operagao variagdo § pela derivacdo ordinaria 0. A consis-
téncia deste ato estd garantida uma vez que a variacao
6 é tomada apenas na forma do campo. Dito de outra
forma, as transformacgoes de gauge na lei nao afetam
as coordenadas sendo, por essa mesma razao, chamadas
transformacdes internas.
Reescrevemos usando a regra de Leibniz,

0Lm
DA

OLas
0 (9.0")

DL
0 (9.0)

— 9, }5¢A+a#{ 5¢A} =0

A equagdo de campo deve ser satisfeita e isto leva ao
anulamento do primeiro termo e a uma corrente conser-
vada, qual seja,

0Ly

[ —_—
Oula=0, 5 (8,07)

a

J/fz = I(a)AB(ﬁB’ (9)

Isso completa o estudo do segundo paragrafo na segio

Agora, tomemos como generalizacdo do grupo G,, dis-
cutido acima a seguinte transformagao infinitesimal com
parametros dependentes do ponto — grupo Geon:

5¢A(x) ea(x)‘[(a)f}i’qu7

I(a)AB = coeficiente constante, (10)

€*(x) = fungao arbitrdria infinitesimal (a = 1,2,...,n).

Neste caso,

5 (9u8") (0ue”)

Bo” (11)

1 (607) = € (2) 11,5
+ aufa(l')l(a)

"Nossa notagio para derivagdo parcial é simplificada: como Ly (QSA,anSA) deveriamos escrever 2£M

Teorias de gauge a la Utiyama

e a variacao da densidade lagrangiana é:

Sy = Goe0 +8(8#¢A)5(a#¢ ) =
_ 8£M B 0L A B
- [T b+ g b
0Ly A B
* [a<amA>I<a>B¢

O termo em €% é nulo sob a hipétese de que continue
valida mesmo que €* = €%(x) e consequentemente

OLy
9 (9u0") "

Vemos, entdo, que a variacdo 0Ly, com respeito ao
grupo de movimentos mais geral G, nao se anula:
L [gbA;quSA carrega sempre um termo cinético, os
geradores [ (@) B sao nao-nulos para que existam transfor-

SLy = L0y 50" 0 (12)

magoes, as derivadas de €® () sdo ndo nulas por hipétese.

Uma forma de preservar a invaridncia da densidade
lagrangiana L, sob , forcando 0Ly = 0, é introduzir
um novo conjunto de campos

A (z), J=1,2,... M,

que se transforme comd|

SAY (1) = €(z)U 0y s A'K + écJ EOe(z),  (13)
na esperanca de que este procedimento cancele o segundo
membro de . De fato, o segundo termo no lado direito
do ansatz para A’ vai com 9,e(z), mesmo fator que
aparece em . Na Eq. , g ¢ um parametro que
caracteriza a intensidade da dependéncia dos campos
compensadores A’/ com as derivadas dos pardmetros e
os coeficientes U e C sdo constantes a serem determi-
nadas. Fazendo isto, teremos comecado a responder as
questoes listadas na secdo anterior. Note ainda que os
indices J, K do coeficiente U e o indice J de C séo da
mesma natureza que o campo A’, enquanto que o indice
u de C tem cardter vetorial (por estar contraido com
o indice p da derivada). O nimero de componentes do
campo A'’, i.e. o intervalo de valores assumidos pelo
indice J, serd determinado a seguir sob a exigéncia de
invaridncia da teoria.

Ao inserir o campo auxiliar A’ na teoria, passamos a
nova densidade lagrangiana

Loy (x) = Ly [0 0,07 AY] (@) . (14)

e BLMA
?(2n0?)
H¢ ¢p=const

)

oA

dp=const

indicando que ao tomarmos a derivada da funcdo com respeito a uma varidvel a outra deve manter-se constante. Entretanto, evitamos

esse cuidado para nao carregar o texto.

8Note-se que §A’Y é uma combinacéo bilinear de €% e A’K . Esta é, por sua vez, combinada linearmente com Ope®.
9De fato, essa hipétese de simplicidade é o que garante a prescricio de acoplamento minimo introduzida mais adiante — cf. Eq. (132).
Termos contendo derivadas do campo de calibre (como no caso da interagdo de Pauli) podem ocorrer de modo compativel com a invarincia

de gauge.
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Nao hé necessidade de inserir a dependéncia da deri-
vada do conjunto de campos compensadores, 0, A’ 7 em
L), (z) pois a mesma ndo aparece na forma da lei de
transformagao proposta para A’/ (z). Equivalente-
mente, diz-se que a auséncia de 9, A"’ em (14) é assumida
como hipétese simplificadora

Postulemos que a acdo construida a partir de £,

9WM:AMMM@,

Substituindo as leis de transformagao dos campos, Egs. , e

oLy,
o a(bA I(a) B¢B

aLh,
9 (0,94)

oL,

B
I(a) B@Lgb DA

U((L) A,K:| + 5@6 |:

e4302-5

seja invariante sob a transformacéao ([13)). Isto significa
que

/ B‘C A
5L, a¢A5¢

oL,

aLh,
70,07

J_
(9A’J6A/

™) +

(13), e reunindo os termos em €*(z) e 0, (x):

oLk,

T aad S c’r =o.
0 (9u")

g oA o

A
I(a) B¢B

Lembramos que as fungoes €*(z) sdo arbitrarias e isto nos permite escolhé-las de maneira que €%(x) e suas derivadas
Ou€®(x) sejam independentes. Pondo de outra forma, néo existe razdo a priori para estabelecer uma relacdo de
dependéncia entre €*(x) e suas derivadas. Sendo assim, cada coeficiente de €* e 0,,¢* deve anular-se independentemente,

gerando o sistema de equagdes hierdrquicas funcionais para o sistema L, (¢, 0¢, A'):
Ly B 0Ly An ., 9Ly K _
8¢A I(a) B(z) (8H¢A)I(a) Baﬂ¢ + DA U(a) A (15)
oLy, A 4B 10Lh, s
— ] b =0. 1
8(8#¢A) (a) B¢ aA/JC a =0 ( 6)

No caso do grupo de gauge global (e*

aL
aarr = 0.

Lembramos que os diversos indices no sistema de equagdes {. .} assumem os valores: J =1, ...,
contagem para o nimero de componentes do potencial de gauge A’); u
(indice de contagem do nﬁmero de parametros da transformacao

do espago-tempo quadri-dimensional); a = 1,...,n

= constcmte) a Eq.
condicao de invaridncia de gauge global (8). Em verdade, 1

néo aparece e a Eq. ( . ) tem o mesmo significado da

5) reduz-se & (8) quando £/, passa & Ly, para a qual

M (indice de
=0,1,2,3 (indice rotulando as coordenadas

de gauge €). Assim, a Eq. pode ser posta na forma matricial:

aLh,
OA'T

e i)

4dnx M

Q| =

oLy,
OA'M

onde cada C/ é uma coluna com 4n elementos C” 4.

Para que a nova densidade lagrangiana £, (¢, ¢, A)
possa ser determinada univocamente, em virtude de (17)),
exige-se que a matriz [C],,, . ,, seja quadrada e inversivel
(ndo-singular). Da primeira dessas condigdes, obtém-se
que o niimero de novos campos A’/ que deve ser agregado
a teoria original é:

M = 4n,

o que significa que sdo necessarios quatro campos auxilia-
res para cada pardmetro de transformacao, ou equivalen-
temente, um campo auxiliar de quatro componentes para
cada parametro. Da condigdo de inversibilidade (nao-
singularidade) de [C],, ., depreendemos a existéncia

—1\@
M COM elementos (c=h) o

onde agora J denota a linha e o par (u,a) a coluna. Por

da matriz inversa [C”l]
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Mx1

oL
aa%$3>(1)3¢

oL . A B
3(332@)[(71) B? dnx1

definicao, essas matrizes satisfazem

[C_l] M x4n [C}4n><M
[C]4n><M [C_l] M x4n

onde e.g. Insx pr € a matriz identidade M x M. Em termos
das componentes de matriz:

= Inrx,

= I4n><4na

a

K = 090",

clr(e
(18)

Defina-se o potencial de gauge A%, (z) correspondente
ao pardmetro € (z) em termos desses elementos de ma-

triz e de A":

(C_l)ap, J CJ

Al (@)= (07, AY (@). (19)
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Ja que o indice = 0,...,3 de C é um indice vetorial,
A?, (z) é de natureza vetorial. Isso explica a terminologia
potencial-vetor usado para A9, por exemplo, no caso
eletromagnético. Note-se que o objeto A€, ¢é equivalente
a A’ no sentido que essas quantidades sdo uma com-
binacdo linear uma da outra. A conveniéncia de A%, ¢é
exibir um indice de espaco-tempo e um indice de espago

interno (associado a algebra do grupo de Lie).

Da Eq. 7

J _ ~J popa .
=cC’ 1A (20)
entao
oLy, _ 9Ly 0AY oLy, 9 (' pav,)
oA, OA'T DA%, — QA 9As, T 0TV
aﬁM Jvgh a‘CM J
= s 0P = 5 r T

com o que reescrevemos a segunda das equacgoes hierar-
quicas, Eq. :
oLy,
9 (0ue™)

Esta equacéo é satisfeita se a dependéncia de £/, em
8#¢)A e A%, ocorrer através da combinagao

1L,
g 0A®,

I 58" + =0. (21)

Vudt = 00" — gA° Iy po" (22)
ou
Vit = 0.0" — gl po” (CT1)°, ;A7 (23)

Por motivos que serao apresentados adiante, o objeto na
Eq. é denominado derivada covariante. Ademais,
a forma de sugere que a constante g é uma medida
da intensidade com que o campo de gauge A%, interage
com o campo de matéria ¢¥, ambos os quais aparecem
no segundo termo do lado direito da equacao; por essa
razao, g é chamada constante de acoplamento.

Comentario Consideremos uma fungao f (x,y) que

satisfaz a
0] 0
or of

or Oy =0

Teorias de gauge a la Utiyama

Podemos verificar, por simples substituicio, que qualquer
fungdo diferencidvel da forma f (z,y) = h(y — ax) veri-
fica a equagdo acima. De fato, nomeie o argumento de h
como u =Yy — ar; Seque que
0 0 0h du Oh Ou  Oh
ot +a 9f _ Ohou +a [—a+a] =0.
ox oy Ou Oz du 8y " Ou
Este mesmo tipo de construcdo é usada quando se estuda
a equacao de onda propagando-se na direcio z e com
velocidade v,
or_10°f
022 2 o2
cuja solugdo pode ser qualquer fungdo do tipo f(z,t) =
h(z £ vt). Esta é a solugio de D’Abembert.

:07

O argumento do Comentario anterior motiva, jus-
tifica de forma quahtatlva o resultado (22) H Note-se
como a proposta ([22]) realmente verifica (21f) se, agora,

(070,07 A% = Ly [0 Vet . (24)
Pela regra de Leibniz, encontre-se:

oLy, oLy 9(VueP)
9 (9ud™) 9 (VuoP) 0(9,94)
oLy, oLy,

= M5B — :
(Vv V¢B) 9 (Vo)

em seguida, avalie-se:
oL, oLy, O(Vl,d)B) _
A%, 2(V,¢B) 04,
_ LY, 9 b B .C| _
T 9(V,eP) 04s, 4% 11 20 =
8 //
T9(v ¢B)
Entao, o primeiro membro de é
oLy 1oL,
2(9, ¢A) I Bd) T g A9,
6£//
BT, @8

vy end AT

1
oLy 1.
9(V,upP) "
que se anula identicamente depois de uma renomeacao
conveniente dos indices mudos.

B .C
C’¢7

10Uma forma alternativa, talvez mais dedutiva, de encontrar a Eq. 1} da derivada covariante é admitir que £, depende linearmente

de 8u¢ e A9, i.e. através de f (8M¢A;A“u) = MqﬁA +h (A“u). Entao,

resulta: I( a) B¢>B 1 8‘2{}1” =0;ie. h (Aa ) =

Eq. @22

A
#I(a) Bd)B’

’
LYy,

_ oLy oLy
a(amf\) T oh

€ 5Aa, = Toh A7

8[13\/1 oh .
. Usando isso em (|21])
n

de modo que o ansatz para f <8H¢A; A“M) tem exatamente a forma da

Ha, ainda, um procedimento recursivo para obter a partir de . De fato, reescreva-se esta tultima equacgdo na forma

BL’ aL’
a = —g—F—"2M_] ¢B. Tomando como primeira aproximacio que £, = Ly e colocando no lado direito da equagdo ante-
dAa (8 ® A) (a) B M
. . . - oL’
rior, obtemos como primeira corregdo — gﬁ (@) B(;S A%, sob a condicdo de L, — Ly para A — 0. Continuando o procedimento

obtemos formalmente a solugdo £}, = too 1 0Ly

qual apresenta a dependéncia (22]).

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 4, e4302, 2018
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Acevedo e cols. e4302-7

Vamos expressar a lei de transformagéo para § A’/ Atuando os coeficientes constantes (C*I)CV ; bela es-
em termos de A°,. Colocando AV =/ RA%,, Eq. , querda:

em ()

(e, 0 oar, =
= (€7, ;UG kC] A +

1 c
0(CTEA%) =UW) & (CKb”AbH) €+ §CJ aOue” * {(C_l) v €’ 5} Ouc”.

1
9
Utilizando :

§5,08,0A% = Sy A% + éacaawﬂea,

onde definimos

S(a)clitb = (071)61/ J U(a{KCKb#' (25)
Logo,
1
JAS, = €S 5 1A% + anec (26)

e trocamos o problema de encontrar as constantes U( K e cx M para o de determinar apenas S, (a)c: b

Introduzida £, [¢A; V#(bA] — cf. Eq. 1) nosso interesse passa ser o estudo da sua invaridncia

oLy,
DA

LY 5o
9 (Vyuo?)

Para tanto, calculemos a variagdo do novo objeto V#QSA, Eq. :

0Ly = Mot + (Vo) =0. (27)

5 (V,t) =0 (amf‘ - gAauI(a)ABo;B) =0 (0u9™") — 9 (84%) L1y 50" — 9A% 110y (367)
j4 que o operador ¢ atua como uma derivada. Das leis de transformacao de ¢4, GMQBA e A% — Eqgs. , e 7
5§ (Vo) = (ﬁaf(a)ABauéf’B + 3u€a1(a)133¢3> - (ecS(c)a:bAbV + 8u€a) I(a)AB(bB'i'
— A% TR (Ebl(b)]Z@C) ;
ie.,
5 (Vuo?) =€ [I(a)%aﬂ(bB — A, (I(b)’éf(a)CB> &P = S5 1A B }
+ 8, [I(a)f}ggz)B - I(a)f}ggz)B} :

ap6s adequada renomeagéo dos indices mudos nos termos com €* (). Note-se como os termos com J,e® (x) anulam-se,
exatamente conforme desejavamos ao introduzir o campo A’/ — ou A?, — com a lei de transformagao || — ou

(26).

Vamos usar a relagdo de comutacao 7
A c A A c c A A c
*I(b) CI(a) B~ [I(a)J(b)] B I(a) CI(b) B=/fa bI(c) B~ I(a) CI(b) B>
para os geradores do grupo na tltima expressao de § (V#¢>A). Temos:
g (VM¢A) =" |:I(a)AB8H¢B + Abu (faCbI(c)AB - I(a)ACI(b)%) ¢B - S(a)c Z bAbl/I(c)AB(bB:I
ou seja,
g (Vﬂd)A) |:I(a ( N¢ Ab;t‘[(b) %¢C> + (facbay,u - S(a)CZ b) Abl/I(c)f]li’qu} )
e, com , finalmente,
6 (Vud™) = Iy (Vud®) + € (120" = S 1) AWy ho™. (28)
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Nao fosse pelo tltimo termo em , o operador

Teorias de gauge a la Utiyama

VM = 6” - gAaMI(a)

poderia ser rotulado de derivada covariante (de gauge) pois o objeto V,,¢* teria uma lei de transformacio com
a mesma forma daquela apresentada por ¢4, §¢ = €I (a)AB¢B , Eq. ll Temos argumentos fortes e naturais o

suficiente para defender a covaridncia de V, e, por conseguinte, o anulamento do tltimo termo em (28]). Veremos tais
argumentos quando retornarmos ao nosso objetivo inicial de avaliarmos §L%,.

Inserindo em :
oL,

— ca A B
6’](4—6 ($)|:8¢AI(G)B¢ +a

oLy,

oLy,

A B
(VM(;SA)I(G) BVM¢ +

e (1, - 5.522) 1] <o

9 (Vug?)

tendo sido substituida a expressio d¢?. Como esta equacio deve valer para todo z e € sdo funcdes arbitrarias

independentes,
oLy,
DA (
oLy,
OV,

a) B +W(a)3 pd”+

7 (0% = S5 1e) Al 0" =0, (29)

Perceba a semelhanca desta identidade com a equagao de movimento andloga, Eq. ,

0L
DA

oL
A B M A B _
Loy B?” + Wl(a) pOu9” =0, (30)

derivada para o caso em que G,, é o grupo de transformagoes (a €* constantes) atuando sobre o sistema de campos

¢ (x) caracterizado pela densidade lagrangiana Ly [¢4;0,¢02]. Lembre, ainda, que S, ¢
" (a)

v

"o é constante a ser

determinada e poderia ser escolhida para anular a segunda linha de .

Espera-se que uma teoria mais geral seja capaz de
reproduzir os resultados da teoria particular. Conforme
esta premissa, os resultados da analise da invaridncia
de Ly [¢A; 8M¢A] sob acao do grupo de G,, devem ser
recuperados em algum limite apropriado dos resultados
encontrados pelo estudo da invaridncia do mesmo sistema
#* (x) sob o grupo mais geral Guo,, em que € = € (z).

A generalizagdo em nosso procedimento consistiu da
introdugao do campo A?,. Faz sentido, pois, considerar
o comportamento de £7, no limite em que o potencial
Aau é nulo. Nessa circunstancia é fato que

V.6t — 9,0" (4%, —0)
[vide (22)] e portanto,
EIJ\//I [¢A;Vu¢A] - £X4 [¢A;au¢A} =
=Ly [0 0,0 A%, = 0] = Lar [¢7 0,07,
i.e., voltamos as variaveis iniciais de descricdo do sis-

tema: ¢ e d,¢. Dada a identificagdo entre V¢ e 0¢ para

A?, — 0, esta relacdo pode ser posta na forma ainda

mais sugestiva:

Ly [0"5Vud™] = L [67 Vo]
(31)

(A%, —0).

Se estendermos esta identificacdo além do limite menci-
onado obtemos uma prescricdo de acoplamento mi-
nimoﬂ ao introduzir o campo Aa# a interagir com ¢4
devemos substituir a derivada ordinéria 8M¢A na densi-
dade lagrangiana de partida £ [qu; 8u</)A] pelo objeto
VH¢A. Dizendo ainda de outra forma, a “interpretacao

7

tedrica da interagdo” é a prescri¢ao:

8H¢A g VHgbA = LM +int [¢A§ V;L¢A] =
= L7 [0 V0] = Las [0 Vo] (32)
A importancia desta prescricao é, nada menos que, a

fixagdo de covariancia de Vﬂq&A. Em verdade, aplicando
a regra 0, — V,, a (30), segue:

OLpyint ;4 B . OLMtint A B
A+t p 4+ —""7 \% =0.
DA (a) B® 9 (V,04) (a) B n®

Substituindo em :

8»CM+int
OpA

L4
A B M +int A B
IiyB9" + W‘I(a) BVud +

OL M +int b A B
S (pe 5~ S5y ) AL —0.
+8(VM¢A) (fab m S(a),ub) v+(c) B(b 0

1 Qualifica-se “minimo” o acoplamento em que os campos de matéria ¢4 interagem (contraem-se) com o potencial de gauge A‘L mas nio

com suas derivadas.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 4, e4302, 2018

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0007



Acevedo e cols.

Confrontando as duas ultimas equagoes,

8£M+int c v cv b A B
(V0% (fa 507 — Sa) 1 b) AL 9" =0
e os coeficientes S( a; Z , desconhecidos ficam determina-
dos
S(a;: b— facbéuy‘ (33)
Ao substituirmos a expressao para S em fica
explicito o cardter covariante da derivada V,¢*

0 (Vud™) = €11y s (Vo) . (34)

Outrossim, a forma da variagdo do potencial A¢, (26
fica completamente determinada
c apc Ab 1 c
0AC, =€ abAV—l—;&,e. (35)
O tipo de construgdo aqui apresentado, com a aplica-
¢ao da prescricdo 0, — V,, mimetiza a Prescricdo do
Acoplamento Minimo que compoe o arcabougo da Relati-
vidade Geral. Nesta teoria o acoplamento minimo tem a
fungao de estabelecer a interagdo do campo gravitacional
com o campo de matéria. Em analogia a este exemplo,
entendemos a substitui¢do da derivada ordinaria d¢ pela
derivada covariante V¢ como uma forma de descrever a
interagdo entre o campo ¢ e o descrito por A‘L. E isto

e4302-9

motiva a investigacdo do tipo possivel de equacao de
movimento satisfeita pelo potencial de calibre A9, e, em
nivel mais fundamental, qual a densidade lagrangiana
associada a este campo. Faremos isto a seguir, na se¢ao
Antes disso, cabe ainda uma observacio sobre a
prescri¢io de acoplamento minimo (32)).

Na argumentacdo dos paragrafos anteriores conside-
ramos a reducdo da densidade lagrangiana £/, que in-
clui os novos campos a original £j; no limite em que
A‘L — 0. Alternativamente, poderiamos ter concretizado
esse limite na constante de acoplamento g que regula a
intensidade da interacéo. Alids, essa versdo é conveniente
quando desejamos separar Lpsting [¢A; VH¢A] em um
setor contendo os termos de matéria livre, L, e outro
com termos de interacdo, Ly, envolvendo o potencial de
gauge:

Lyrting = Ly + Ling, (36)
A separacao acima acontece quando substituimos a forma
funcional explicita da derivada covariante — Eq. —em
Lar+int € agrupamos os termos contendo apenas as de-
rivadas ordinérias, o qual dard a densidade lagrangiana
original Lj; os termos restantes constituirdao a densi-
dade lagrangiana de interacdo L. Assim, a densidade
lagrangiana £y iy pode ser expandida em poténcias da
constante de acoplamento:

Ly A Bya 9 &L A 7 C .B.D ja gb
£M+int = EJM 7QWI(Q) B¢ A/L + 76(8M¢A) a(ay(bc)l(a) BI(b) D¢ Qb A/LAw (37)
L"int

fato que segue da hipdtese de uma teoria em que as
equacgoes de Euler-Lagrange sao de até segunda ordem,
i.e. a dependéncia de Lj; com as derivadas primeiras
dos campos de matéria dao-se, no maximo, com termos
quadraticos nas ditas derivadas 8H¢A. Ademais, vide-se
a Eq. . As teorias que possuem derivadas segundas
de Lpsyint com respeito 8H¢A nulas, i.e.

({92EM
9 (9ue™) 0 (0,¢°)

sdo chamadas de teorias lineares; nelas aparece apenas o
termo linear na constante de acoplamento g (i.e. o termo
em g2 de (37) é nulo), e as equacdo de movimento para
os campos é de primeira ordem nas suas derivadas. Essa
classe de teorias inclui a de Dirac.

Como resultado principal desta se¢ao, vimos o apare-
cimento da derivada covariante como uma necessidade
para manter a densidade lagrangiana invariante sobre um
grupo de transformagoes locais. Geometricamente, isso é
equivalente a atribuir um espaco interno das varidveis do
sistema a cada ponto do espago-tempo. E em cada espaco
interno rotulado pelo indice a de €* (x) que a transfor-
magao do grupo acontece; essa transformacdo é diferente

=0,

ponto a ponto, mas ela evolui suavente de um ponto a
outro, uma vez que as fungdes €* () sdo derivdveis. A
derivada covariante da teoria de campos de gauge garante
a invaridncia das equagdes de movimento na passagem de
um espago interno a outro através do termo que carrega
o potencial de gauge A‘L (x) Neste ponto, novamente ve-
mos a semelhanca com a Relatividade Geral: a derivada
covariante pelo grupo de transformagoes gerais de coor-
denadas permite manter as equacoes fisicas invariantes
em forma ao passar de um espaco tangente a outro; isso
se d& pela presenca dos coeficientes da conexdo I' (z).

Até aqui, abordamos as questoes de 1 a 3 postas na
se¢do 2 A seguir, vamos lidar com o ponto 4 levantado
naquela mesma secdo.

3.2. Densidade lagrangiana para o potencial A
livre

Assumiremos que a densidade lagrangiana £4 do campo
auxiliar contém até derivadas de primeira ordem de A“HE

La [A“M;a,,AaM] (z), 0,A% = K

12No trabalho [10] faz-se a extensdo da teoria para o caso em que L4 = L4 [A“u; Oy A% 8,,8,,14”#] (z).
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e que esta densidade lagrangiana é invariante pela trans- e, como
formacao . Entao,
or or ) (8VA“M) = 0, (614“”) =€ c“bO”'VAbM + 0,€€ c“bAbH +
0La=25A% + ——2 _5(d,A%) =0. 15,6
A= 94, T g (0, Am) (9, 47%) + 500 (38)

remos: oc 1 oc 1
— A cpa oAb a A cra b cpa Ab a
&CA = aAaﬂ (6 fc bA u + 5(‘3“6 ) + m (6 fc ba,,A w + 8,,6 fc bA " + 58,](9”6 ) .

Reunindo os termos com €, d¢ e agora também 02%¢ escrevemos

c| =4 ra YA ra b c| = a Ab
aAaMfchWa(aVAaH)fcba”A“ o 98A6V+8(8VA“H)beA“ *
1 0L A a
[ty 2o =0

Como € e suas derivadas devem ser independentes, seguem as equacdes hierdrquicas para a densidade lagrangiana
do potencial de gauge livre:

gj;‘; £.54°, + a(gi% £.50,A%, =0, (39)
? (gfﬁm - a(gfﬁau) =0 (1)
Para escrever usamos % = %, garantindo a simetria de troca u <> v:
0LA 1 0La 1 0La 0LA 0L 4

0u0y€” = layauea

0,0,.€ 5

8(81,14(1“) vUpu - 587(81,140’#) ayauﬁ +

20(9,4%,) 9 (0,45) (9,49

Conforme o argumento do Comentéario da secdo a ultima das equagoes hierdrquicas (41) estabelece que a
derivada de A, deve estar contida em L4 através da combinagao

A%, = 0,A% — 9,A°,. (42)

Em termos deste novo objeto,
La[A%;0,4%] = L4 [A“M; AG[W]]

b
oLa 1 oc, 0%, 1 ar (ot g g — g g 5] = L oL, oLy \
0(0,4%,) ~ 20A% 0(0,A%,) ~ 2047 p "2\ 94 DA

[p,o] v [v,p]

O fator 1/2 nesta expresséo foi introduzido para dar cabo da dupla contagem de termos idénticosm termos esses

’ DAY
oriundos da contracao dos dois objetos antissimétricos aif“ 3@ [ZZ ]). Da propria defini¢ao 1' A“[D W= —A“[M e
lp.o] nw ' ’
[k,v] v,
oLy, oLy oL, (43)
0(0,4%)  0A%,,, 04,
com o que realmente verificamos ,
0LA n 0Lay oL’y oL’ 0
= — =0,
0(0,47,) = 0(9,4%) 047, 049,
13Sejam Opo = —BOsp € Qps = —Lyp dois objetos antissimétricos quaisquer, com p,o = 1,2. Entdo, Opp = 2,y = 0 e 0,,Q°7 =

012012 4+ 95021 = 0,502 + (—©12) (—912) =201202; 60 que mostra a dupla contagem em um exemplo trivial.
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€ reescrevemaos Z
1o, oL,

9 Aa c fachbu =0. (44)
goAs, — 0A (s,

V]

Novamente, o raciocinio do Comentario aplicado a motiva a conclusdo de que a derivada de A9, aparece em

', somente através da combinagdo

Fc,w = Ac[u,y] - gfachauAby
ou
F, = 0,A% = 9,A% — gf," A" A, (45)

O objeto F*,,, doravante chamado tensor intensidade de campo, é antissimétrico nos indices de espago-tempo, como
fica claro ao transferirmos a antissimetria de f,% — Eq. @ — para o par AbﬂACl, de :

1 1 1
fbacAb,u,ACV = EfbacAbMAcu + ifbacAbMAcu = 5 (fbacAbp,Acu + fcabACuAbV) =

1
5 (fbacAb#Acy o fbacAc,uAbu)

e, portanto,
1 : .
Fi, = 0%, = 0, A% — Safyf (A, A%, — A% A7) (46)
Tendo definido este novo objeto, passamos a escrever

£ (A%, A%, ) = £5 (A%, F2,).

w

Com esta identificacdo, observamos que ', verifica a segunda das equagoes hierdrquicas na forma . Primeiro,
obtemos de , dec, = Ad[pﬁ] — gfgdhAgpAha, que:

oL, 1oLy OFY, 1oLy -
oAi, ~ 20Fi, os, ~ zoFd, 9o PR AL+ ALY )]
1(d8£££1h d oL 1 LY 4 LY .4
= -39 fah A(r+f aAg =—59 a A9+ aAg ’
2 oF%, gePoRd 27 \oFq," "9 7 oFd 9P
onde, mais uma vez, inserimos 1/2 para eliminar contagem de termos repetidos. Como gda =— fadg mas também
d _ d .
FP# - _Fup‘ oc o
A _ A pd
oAs, ~ opd fa'g A% (47)

Depois, calculamos:

oL, oLy OF%, oLk oLy

54 5H 5

= gri (0L045%) = gt (48)

0A%,)  OF, 049,
Com (47)) e (48] reexpressamos o primeiro membro de (44):

190L, oL, b
- a + c fach v = 07
g% 04%,,

10L | 0Ly o g 9L by, 0L b

- A° = — c A “GA” =0

gods, tpas, Jaerhy = "gpe Jovdu T gp Jandl =0

como deveria ser.
Neste ponto coloca-se a pergunta: como transforma-se o tensor intensidade de campo sob G, ? Responderemos
a .
esta pergunta ao encontrarmos dF',,,. De (45):

5F, =06(0,A%) =6 (0,A%) — gfy," (6A°,) A%, — gf,~ A", (6AS,).
Substituindo e para 0A%, e 0 (9,A%,):

1 1
0F€,, =€ 20, A + 0, f 8 AY + gﬁlﬁue“ — (ec C“b&,Ab# + 0y CabAb# + g&,aﬂe“) +

1 1
- gfbac <6dfdbgAgu + ga;t€b> ACI/ - gfbacAbu <€ddegAgu + gayec> .
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Como 0,,0,€* = 0,0,€%, resta-nos
5Fu;u/ = Ed [fdab (aﬂAbI/ - aI/Abﬂ) - gfbacfdbgAgpAcu - gfbacfdchbuAgu} +
+ aﬂec ( cab - fcab) Abl/ - al/ec (fcab + fbac) Abpﬂ
que obtivemos ao reunir os termos com € e aqueles com Je, apds renomeacoes adequadas dos indices mudos. Note

como o0s termos em Je anulam-se: o primeiro deles imediatamente e o segundo depois de usarmos a antissimetria dos
%, Eq. @ Entao,

6Fa;u/ = Ed |:fdabAb[y,u] - gfbacfdbgAgpAcu - gfgabfdbcAguAcv} =
=’ [fdabAb[u,u] -9 (fdbgfbac - fdbcfbag) AQMACV} .
Utilizando a ciclicidade dos f;? estabelecida em , f.l he=- Jf — fgb e
6F %, = € |13y = 9 (g I + Ly ha + £haf) 49,45,
O primeiro e o terceiro termos cancelam-se levando a
6F(Lu = Gdfdab { bu v] gfg cAg A }

ie., cf. ,

oFe,, = chcabepy (49)

nv

e portanto as n quantidades F'* s E QW, ...F",,, transformam-se co-gradientemente a transformagao de ¢: a variagao
6F tem a mesma forma que d¢ com os coeficientes de estrutura da algebra f.% no lugar dos geradores da transformacao
I 4 (a) B~ compare e . Para observar isso explicitamente, definam-se n matrizes quadradas M.y de ordem
n X n e componen es

My ()b = A

Entao,
[M(a)’ M(b)] 4= M(aﬁ eM(b)e d— M(b§ eM(c)e d
= fo' e at H'elda = Td'elas = Fa5 M as (50)

onde usamos antissimetria de f ¢, nos indices inferiores e a identidade de Jacobi . O resultado mostra que
M.y seguem a mesma algebra (3) das matrizes (). Logo, as matrizes M. constituem uma representacao do grupo
G, a qual é chamada regular ou representacio adjunta do grupo.

Falta analisarmos a primeira das equagoes hierdrquicas, Eq. (39)), em termos de F'. Substituindo em segue
que:

LA LA
A7) faab ¢ A _rap gv =g
( 95 ATy )f“’ “+a(a,4 ) <A

— aAgA
98(6VA“M)befdg o V+

ou
0L 4

a Ab =
8(61]14““) fc bay m 0

Usando (43)) e (48)), i.e.,
OL 4 oL’y oL’y
= - = - ; (51)
(0, A4,) 0A° oFe,,

[w,v]

avaliamos

oL’ oL’ oL’
b A d ra b A
a fcbfdgAguA1/+gaF%chbfdgAguAu_aF fcb6 8F‘1

aF fcba A =0

Da antissimetria de F', resulta:

oL’
GF‘LV

[gfcdbfdagAguAb gfc gfd bAb A9 n + fc b (a Ab - a Ab )] =0 ’
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em cujo segundo termo realizamos mudancas nos indices mudos da algebra. Continuando,

oLy d d b b
oFa |:g (fc bfdag - fc gfdab) Agp,A s fcabA [M,V]:| = 0.
7%
Agora, recorremos a ciclicidade dos f,%, propriedade 1' para escrever fcdg [ =- fgdb [ — fbdc fd'y e
oL d d d b d
ors,, [g (fc vfd'y + foo e + fo cfdag) ASA%, + A [%V]} =0
O primeiro termo entre parénteses cancela o terceiro devido & propriedade de antissimetria @, cdb =— fbdc. Ficamos
com .
9L

a b b d | —
aFs, " [ At — ot a4 =0,

onde reconhecemos F', Eq. . Finalmente, obtemos a Eq. na forma

0L A
ore

nv

fcabeW =0, (52)

uma condi¢io sobre a densidade lagrangiana L 4. Nesta condigdo ja usamos o fato da descrigdo do sistema de campos
A por L4 ser equivalente & descrigdo do mesmo sistema de acordo com £y ou L, i.e.,

La(A%,,0,A%) =L} (A“W F‘I’W) . (53)

Dai também segue a identidade

LA LA
64 = S5
£a= a0 M pa,

5F%, =0,

na qual se insere e ,

aﬁA cpra Ab 1 a a‘CA cpra b _
814“” (e CbA#—i—ga#e)—i—aF?w(e CbFW)—O,

para concluir,

oL oL 1 /0L
€ < 4 fcabAbu + 2 fcabe/w) + autfa; < A) = 07

A%, ors, A%,
e da independéncia dos ¢ e Oe:
LA
=0 54
© oc or
A ra 4b A armnb __
aAaufc bA,u + aFLLl,fp bF,ul/ =0.

A segunda dessas equagoes é redundante pois ja sabiamos da condigao que o segundo termo é nulo. A Eq.
informa-nos que L4 deve ser uma fungao somente de F,

La=La(FS,),

satisfazendo e respeitando a lei de transformacao .

A Eq. também representa um forte vinculo as teorias de gauge. De fato, ele implica que termos do tipo
mQA“AH (onde m é uma constante) eventualmente presentes em £ 4 violam a invaridncia de gauge da teoria@ nesse
caso, claramente, gﬁTA x m2A* é ndo-nulo para m diferente de zero. Acontece que termos como esse sio aqueles que
dao massa ao potenc“ial de gauge; em verdade, o pardmetro m é entendido como a massa de A. Portanto, é preciso
m = 0 para satisfazer , o que significa dizer que os campos de gauge devem ser ndo-massivos na teoria geral de

Utiyama.

A invaridncia de gauge de uma teoria com termos do tipo m2A“AH pode ser restauradas a la Stueckelberg [11|. Ademais, a lagrangiana
de Maxwell-Chern-Simons (veja e.g. o review [12]) constitui uma teoria de gauge topologicamente massiva, embora ela seja bem definida
apenas em espagos de dimens@o impar, em particular, em (2 + 1)-dimensdes (duas dimensdes espaciais e uma temporal) [13].

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0007 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n°® 4, €4302, 2018



e4302-14 Teorias de gauge a la Utiyama

3.3. Densidade lagrangiana total: campos em interagao

Nas sec¢bes e respondemos as perguntas de 1 a 4 da sec¢do [2f para manter a invaridncia do sistema de campos
#“ (x) sob um grupo de transformagoes G oo, a n funcdes arbitrarias e* () é necessario introduzir um campo auxiliar
A%, (x) que respeita a lei de transformagio §A¢, = € f.5A% + éayec sob Goon € interage com o campo original
através da prebcrigéo de acoplamento minimo em que a derivada ordinaria augz)A é substituida pela derivada covariante

MQSA = #(;5 “u (a) ng na densidade lagrangiana de partida: Ly, (gbA GILQSA) — Ly (gbA,V,tgbA). O tipo
de equacgoes de movunento permitido para o potencial de gauge A“, é aquele derivado da densidade lagrangiana
La=La(F9,), em que estd presente o campo de gauge F%, = @tA“V — 0,A%, — gf, A" A%, que se transforma
co-gradientemente & transformacao de ¢.

O quadro geral esté, pois, concluido. Porém, ha ainda um estudo a ser feito: E. Noether ensina-nos que a toda
simetria (invaridncia) corresponde uma lei de conservagéﬂ [14]. Qual seria a corrente conservada do sistema total,
composto dos campo ¢ (z) e A, (2)? Essa é a questdo 5 da se¢do 2| Vejamos.

A densidade lagrangiana total é

Lr =Ly [¢";0,0"54%;0,A4%] = Lartine [67 V00 + L4 [FS,] (55)
cuja variacdo deve anular-se:

az:T oLy
= A+ 5(9,4°
or = 5t TEWTN 5(9,4%) +

(9[:7* A aLT A _
057"+ 5G0m ) =0

Usando [d, 9] = 0 e a regra de Leibniz, podemos reescrever esta expressio na forma

SLp = OLr —5A%, + 0, (aﬁTaAa) -9, LéA“

94s, 9(0,A2) " | = Vo9, 40
GET A 8£T A a»CT A
T 5ga ¢ o (8(8@1‘*)5‘1’ )a“awmf*)w ’

ou, reunindo os termos adequadamente:

0Ly LsA%, + M—Taqsf“ +0, { 5 OLT  5pa ‘%T)aqsf‘} , (56)

OLr = JAq, SpA (0,A%) " " 9(0,04

onde utilizamos as abreviacoes

5£T 8£T acT

= -0, , 57
0As, T 0As, V9 (9,A%,) &7
0Ly _ 0Ly . 0Ly (58)

SpA T DA "0 (0,04)
Substituir a forma explicita da lei de transformacéo de A%, § A9, = € fcabAb# + %@Le“ no primeiro termo de

da:
6Ly 0Ly o b Loy 8Lr 1. ( ,8Lr
At = ¢ GA°, — —¢€ = .
I 7 T e Ay TR ( 5As )

Observe, também, que, de (55)), segue
OLr  OLpyyint

0(0up?) 0 (Vo)
OLr OL 4 OLA

3(0,A%) ~ 30,4 ~ 9F%," (60)

tendo-se em conta e identidade entre £4 e £’} — vide por exemplo a interpretagdo da Eq. .

15Uma tradugdo para o inglés é devida a M.A. Tavel que apareceu como Invariant Variation Problems em Transport Theory and Statistical
Physics, 1 (3), 183-207 (1971).
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Com estes trés tltimos resultados, fica:

OLrson y OLT co g Ly L7
oLy = 500’ + Maﬂfc AL = e 8“?4%
OLoremt o . OLa 0 1 ,0Lr)
+aﬂ{8(vu¢A)5¢ +6F%V5Au+ge S = 0. (61)

Essa equagao pode ser compactada sob as definigoes:

‘;gﬁ 07 € A~ O (62)
e
oo s e ot
Com isso, a Eq. resulta em
K +08,V* =0. (64)

Nesta forma, a equacao estd pronta para ser integrada na regido {2 do espaco-tempo onde os campos estdo definidos:
/ Kd'z + / (0, V*)d*z = 0. (65)
Q Q

O segundo termo pode ser reescrito: o teorema de Ostrogradski-Gauss [15] garante que a integral da divergéncia de
V*# no volume € é igual a integral de superficie ao longo da fronteira 02 deste mesmo volume, i.e.

/(%V“) d'e = %Vudam (66)
) 89

sendo do,, um elemento de superficie orientado em 0. A integral do lado direito de (66 é o mesmo que

OLarsine oLy .. o, 16Lp] 1 7{ oL,
H = a ¢ A — — a
%V dgu \%dO'MG |: (v ¢A> a) Bd) +8FC fa V+g(5Aaﬂ +g dO'M(aVG )aF(LV7
o0 o0 o

onde usamos a definicdo (63) e as formas funcionais de §¢* e 4%, — Egs. e . Agora as func¢oes independentes
€” (z) e 0,€" (x) sdo escolhidas de tal forma a ambas se anularem identicamente na fronteira 9§ onde a integral de
superficie estd sendo calculada. Isso é perfeitamente consistente com os métodos do célculo variacional e leva ao
anulamento das duas integrais do lado direito da expressao acima. Como resultado:

]{ Vido, = 0. (67)
Usando em e o resultado desta substitui¢do de volta na relacao (65]), tem-se:

/ Kd*z =0. (68)
Q

Essa identidade deve ser valida qualquer que seja o volume €2 escolhido arbitrariamente no dominio dos campos de
matéria e de gauge. Por isso, a Eq. s6 pode ser vélida caso o integrando seja identicamente nulo:

K=o (69)
Com , a Eq. da:
9, V" =0, (70)
Pelas definicoes e (63), as duas tltimas equagdes sdo o mesmo que:
5Cr s a  20Ln 1, oLy
s apge  Zean L , 1
ot é 6A‘Lfbc ", ge 0, 5At, 0 (71)
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OLpM4int ., 4 OLa W 0LT
044 =———+0 A%, + — =0. 72
oo o 4 S| )
Explicitando as variacdes de (72),
8£M+int A B 8£A b 1 (5£T
9, | ZoMtint [ oy cfaAd 129, =0,
“{3(W¢A) e }+3F7w endu gt © 54q,

ou

WOLMyint ;A B, a 8£M+1nt
6,u€ 7av ¢A I(a) B(b +e€ 8 8V ¢A a) B¢

. 0La L, . LA ,,
+a € 8Fa f bAbu+€ 811« (mfc bAbl/> +

1 0L 4 “ 0L 1, ,0Lr 1, 0Lr\
+§3#8u6 8F“ + 8 €0, <8F(Lu> + g@ue 5An, + ge Oy <5Aa ) =0

°w
e separando os termos em ¢, Oe e 0%,
0L yin 0L 4 b , 1oLy
a I c A -
€ 8”{ 8VH¢A (a) B¢ + 3FC e fa AT 5A“ +
u 8£M+mt 0L 4 0L 4 16L7
Oue ( 57,00 @8+ gpe voFs, " goas )T

v

1.5 A + a

o1 0Ly _
+Oudie (gaF‘,tW) -

Toda informacao vem dos dois primeiros termos j& que o tltimo termo é identicamente nulo: 9,,0,€* é objeto simétrico
em e v enquanto £, ¢ antissimétrico nestes indices. De fato,

aaa‘%“ aa ‘%A+laaaa£ Qaa (‘%A 8EA):O.

€’
ors, orsy, 2 ors, ors, OFY,
Assim, da independéncia de € e e, Substituindo no termo volumétrico (75 encontramos
aACMJrint A B 8ACA b 1 5£T } aACMJrint A B aACA b 3
a {I a ¢ + a ('Acu - = 07 JZ = - < a1 a (b + fa CACV ’ (77)
7 OV, (@) B OFb,, " ° g oA, OV, A (@ B oFt,,
3
e pondo este resultado no termo de superficie , segue
8£M+mt B 0La .4 e 1. 0Ly que
—o i lwBe” + o A%+ =0 5L
OV OF,, g O, 0ut =0 g b (78)
0Ae
RN L (74) g
goA®, - Se a densidade lagrangiana total L satisfaz a equacao

de Euler-Lagrange para o potencial de gauge A9, i.e

Inserindo ,

5L
0Ly _ 0Ly , 0Ly _ 0Ly , 0L, 5Au, =0, (79)
§Ae,  9As, V9 (9,A%) QA TVOFY’

entdao obtemos de a lei de conservagdo
cujo ultimo termo segue da Eq. , em resulta:

0uJh =0 (a=1,2,..,n) (80)
6['1W+1nt B 0LA ,4p . . 10Lp
oV ¢A Iia) o 8Fb oA+ g 0Aa =0. (75 da corrente J# definida pela equagao (76)). Encontramos,
g 7 . .
dessa forma, uma regra geral para introduzir um novo
Definamos: campo A?, de uma maneira bem definida quando existe
oL i a 3 -
Jn — T (76) uma lei de conservacao andloga a @E Note-se

“ = 94,

16 A corrente conservada em é a mesma que a decorrente da invaridncia global, ou seja a imposi¢ao da simetria de gauge local ndo
fornece uma nova lei de conservagdo mas estabelece regras para a construcao de lagrangianas.

que ha, em verdade, n leis de conservacao: para cada
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parametro de transformagéo dependente do ponto €* (z)
existe uma corrente J# conservada dada por . Desta
equagdo, concluimos que a corrente conservada nao tera
contribuigbes dos campos de gauge F',, no caso em que o
grupo de transformagdes é abeliano ( b= 0), mas o tera
quando o grupo for ndo-abeliano ( 1. # O). Isso significa
que os campos de gauge associados a grupo de gauge nao-
abelianos possuem em si mesmos a carga da interagao
que mediam; por essa razao, espera-se que as equagoes
de movimento dos campos de gauge deste tipo de teorias
sejam nao-lineares, com termos de auto-interagao.

Com essas consideragbes, encerramos a teoria geral
da secao [3| Nas préximas secgoes estudaremos alguns
exemplos de grupos abeliano e ndao-abelianos de gauge.

4. Grupo de transformacao de fase e o
campo eletromagnético

Determinemos o tipo de interacdao surgida da imposi-
¢ao de invariancia do campo escalar complexo sob o
grupo de transformacdo de fase. Neste contexto, escre-

vemos (o campo carregado) ¢? (z) = (cpA(x),gp*A( ))
com A =1,...,N (N inteiro positivo e par), composto
por ¢*(z) e seu conjugado p*4(z) onde A =1, ..., %,
transformando-se como

ph(a) = eph(z), ¢ (z) = e (),

« = constante real.

A forma infinitesimal ¢'4(x) =

¢4 (x) + 697 (2) da

3o (z) = iap(z), 8o (x) = —iap™(z),

pois € = 1+ 2 + O (2°), |2|] < 1. Comparando com
A = e“I A QSB Eq. 1') identificamos

Como () é zero ou =i,

[T(a), L)) =0,

concluimos de [I(a),I(b)] 5 = fS bI( VB
constante de estrutrutura é nula,

facb = 07

o grupo de transformacao de fase a um pardmetro é
comutativo — abeliano.

Se fizermos a transformacgdo depender do ponto, o —
a(x), introduzimos um campo vetorial A% (), cuja lei

;aﬂea, Eq. ,

, Eq. 7 que a

de transformacio JA%, = € fC“bAb# +
fica L
0A, = —0a(z).
g

e4302-17

Com este novo campo, especificamos a derivada cova-

riante uqSA u¢ gA“#I(a)AB¢B, Eq. , para o
caso em questao,

v,u‘ﬂ = Opp *ig(SAQbBAaW

A para A=1,. 2 ;e
Vi = A (% A) g
Vugo = 0™ +igd pP7 A%,
para A = (2 —|—1),...,N.
ie.,
VN(,OA _ HQOA_?:QQOAAGH, VMQDA* _ 8H<PA*+7;Q<PA*AGH,

com a qual, realizamos a prescricao de acoplamento, re-
escrevendo a densidade lagrangiana:
L [¢A; 8H¢A] = Lum [¢A; VMQSA} =
= EM [@7 90*§ Vuga, VH(P*] .
A densidade lagrangiana £4 para o campo livre 4, é
ACA - EA(FMV)?
onde F},,, é calculado via , F, =0,A°% —0,A, —
gfb“CAbHA ., e vale
F,, =0,A, —0,A,.

Vemos assim que o campo a ser introduzido ao tratar-
mos particulas carregadas sob transformacgoes de fase
dependentes do ponto é o campo eletromagnético.

Por fim, a corrente conservada pelas Eqs. e

como
Jh = —ig ( OLr 4 OLr _(p*A) |
IV oA OV o4

que nao depende do campo de gauge eletromagnético,
conforme adiantado no ultimo pardgrafo da secao an-
terior. O campo eletromagnético ndo carrega a prépria
carga de interacao que media; nao hé auto-interacao do
campo eletromagnético em nivel classico.

5. Grupo de rotagao no espacgo de spin
isotopico e o campo de Yang-Mills

Considere-se o campo de isospin a descrever um sistema
préton e néutron:

o Pl _ proton
¥ _<¢2>_(néutmn>'

Tomamos a teoria independente de carga elétrica e a
densidade lagrangiana invariante por rotagdes no espago
de spin isotépico tridimensional. Temos:

S = €T 507, (c=1,2,3) (81)

onde 7(1), T(2), € T(3) S20 as matrizes usuais de isospin —
matrizes 2 X 2 unitdrias com determinante igual a identi-
dade, geradores do SU (Q)E Identificamos

a6:172)7

I(a)AB — ZT(C)QB (Oé

17Para uma representacio conveniente essas matrizes sio as matrizes de Pauli. Neste caso, a Eq. 1} leva a identificarmos f ¢ com o

tensor completamente antissimétrico (a menos de constante).
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e escrevemos o comutador dos geradores [I(4), ], (b)]’% =
faCbI(c)“}g, na forma

[1T(a), 1Ty ] = [ biT(c)- (82)
Introduzimos o campo de Yang-Mills
B.(x)

quando localizamos a simetria, i.e., ao substituirmos os
pardmetros € por um conjunto de fungodes €“(z). O ca-
rater de transformacdo do campo auxiliar B, (z) é [vide

B5)1: )
c arc nb c
5BH:€ abB'u‘i—;aME,

e ele comparece na densidade lagrangiana na composicao
Vi = 0" — igT(c)o‘BwBBCH

[Eq. ] Esta derivada transforma-se covariantemente
[resultado (34)]; eis a sua variacdo:

OV ™ = it 5V ).

A derivada de B¢, (z) pode aparecer na densidade la-
grangiana £ 4 do campo de Yang-Mills apenas através da
combinagao denominada tensor intensidade de campo,

a a a 9,a b npc c pb
FW,:auBu_auBu_§fbc(BuBu_BuBu)
[conforme (46)]. E a equagdo
5F[:,ul = ecfcabFl:,w

[Eq. 1' mostra que F'9,, tranforma-se pelo grupo de ro-
tagdo como um vetor, ou seja, o spin isotépico do campo
B é a unidade.

A expressao para a “corrente” tem a forma:

8£A ( (9£T . 8£A b
JH = =—g| s=——=i7,) zpﬁ + =—=f..B% -
0B, OV, (P oFt,,

Aqui, o segundo e ultimo termo, revela a presenca de
auto-interacao.

6. Grupo de Lorentz homogéneo e o
campo gravitacional

O trabalho de Utiyama [1] ndo se encerra com a andlise
dos campos eletromagnético e de Yang-Mills, conforme
mencionado na secao [1} De fato, hd uma extensa discus-
sdo sobre o campo gravitacional como teoria de gauge
para campos (tensoriais e espinorias) sob acao do grupo
de Lorentz homogéneo. Exatamente por ter realizado este
iltimo estudo, Utiyama decide publicar seus resultados a

Teorias de gauge a la Utiyama

despeito do trabalho original de Yang-Mills, convencendo-
se da generalidade de seu tratamento.

A teoria de gauge para a gravitagao, porém, nao é
definitiva e as controvérsias surgem pouco tempo ap0ds
a publicagdo do artigo “Interpretacao da Interacao por
Invariancia Tedrica” de Utiyama. O artigo de Kibble [9]
surge com a proposta de extender o seu trabalho, des-
crevendo interacao gravitacional a partir do grupo de
Poincaré (ou grupo de Lorentz completo). No mesmo
artigo, Kibble critica a abordagem de Utiyama ao caso
gravitacional porque este introduz, em adi¢do ao espago-
tempo de Minkowski, uma variedade curva de forma
ad hoc: o efeito da interacdo ndo surge naturalmente
mas é imposta de principio. Todavia o método estabele-
cido é eficiente — seus resultados sdo consistentes{Stanto
que Kibble prop6e uma corre¢do de método mas nao de
contetudo. Ele mostra que se pode evitar a introducao
artificial do espago-tempo curvo tomando variagoes com-
pletas, nao s6 na forma funcional do sistema de campos
mas também no ponto do espago-tempo.

O fato é: para a interacgdo gravitacional ha que se con-
siderar duas classes distintas de simetrias. A primeira é
invariancia do sistema de campos sob o grupo de trans-
formagdes de Lorentz (ou de Poincaré). A segunda é a
invaridncia pelo grupo de transformacoes gerais de coor-
denadas, exigida pelo Principio de Covaridncia Geral. O
primeiro tipo, as transformacoes de gauge dos campos, é
comum a todas as interacgoes fundamentais. A segunda
categoria é o que torna a gravitagao tao particular: s6 ela
comporta a universalidade. Talvez por isso, ndo possamos
rotular a gravitagdo como uma teoria de gauge genuina.

7. Teoria de gauge de segunda ordem

Na sec¢ao discutimos que as equagoes de campo permi-
tidas para A“H seriam aquelas determinadas a partir de
L (F) sendo F' da forma F¢, = A9, , — gf. A% AL,
Essas conclusbes tiveram como ponto de partida a hipé-
tese de que a densidade lagrangiana £ 4 depende somente
do potencial A% e suas derivadas de primeira ordem
O, A%: La(z) = La [A“M;&,A“M] (). Quais seriam as
alteragoes na teoria geral de Utiyama engendradas pela
generalizagio L (x) = La [A%;0,A%,;0,0,A%] (x)?
Essa foi a motivagdo inicial para o trabalho [10].

Os autores de [10] preservaram o roteiro estabelecido
por Utiyama e efetuaram os calculos da secao para a
densidade lagrangiana de segunda ordem. A menos de
algumas sutilezas de procedimento e consideravel esforgo
algébrico foram obtidos alguns resultados interessantes:

1. Além do tensor intensidade de campo £, é neces-
sario introduzir um novo tensor G*,,,, para garantir
a invaridncia da teoria sob o grupo de transforma-

coes e , ie, La=Ly {F%U;Gaﬁpg}. Este

18Utiyama deriva a conexio Fw’f do espaco-tempo curvo em fungdo do potencial de gauge Aiﬁ e do campo de tetradas e?,, (introduzido a
priori com o espago cuvo). O tensor de curvatura de Riemann RO‘MW é, por sua vez, determinado em termos do tensor intensidade de

kl
campo F*%, .
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novo tensor é

b
Gaﬂpo = aﬁFZU —A ﬁfbach)a = DacﬂF;ov

uma derivada covariante de F' ‘ZUH
2. O objeto G, transforma-se co-gradientemente,

como F,, — vide Eq. :

b
6Gaﬂpo =€ fbac cﬁpo"

3. G% oo satisfaz a propriedade de ciclicidade e isso
leva, de maneira dedutiva, a uma identidade de
Bianchi para os F',:

Gaﬂpa + Gapaﬂ + Gaoﬁp =
+ D% F5,=0.

4. A condi¢do sobre a densidade lagrangiana
La [F‘ZJ; G“Bpa} toma a forma
o F —f5G =0
aFZchb p,l/+ 8Ga5pngb Bpo ’
uma extensao natural de .
oLy /

5. A corrente a la Utiyama J.” = 53% nao é con-
v
servada. Porém, é possivel construir uma corrente

conservada dada por:

0L
0A°

_,_OLr
"0(0.4)

JY

v
Ambas apresentam termos topoldgicos, i.e. aqueles
cujo divergente ¢ identicamente nulo. Note como
tanto J,” quanto J.” exibem partes dos termos na
equagao de Euler-Lagrange para A%, a partir de
L.

6. A aplicacao da teoria de gauge de segunda ordem
ao grupo U(1) leva & densidade lagrangiana da
Eletrodindmica Generalizada de Podolsky [16],

La = —iF’“’FW + a20P F,g0\FP,
(a = constante) ,

que provamos ser a unica possivel construida a
partir de termos quadraticos em F),, e termos qua-
draticos em 0 F), (i.e. quadréticos em Gypq).

7. O caso nao-abeliano foi estudado para o grupo
SU(N): mostrou-se que a densidade lagrangiana
efetiva de Alekseev-Arbusov-Baikov para o regime
infra-vermelho [17] pode ser classificada como uma
teoria de gauge de segunda ordem.

Em um trabalho subsequente — Ref. [18], o caso gravitaci-
onal (ndo-abeliano, para o grupo de Lorentz homogéneo)

A rigor, G é derivada co-gradiente de F — dai o simbolo D‘zﬁ

A — A A
V¢ = 0up® — gA“uI(a) 5
I(E>AB ou f,*) depende da natureza do objeto sobre o qual atua.

20Vide, todavia, os comentarios que encerram a secio
21 A menos das sutilezas mencionadas no final da secdo 6]
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foi abordado e todas as densidades lagrangianas quadra-
ticas em F,, e G%,, construidas. Mais recentemente, o
artigo [19] considerou a eletrodindmica de Podolsky em
espagos curvos; em particular, analisou-se a influéncia
dos fétons massivos previstos por essa teoria sobre alguns
aspectos da fisica de buracos negros.

Tudo isso destaca a importancia do trabalho de
Utiyama e seu carater seminal.

8. Comentarios finais

Neste trabalho honramos o artigo “Interpretacao
da Interacdo por Invaridncia Tedrica” de Ryoyu
Utiyama [1] com uma detalhada andlise de seu desen-
volvimento geral, resultados e alguns desdobramentos.
Vimos como o principio de gauge relacionado a propri-
edades de simetria de um sistema fisico esta associada
ao aparecimento de um campo mediador de interacao
A, (z). Esse campo mediador, ou potencial de gauge,
foi primeiro identificado no eletromagnetismo como con-
sequéncia imediata das simetrias admitidas pelo campos
elétrico E (z) e magnético B (z). O que surpreende é
o fato de outras interagdes fundamentais partilharem
essa mesma propriedade: o trabalho de Utiyama mostra
isso de forma sistematica e numa construcao a partir de
primeiros principios.

Na linguagem da fisica moderna, um sistema fisico é
descrito a partir da teoria de campos classicos em que
os entes fundamentais sdo densidades lagrangianas de
campos de matéria. O principio de gauge lida com o com-
portamento deste sistema fisico perante certas classes de
transformagoes. Em verdade, a ideia bésica da simetria
de gauge é: se um sistema é invariante com respeito a
um grupo G de transformagoes continuas independen-
tes do ponto, entdo ele permanece invariante quando
esse grupo é feito local, i.e. quando G — G (z), desde
que as derivadas ordindrias de espaco-tempo 0, sejam
substituidas por derivadas covariantes V. As derivadas
covariantes assumem a forma V, = 9, + A, () em que
A, (z) sdo campos vetorias que residem na algebra de
Lie do grupo rigido G e se transformam de tal maneira
a garantir que V,, transforme-se covariantemente com
respeito a G (z). Isto significa que a imposi¢io de si-
metria local forca a introducio de A, (x) e determina
a forma como esses campos vetoriais interagem entre
st e com 0s campos de matéria originais. Acontece que
esses campos auxiliares A, (z) sdo reconhecidos como os
campos de radiacdo das interacoes fundamentais: eles séo
o potencial engendrando campo eletromagnético, como
dissemos no primeiro paragrafo desta secdo e mostramos
na secdo [4} sio os mésons vetorias massivos Z°, W+ das
interacoes fracaﬂ sao os campos de cor gludnicos AS,

A de

— j& que os f,% aparecem no lugar dos geradores I(a) B

¢B. Pode-se evitar essa diferenca de nomenclatura se postularmos que a forma do operador V, (com
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das interagdes fortes — cf. secéo [5} sdo as conexées Iy,
que equipam a variedade do espago curvo da interacao
gravitaciona

Por um lado, o principio de gauge de Weyl, Yang-Mills,
Shaw, Utiyama parece ser um substrato comum a todas
as interagoes fundamentais. Por outro lado, os desenvolvi-
mentos da geometria diferencial até a primeira metade do
século XX por nomes como Levi-Civita, Cartan, Hodge,
Chern mostraram que o principio de gauge poderia ser
abarcado pela teoria de fibrados |2]: neste contexto G (z)
poderia ser identificado como se¢oes dos fibrados prin-
cipais e os campos de radiacdo A, (z) — portadores de
tanto apelo fenomenolégico — seriam associados as co-
nexoes matematicas. Isso levou a crer na possibilidade
de geometrizacdo de todas as interacoes fundamentais. E
as teorias de gauge seriam a rota para a conclusdo bem
sucedida dessa tarefa tdo apelativa aos fisicos tedricos
que, desde Einstein, sonham com a unificacio das for-
cas. Hoje esta claro que a execucdo dessa tarefa é mais
desafiadora e sua conclusao pode nao se dar apenas no
bojo das teorias de gauge. No entanto, a importancia das
teorias de gauge nao é por isso abalada, e esse manuscrito
é apenas mais um movimento no sentido de propagé-las.

Também pretendemos fazer justica ao trabalho de
Utiyama, ainda hoje amplamente desconhecido ou subes-
timado pela comunidade, conforme adverte a Ref. [20].
Nao ¢é verdade que o trabalho de Utiyama apenas estende
aquele devido & Yang e Mills [4]. De fato, a dita extensao
acontece, ja que a abordagem de Utiyama permite cons-
truir a teoria de gauge para qualquer grupo de Lie, e nao
apenas para o grupo SU (2), incluindo a interagao gravi-
tacional no processo. Para além disso, porém, sabemos
que Utiyama desenvolveu sua teoria simultaneamente ao
trabalho de Yang-Mills [2], embora a tenha publicado
apenas em 1956 enquanto que Yang e Mills o fizeram em
1954. O ponto nao é questionar a prioridade e a origina-
lidade de Yang e Mills, mas exaltar o tour de force que
representa a contribuicdo de Utiyama, o qual pode, com
justica, ser considerado o co-criador das teorias de gauge
nao-abelianas.

Agradecimento

RRC é grato ao IFT-UNESP pela hospitalidade durante
a escrituragao deste trabalho. OAA e BMP agradecem
ao CNPq pelo apoio financeiro total e parcial, respectiva-
mente. Os autores sdo gratos ao referee, cujos comentarios
esclarecedores aparecem inclusive nas notas de rodapé 9]

4 e [16l

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 4, e4302, 2018

Teorias de gauge a la Utiyama

Referéncias

[1] R. Utiyama, Invariant Theoretical Interpretation of In-
teraction, Phys. Rev. 101, 1597 (1956).

[2] L. O’Raifeartaigh, The Dawning of Gauge Theory, Prin-
ceton University Press, Princeton, New Jersey, 1997.

[3] H. Weyl, Gravitation and Electricity, Sitzungsber. Preuss.
Akad. Berlin, 465 (1918). Usamos a versao disponivel na
Ref. [2].

[4] C. N. Yang and R. L. Mills, Conservation of Isotopic
Spin and Isotopic Gauge Invariance, Phys. Rev. 96, 191
(1954).

[5] H. Weyl, Elektron und Gravitation, Zeit. f. Physik 330,
56 (1929). Uma traducdo para o inglés aparece no capi-
tulo 5 da Ref. |2].

[6] C. N. Yang, Selected Papers with Commentary, Freeman,
New York, 1983.

[7] R. Shaw, The Problem of Particle Types and Other Con-
tributions to the Theory of Elementary Particles, PhD
thesis, part II, chapter III, University of Cambridge,
1955.

[8] R. Aldrovandi and J. G. Pereira, Notes for a Course
on Classical Fields, March-June 2004, disponivel
em <http://www.ift.unesp.br/users/jpereira/ClassiFi-
elds.pdf>, acesso em 10/04/2018.

[9] T. W. B. Kibble, Lorentz Invariance and the Gravita-
tional Field, Journal of Mathematical Physics 2, 212
(1961).

[10] R. R. Cuzinatto, C. A. M. de Melo and P. J. Pompeia,
Second Order Gauge Theory, Annals of Physics 322,
1211 (2007).

[11] H. Ruegg and M. Ruiz-Altaba, The Stueckelberg Field,
Int. J. Mod. Phys. A19, 3265 (2004).

[12] G. V. Dunne, Aspects of Chern-Simons Theory, Les Hou-
ches Lectures 1998 [arXiv:hep-th/9902115].

[13] J. Zanelli, Introductory Lectures on Chern-Simons Theo-
ries, AIP Conf. Proc. 1420, 11 (2012).

[14] E. Noether, Invariante Variationsprobleme, Nachr. d. K6-
nig. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, Math-Phys. Klasse,
235-257 (1918).

[15] V. de Sabbata and M. Gasperini, Introduction to Gravi-
tation, World Scientific, Singapure, 1985.

[16] B. Podolski, A Generalized Eletrodynamics. Part I —
Non-Quantum, Phys. Rev. 62, 68 (1942).

[17] A.L Alekseev, B.A. Arbuzov and V.A. Baikov, Infra-
red asymptotic behavior of gluon Green’s functions in
quantum chromodynamics, Theor. Math. Phys. 52, 739
(1982).

[18] R. R. Cuzinatto, C. A. M. de Melo, L. G. Medeiros and P.
J. Pompeia, Gauge formulation for higher order gravity,
Eur. Phys. J. C 53, 99 (2008).

[19] R. R. Cuzinatto, C. A. M. de Melo, L. G. Medeiros, B.
M. Pimentel and P. J. Pompeia, Bopp-Podolsky black
holes and the no-hair theorem, Eur. Phys. J. C 78, 43
(2018).

[20] J. M. Gracia-Bondia, [arXiv:0808.2853 [hep-th]] (2010).

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0007



	Elementos de histÃ³ria na origem da teoria de gauge nÃ£o-abeliana 
	Diretrizes da abordagem de Utiyama
	Teoria geral
	InvariÃ¢ncia local, o campo A e a prescriÃ§Ã£o de acoplamento mÃ�nimo
	Densidade lagrangiana para o potencial A livre
	Densidade lagrangiana total: campos em interaÃ§Ã£o

	Grupo de transformaÃ§Ã£o de fase e o campo eletromagnÃ©tico 
	Grupo de rotaÃ§Ã£o no espaÃ§o de spin isotÃ³pico e o campo de Yang-Mills
	Grupo de Lorentz homogÃªneo e o campo gravitacional 
	Teoria de gauge de segunda ordem
	ComentÃ¡rios finais 

