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Ainda que o problema do paradoxo dos gémeos seja tdo antigo quanto a propria teoria da relatividade especial, a
compreensdo da sua resolucdo é, muitas vezes, obscurecida por falhas na intuicio do estudante. Geralmente, estas
se originam em um entendimento incompleto das previsdes da teoria ou do seu limite de validade. Neste artigo,
apresentamos uma resolugdo didatica do problema dos gémeos com intuito de elucidar algumas dessas falhas.
Dando énfase ao real contetido da previsdo relativistica de dilatagdo do tempo, eliminamos uma primeira intui¢ido
que possa sugerir a existéncia de um paradoxo. A partir disso, mostramos como a relatividade especial é suficiente
para abordar o problema, ndo havendo necessidade de recorrer a relatividade geral. Finalizamos apresentando uma
resolucdo do problema considerando tanto do ponto de vista do gémeo estacionario quanto o do gémeo viajante.
Palavras-chave: Paradoxo dos gémeos, dilatacdo do tempo, relatividade especial.

Although the twin paradox is as old as the special theory of relativity itself, understanding of its resolution is
often obscured by student’s miscarried intuition. That is usually a result of an incomplete understanding of some
predictions of the theory or of its range of validity. In this article, we present a didactic solution to the problem
aiming at elucidating some understanding gaps. Discussing the precise content of the time dilation predicted by
special relativity, we eliminate a first intuition that might suggest the existence of a paradox. Then we show why
special relativity alone is enough to solve the problem without any need to invoke the general theory of relativity.
We conclude this work presenting a solution to the twin paradox from the point of view of the stationary twin as
well as from the traveling twin.

Keywords: Twin paradox, time dilation, special relativity.
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1. Introducao

O problema do “paradoxo” do gémeos é bastante popular
no contexto da teoria da relatividade especial (TRE),
sendo formulado das mais diversas maneiras. De modo
simples, o problema envolve dois gémeos, Ana e Bob, que
estao inicialmente juntos em repouso relativo. Enquanto
Ana permanece estacionaria, Bob sai em viagem pelo
espago e retorna anos depois. De acordo com a dilatacao
do tempo prevista pela TRE, no reencontro, os gémeos
devem constatar que Bob envelheceu menos que Ana.
Apesar de dramética, essa conclusdo ja ndao é mais sur-
presa. O problema fica interessante quando imaginamos
a mesma situacdo do ponto de vista de Bob. Para ele,
Ana é o gémeo viajante, que vai embora e depois volta,
enquanto ele que é o gémeo estacionario. Como fica a
conclusao anterior? Ela inverte-se, sugerindo que Ana
envelhece menos que Bob? Qualquer suspeita de resposta
positiva caracterizaria o paradoxo que d4 nome a este pro-
blema. Logo, o problema em questdo é entender porque
a resposta a estas perguntas tem que ser nao.
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Geralmente, a intuicdo fisica que sugere uma resposta
positiva surge de um entendimento incompleto da previ-
sao que a TRE faz para a dilatacdo do tempo. Quando tal
intuicdo é seguida, a controvérsia em torno do problema
dos gémeos é, por vezes, realcada pela nogdo erronea de
que a TRE é incapaz de lidar com situagoes que envolvem
aceleragoes, sendo, por isso, necessario abordar o pro-
blema utilizando a relatividade geral. Essas sdo confusoes
que surgiram e foram resolvidas ao longo das primeiras
décadas apds a publicacdo do artigo onde Einstein apre-
senta a TRE [1|E| mas que, em diferentes graus, persistem
até hoje entre estudantesﬂ Desde entao, inimeros artigos
dedicaram-se a esclarecer onde a intui¢ao erra e a como
explicar a razao de Bob também concluir que Ana, de
fato, envelhece mais que ele ao fim da jornada [5].

Nao é nosso objetivo fazer uma revisdo das varias abor-
dagens ao problema — para isso, o artigo [5] faz um 6timo
trabalho — mas, sim, utilizar o problema dos gémeos

I Traduzido para o portugués em [2] (p. 143) sob o titulo Sobre a
eletrodindamica dos corpos em movimento.

20s motivos dessa persisténcia sao diversos e fogem ao escopo deste
trabalho. Ainda assim, vale mencionar que alguns destes carregam
a histéria da origem e popularizagdo do problema do paradoxo dos
gémeos |3l/4].
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para esclarecer porque a previsao de dilatacdo do tempo
nao conduz a conclusbdes paradoxais e, em particular, ilus-
trar como a TRE lida com movimentos acelerados. Sendo
a teoria formulada em termos de referenciais inerciais e
das transformagdes que os relacionam, durante o apren-
dizado nem sempre é claro como ela pode ser utilizada,
por exemplo, para descrever o movimento de particulas
aceleradas. O que costuma ser ainda menos claro é como
fazer previsdes em referenciais nao-inerciais utilizando
a TRE ou, até mesmo, se ela é capaz disso. Para escla-
recer estes pontos, resolveremos o problema dos gémeos
utilizando a TRE para determinar as previsoes, tanto do
gémeo inercial (Ana) quanto do ndo-inercial (Bob), para
os tempos que cada um registra até o reencontro.

Apesar do claro intuito diddtico, nosso trabalho tam-
bém é motivado pela resolu¢do do problema por si sé.
Em particular, formularemos o problema com Ana em
repouso e Bob em movimento hiperbélicoEI O fato deste
tipo de movimento ser estudado na maioria dos cursos in-
trodutérios de TRE torna nossa abordagem atraente pela
simplicidade matemaética e por, ao mesmo tempo, pre-
servar a riqueza conceitual envolvida com o movimento
acelerado de Bob. Dentre outros, isso facilitard o enten-
dimento das previsoes feitas no referencial nao-inercial
de Bob, que é onde reside o maior desafio a compreensao
completa da resolucao do problema.

Na préxima secdo, faremos uma revisdo da TRE com
foco na interpretacao da dilatacdo do tempo prevista
pela teoria e discutiremos o que é necessario para esten-
der tal previsao para situagoes envolvendo movimentos
acelerados. A resolugdo do problema dos gémeos sera
feita, na Se¢do |3 segundo o ponto de vista de Ana e, na
Sec. 4] segundo o de Bob. Na Sec. [5], apresentaremos os
comentarios finais a respeito deste trabalho.

2. Relatividade Especial

2.1. Defini¢oes auxiliares

Podemos dizer que as previsdes cineméaticas da TRE para
o comportamento de réguas e relégios constituem a base
sobre a qual todas as outras previsdes sdo construidas,
pois é com réguas e relégios que construimos referenciais
para medidas de posi¢éo e tempo. A interpretagdo correta
destas previsdes dependem, portanto, de uma definicao
adequada do que é um referencial e de como tais medidas
sdo realizadas. Seguiremos as defini¢oes apresentadas
em [8], as quais resumimos a seguir. Por simplicidade,
toda discussao a seguir serd feita no contexto de um
espagotempo com somente uma dimensao espacial.
Primeiramente, definimos os chamados reldgios-padrao.
Estes sao relégios idealizados, infinitesimais, todos cons-
truidos da mesma maneira, que satisfazem a hipétese do

3Ressaltamos que o estudo do problema dos gémeos nesta formula-
¢ao ndo é algo inédito — por exemplo, também foi feito em [6}[7]
— mas, dentro do que constatamos, a maneira como abordamos
sua resolucao é nova na literatura.
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relo’gioﬁ Segundo esta, quaisquer dois relégios que, em
um certo instante ¢, possuem a mesma velocidade v(t),
registram o mesmo intervalo infinitesimal de tempo dt
entre t e t + dt, independente da aceleracdo que cada
um tenha. De modo similar, as réguas-padrdo sao réguas
infinitesimais idénticas tais que qualquer par que possua
a mesma velocidade v(t) em um instante ¢ possuird o
mesmo comprimento L(t) naquele instante, independente
de suas aceleragdes. Daqui em diante, por régua e relé-
gio, estaremos sempre nos referindo as réguas e relégios
padroes.

Para o processo de medida de posi¢ao e tempo de um
evento qualquer, assumimos ter disponivel um ndmero
infinito de réguas e relégios. Em particular, tais medidas
sao realizadas por entidades idealizadas chamadas obser-
vadores: particulas pontuais inteligentes, equipadas com
um relégio e uma régua, cuja interagdo com o meio pode
ser desprezada.

Para definirmos como sao feitas medidas de posicao
e tempo, definimos um referencial rigido como sendo
um conjunto continuo de infinitos observadores, posici-
onados lado a lado, um em repouso relativo ao outro,
preenchendo todo o espaco, todos com seus relégios perfei-
tamente sincronizados e réguas perfeitamente alinhadas.

Em um referencial rigido, as linhas de mundo de todos
os observadores que o compoem sao sempre paralelas.
Portanto, a localizacdo de um evento no espagotempo
pode ser estabelecida sabendo-se a posicao do observador
junto ao qual o evento ocorreu e a posicao na linha de
mundo deste observador (registrada por seu relégio) cor-
respondente a quando este evento ocorreu. Em particular,
a medida do intervalo de tempo entre dois eventos que
ocorrem em pontos diferentes do espaco exige o uso de
dois relogios, pois o instante em que cada evento ocorre
é registrado por um observador diferenteﬂ (Fig. . Por
outro lado, eventos que ocorrem no mesmo local, mas
em instantes diferentes, sdo registrados por somente um
observador e seu relégio (Fig. [Lb)).

2.2. Os dois postulados fundamentais

A teoria da relatividade especial baseia-se nos seguintes
dois postulados [1]:

(i) Asleis da fisica sdo as mesmas em todos referenciais
inerciais (principio da relatividade).

(ii) A luz se propaga de modo retilineo no vidcuo com
velocidade constante ¢ em todos os referenciais
inerciais (constdncia da velocidade da luz).

4Mais detalhes a respeito desta hipétese na Sec.

5«Medir”, segundo a definicdo que apresentamos, é o que, ao longo
deste trabalho, também chamaremos de observar. Este deve ser
diferenciado do ato de ver, que é executado sempre por um unico
observador [9]. O registro das coordenadas de um evento visto
depende do tempo que a luz gasta para ir do ponto de ocorréncia do
evento até o ponto onde esté o observador que o vé. Para um evento
observado, o registro corresponde exatamente as coordenadas de
posicao e tempo da ocorréncia do evento.
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Figura 1

Mesmo no contexto da TRE, os referenciais inerciais
ainda podem ser definidos como aqueles onde a primeira
lei de Newton é vélida, mas agora englobando algo mais:
também sdo aqueles onde a luz se propaga de modo
retilineo e com velocidade constante ¢ [10]. Embutida
nestes dois postulados, estd a hipétese de homogenei-
dade e isotropia do espagotempo. Levando-se em conta
tal hipétese de modo explicito, a partir dos postulados
verifica-se que o conjunto de transformagoes de coor-
denadas que relaciona dois referenciais inerciais sdo as
chamadas transformacoes de Lorentz |11]E| Isso permite
reescrever o primeiro postulado como “as leis da fisica
devem ser invariantes sob transformagoes de Lorentz”.

Para estabelecer nossa notacao, consideremos o caso
particular de dois referenciais inerciais com orientagoes es-
paciais idénticas: o referencial S de coordenadas (z, y, 2, t)
e 0 &' de coordenadas (2,3, 2’,t'), cujas origens coin-
cidem no que ajustamos ser o instante zero tanto para
os relégios de S quanto para os de S’. O referencial S’
estd em movimento retilineo uniforme (MRU) com ve-
locidade v relativa a S no sentido positivo do eixo z.
Nesta situagdo, as coordenadas destes referenciais para
um certo evento no espacotempo se relacionam pelas
seguintes transformacoes de Lorentz:

o' =q(@-vt), (1)
y' =y, Z =z, (2)

onde v =1/4/1 —v2/c? é o chamado fator de Lorentz

As transformacoes inversas, que levam das coordenadas

ct’ = y(ct —vz/c),

6Para sermos exatos, o conjunto completo de transformacdes de
coordenadas que respeita os dois postulados da TRE e suas hip6-
teses internas sdo as chamadas transformacoes de Poincaré, que
adicionam as transformacoes de Lorentz também rotagoes espaciais
e translagdes no espago e tempo [12]|. Para o que buscamos com
este trabalho, considerar as transformacgdes de Lorentz, somente, é
o bastante.

TTransformacdes para referenciais em movimento relativo em dire-
¢Oes quaisquer podem ser obtidas por generalizacido direta deste
caso particular — veja, por exemplo, a Sec. 6.4 de [13].
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de &’ para as de S, sdo

ct =(ct' +vz'/c), =v(x' +ot'), (3)
y=y, z=12 (4)

A relagdo entre as transformacoes de Lorentz e suas inver-
sas ilustra bem a equivaléncia entre referenciais inerciais,
pois as inversas podem ser obtidas de modo imediato
a partir das transformagoes de S para S’ trocando-se
(z,y,2,t) por (z',y,2',t'), e vice-versa, e v por —uv.
Neste trabalho, por simplicidade, consideraremos ape-
nas movimentos unidimensionais ao longo do eixo x,
logo omitiremos as coordenadas y e z. Aqui, o referencial
denotado por S serd sempre o referencial inercial em
relacdo ao qual outros referenciais se movem, sendo estes
outros denotados por S’ caso também sejam inerciais ou
por S caso sejam nao-inerciais. O par de coordenadas
que localiza um evento em cada um destes referenciais

serd (z,t), (2',t') e (Z,t), respectivamente.

2.3. Dilatag¢ao do tempo entre referenciais
inerciais

Nesta secdo, faremos uma discussao cuidadosa da dila-
tacdo do tempo prevista a partir dos dois postulados
fundamentais da TREPF|E um mal entendimento desta
que sugere a existéncia de um paradoxo no problema do
gémeos — exatamente o que queremos evitar. No que se
segue, estaremos sempre falando de um observador do
referencial S e outro do &', estando &’ em MRU com
velocidade v relativa a S.

Primeiramente, devemos enunciar outra previsao da
TRE: a relatividade da simultaneidade. Esta diz que
eventos que sdo simultdneos em um referencial inercial
S nao o serdao em um outro referencial inercial S’ em
movimento relativo. Visto de outra maneira, esta previ-
sdo diz que reldgios sincronizados no referencial S nao
exibem sincronismo do ponto de vista dos observadores
do referencial &', e vice-versa.

Finalmente, para discutir a dilatagao do tempo de
modo preciso, vamos considerar a seguinte situagao: uma
particula instavel é colocada em repouso no referencial
S'. Sejam dois eventos: um no instante ¢}, caracterizado
pela particula ser posicionada em repouso na posicao z’,
e o outro no instante posterior t,, quando a particula
decai. Por ambos eventos ocorrerem em uma mesma
posicao =’ em &', falamos que o relégio neste ponto
registra o tempo préprio 7/ associado & ocorréncia destes
eventos, fornecendo o intervalo de tempo préprio A7’ =
th — t}. Mais importante, somente um relégio (este em
x') é necessario para fazer tal medicdo. No referencial
S, que observa 8’ em MRU, a situacao é outra, pois os
dois eventos ocorrem em pontos distintos, 1 e x2, em

8Deducées das principais previsdes cineméticas da TRE — rela-
tividade da simultaneidade, dilatagdo do tempo e contragao do
comprimento — podem ser vistas, por exemplo, no Cap. 12 de [14].
Julgamos especialmente enriquecedoras as discussdes feitas em |15]
por meio de diagramas de espagotempo.
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instantes distintos, t; e t2, respectivamente, exigindo dois
relégios (um em x; e outro em x3) para fazer a medicao
do intervalo At = t5 —t;. A chamada dilatacio do tempo,
prevista pela TRE, diz que a razao entre o intervalo de
tempo At e o intervalo de tempo préprio A7’ é igual a
v, isto é,

At 1

E = "Y = 71 — v2/702 > 1 (5)

Baseando-se na situagdo descrita, um observador do re-
ferencial S afirmaria que o tempo experimentado por
observadores do referencial S’ passa de modo mais lento
do que o seu.

Veja que a situacao que descrevemos nao € simétrica:
enquanto em S’ somente um relégio (em z') é suficiente
para medir A7’ em S sdo necessédrios dois (um em x4
e outro em x2) para medir At. Portanto, a conclusao
anterior nao pode ser simplesmente invertida para o
ponto de vista do observador em &’ isto é, A7/ /At # ~.

Por outro lado, em uma situacdo andloga, mas di-
ferente, podemos imaginar uma particula instdvel em
repouso no referencial S (ao invés de S’) e considerar
dois eventos semelhantes ao do caso anterior. Neste caso,
a medicdo de tempo em S requer somente um relégio
para registrar o intervalo de tempo préprio A7 entre os
eventos (que, neste caso, ocorrem no mesmo ponto ).
Diferente do caso anterior, agora S’ observa o decaimento
ocorrer em dois pontos diferentes, x| e x}, logo precisa
de dois reldgios para registrar os eventos que ocorrem
nos instantes t; e t,, respectivamente. De acordo com a
dilatacao do tempo, a razao entre o intervalo de tempo
At' =ty — t} e o intervalo de tempo préprio At é

A (6)
AT s b

Portanto, contrario a conclusao da situacao anterior, o
observador em repouso junto a 8’ afirmaria que é o tempo
experimentado pelos observadores em movimento junto
a S que passa de modo mais lento.

Como isso é possivel? Como conciliar essas conclu-
soes aparentemente contraditérias? De imediato, deve-
mos enfatizar que ndo hé qualquer contradigdo entre as
expressoes e @, pois At # At e At' # A7’ uma
vez que essas desigualdades envolvem medidas realizadas
de modo diferente (uso de um relégio vs. uso de dois
rel6gios) de eventos diferentes (decaimento de uma parti-
cula em repouso em S vs. decaimento de uma particula
em repouso em S’). Finalmente, ainda que as expres-
soes () e (6) sugiram conclusées contraditérias, ambas
estao corretas dos seus respectivos pontos de vista. A
chave para compreender isso é lembrar que referenciais
sdo construidos com base no sincronismo de relégios e
que a relatividade da simultaneidade impoe que relégios
sincronizados em um referencial ndo mantém sincronia
quando observados de outro referencial em movimento
relativo. Com isso em mente, temos que um observador
em S tem como conclusdo a expressao e julga que
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a expressao @ é invalida, pois, para ele, a medicao de
At em S’ utilizou dois relégios fora de sincronia. Por
outro lado, um observador de &’ diz que somente @ esta
correta e que () é invalidada pelo observador de S néo
ter usado relégios sincronizados para medir At. Portanto,
neste tipo de situacdo, ndo existe uma resposta adequada
para perguntas do tipo “para quem o tempo passa mais
devagar?” pois nao é possivel comparar as conclusoes de
observadores dos dois referenciais.

Caso um observador de S se chamasse Ana e um de
S’ se chamasse Bob, e ambos fossem gémeos, cada um
registraria intervalos de tempo indicando que o outro
envelhece mais lentamente e ambos estariam corretos dos
seus respectivos pontos de vista. Nao haveria qualquer
paradoxo, pois um julgaria que os registros do outro esta-
riam comprometidos pelo uso de relogios fora de sincronia,
e vice-versa. Esta situagdo jamais se modificaria caso eles
se mantivessem, sempre, em MRU relativo. Somente se
um deles, ou ambos, alterar o seu movimento para per-
mitir um reencontro é que seria possivel comparar qual
envelheceu mais.

Com esta discussao, vemos como a relatividade da
simultaneidade pode impedir conclusdes absolutas a res-
peito de medigoes de intervalo de tempo em diferentes
referenciais. Por outro lado, comparagoes de intervalos de
tempo proprio nao sofrem desta dificuldade, pois deman-
dam o uso de somente um relégio em cada referencial.
Como vimos, esta comparagdo nao pode ser feita en-
tre referenciais em MRU relativo, ja que, neste caso, os
tempos proprios medidos estdo associados a pares de
eventos diferentes. Tal comparagao é possivel somente
se o intervalo de tempo registrado for entre dois eventos
que ocorrem no mesmo ponto espacial em ambos refe-
renciais, pois isso garante que somente um relogio de
cada referencial serd necesséario para tal medi¢do. Para
isso acontecer, pelo menos um deles deve estar em um
movimento acelerado que, em algum instante, inverte de
sentido: o primeiro evento sera o primeiro encontro entre
os dois referenciais e o segundo evento serd o segundo
encontro. Esta é, basicamente, a situagao presente no
problema dos gémeos descrito na introducao deste artigo.

Como apresentados na Sec. 2.2 os dois postulados
da TRE néo sao suficientes para discutir situagoes em
que um dos referenciais esté acelerado, pois dizem res-
peito somente a referenciais inerciais. Como veremos na
préxima sec¢ao, a utilizacao da chamada hipdtese do re-
l6gio — introduzida de modo implicito por Einstein no
artigo em que apresenta a TRE — ¢é suficiente para es-
tender o arcabougo da teoria para lidar com movimentos
acelerados.

2.4. Postulado extra: a hipétese do relégio

Originalmente, Einstein utilizou os dois postulados apre-
sentados na Sec. para deduzir a dilatacado do tempo,
dada pela nossa Eq. . Ele faz isso na Secéo 1.4 do artigo
em que introduz a TRE [1], a qual encerra dizendo que
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esta equacdo para a dilatagdo do tempo deve valer caso
o observador em movimento desloque-se com velocidade
de médulo constante ao longo de um caminho poligonal,
imaginando o movimento total como uma composicao de
MRUs. Se essa hipotese é valida, ele conclui, a equacao
da dilatacdo do tempo deve ser valida, também, para
o movimento ao longo de um caminho curvo qualquer,
imaginando o movimento total como uma composicao de
infinitos MRUs de deslocamento infinitesimal, todos com
o mesmo valor de velocidade.

A suposicao que Einstein fez constitui o que passou a
ser chamado de hipdtese do reldgio |10]. Esta generaliza
a equacao da dilatacao do tempo para

e @
v \J/T—02(t)/2’

a qual relaciona o intervalo infinitesimal de tempo dt,
registrado utilizando-se dois relogios sincronizados de
um referencial inercial S, com o intervalo infinitesimal
de tempo préprio d7, registrado por um tnico relégio
do referencial S em movimento qualguer. A hipétese do
relégio, entao, diz que, em cada instante, a dilatacao do
tempo é afetada somente pelo médulo da velocidade ins-
tantanea relativa entre estes referenciais, independendo
de qualquer detalhe da aceleracio do referencial S [16|E|
De modo mais abrangente, pode-se encarar a hipdtese do
relégio como um terceiro postulado fundamental da TRE,
o qual estende sua aplicacdo a descricao de movimentos
acelerados.

Na Sec. a defini¢do do relégio-padrao inclui sua
concordancia com a hipétese do relégio. Naturalmente,
isso s6 faz sentido se tal hipétese for realista. Este, de
fato, é o caso e o seu acordo com o experimento foi
verificado para aceleracOes transversas ao movimento da
ordem de 10 m/s? ao comparar-se o tempo de vida entre
muons em repouso e muions em movimento circular 18],
e para aceleraces longitudinais da ordem de 10'¢ m/s?
para barions sigma freados em cdmaras de bolhas de
hidrogénio [19].

Uma consequéncia da hipétese do relégio é a geometri-
zagdo do espagotempo. Para entender isso, vamos comecar
considerando uma particula em MRU, cuja trajetéria no
espagotempo estd ilustrada pela reta em azul na Fig.
Os dois postulados da TRE implicam que medigoes de
deslocamento (Az) e intervalo de tempo (At) para o
movimento da particula se relacionam da mesma forma
em todos referenciais inerciais por meio da grandeza As,
chamada intervalo espagotemporal invariante [20]. Esta
é definida por

As? = =N + Az? = —2AY? + A2'?, (8)

9 Apesar da aceleracio ter seu papel alterando a velocidade instan-
tanea de S, o que a hipétese do relégio diz é que, independente
de como esta velocidade muda, em cada instante a razao dt/d7 s6
depende de v(t). Uma analogia iluminadora é feita com a sensacéo
térmica em um dia com vento frio [17]: em cada momento, a sen-
sacdo térmica de frio maior ou menor depende da velocidade do
vento que te atinge naquele momento, mas nao depende de como
essa velocidade muda com o tempo.
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onde a segunda igualdade nos diz que outros referenciais
inerciais medem outros valores para o deslocamento e
o intervalo de tempo, mas que todos concordam sobre
a relacdo entre tais medidas. Interpretando As como
uma medida da “distdncia espacotemporal” entre dois
pontos no espagotempo, vemos que esta sugere que a par-
ticula se desloca em um espacotempo cuja geometria é
hiperbélica. Para irmos além desta sugestao, é necessario
analisar movimentos mais gerais em trechos infinitesi-
mais de espacotempo. Para isso, a hipotese do relégio é
fundamental.

Primeiramente, vamos relacionar As com o intervalo
de tempo préprio A7’ medido em um referencial S’ que
move-se junto a uma particula em MRU. Neste, tem-
se At' = At’ e Az’ = 0. Logo, da relagio (), segue
que As? = —c2At?2 + Az? = —c2A7’2. Sendo a velo-
cidade da particula v = Ax/At, temos também que
—c2At? + Ax? = —c®>At? /42, Finalmente, chegamos na
relacio As? = —c2At?/y? = —c?A7'? para uma parti-
cula em MRU. Note que a ultima igualdade coincide com
a dilatacado do tempo .

O que a hipoétese do relogio nos diz é que podemos
analisar a dilatacao do tempo entre um referencial inercial
S e um referencial nao-inercial S considerando o movi-
mento do dltimo como uma série de MRUs de deslocamen-
tos infinitesimais [21]. Isso permite fazer a generalizagéo
ds? = —c2dt?/y? = —c?d7?%. Esta fornece o intervalo
invariante infinitesimal ds para uma particula em um
movimento qualquer (linha em azul na Fig. , onde dT
é o tempo préprio medido no referencial S que se move
junto a particulam Como —c2dt?/y? = —c%dt? + da?,
concluimos que, segundo um observador do referencial
inercial S, a trajetoria da particula é caracterizada por

ds* = —2dt? + da?. (9)

Como todos referenciais inerciais sao equivalentes, em
todos esta quantidade é calculada de modo andlogo —

10Incidentalmente, note que todos referenciais, inerciais ou nio,
medem o mesmo valor de ds. Isso vem de ds? = —c2d72, pois todos
referenciais concordam quanto ao valor de d7, j& que este é medido
usando-se somente um relégio.
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por exemplo, é calculada segundo ds? = —c?dt’? + dx'?
em um outro referencial inercial S’. Portanto, mesmo
que o movimento de uma particula seja governado por
uma forga resultante, cada trecho infinitesimal deste se-
gue uma geodésica em um espagotempo genuinamente
hiperbélico: o chamado espagotempo de Minkowski [22].
A hipoétese do relégio, como vemos, é fundamental para
a geometrizacao do espacotempo e é, também, uma hi-
pétese basica na construcao da teoria da relatividade
geral [23].

2.5. Dilatacao do tempo para movimentos
acelerados

Considere a situacdo do problema dos gémeos, onde Bob
parte em viagem pelo espago e depois retorna para re-
encontrar Ana. Tomemos dois eventos: o primeiro sendo
o momento inicial com eles juntos e o segundo sendo o
reencontro. Qual a relagdo entre o intervalo de tempo
entre estes dois eventos como registrado por Ana e por
Bob? Seja Ana um observador do referencial inercial S e
Bob um do referencial acelerado S. De imediato, a hipé-
tese do relégio fornece a expressao para a dilatagao
do tempo entre os dois eventos

A7 = /tt J1- ”igt) dt. (10)

Como os dois eventos ocorrem em um mesmo local tanto
para Ana quanto para Bob, sé um relégio de cada re-
ferencial (o de Ana e o de Bob) sdo usados para regis-
trar o intervalo de tempo até o reencontro. Ana registra
AT =ty — t1 e prevé que Bob registra AT como dado
por . Como +/1 —v2(t)/c? < 1, segue que AT < Ar.
Portanto, no momento do reencontro, Ana prevé que Bob
terd envelhecido menos do que ela. Apesar de ser uma
previsao, a conclusao de Ana deve ser comum a todos
referenciais, inclusive ao de Bob, pois ela e Bob medem o
tempo até o reencontro com somente um relégio de seus
referenciais.

A pergunta, agora, nao é “qual é a previsao de Bob?”
pois sabemos qual ela deve ser, mas, sim, “como Bob faz
sua previsao?” Ao contrario do que uma intuigdo pouco
cuidadosa poderia sugerir, temos que

arst [Tyi- a0 (11)
& c

Se esta equagdo envolvesse uma igualdade, Bob chegaria
a uma conclusao contraria & de Ana, caracterizando um
paradoxo. Naturalmente, ndo ha paradoxos na natureza,
o que fornece uma justificativa légica para o simbolo de
desigualdade. A justificativa formal vem de

dt ” 1
ar " \J1—92/2’
110 resultado da integral em exige conhecimento da velocidade

instantanea v(¢) do referencial acelerado S e serd obtida para o
caso do movimento sob acdo de uma forca constante na Sec. @

(12)
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Como claramente vem desta relacdo, o motivo do
simbolo de desigualdade continua sem ser respondido.
Sera? Esta relagao ressalta o que a hipdtese do relégio
nao diz. A hipétese do relégio, dt/dT = 7, é uma relagio
entre o intervalo dt medido em um referencial inercial e o
intervalo préprio d7 medido em um referencial qualquer.
Portanto, qualquer previsio sobre dt/dr estéd fora do
escopo da hipétese do relégio, pois envolve o intervalo dt
medido em um referencial qualquer, mas nao necessaria-
mente inercial. Logo, a hipdtese do relégio ndo pode ser
usada como ponto de partida para calcular-se A7, o que
justifica e evita conclusoes paradoxais.

As implicacoes de sao profundas e dizem respeito
as conclusoes que observadores de diferentes referenciais
fazem a respeito da geometria do espagotempo. Como
discutido no final da se¢do anterior, observadores de um
referencial inercial S medem o intervalo invariante entre
dois eventos préximos como sendo ds? = —c2dt? + da?.
Para essa conclusdo, a hipétese do reldgio foi fundamen-
tal, e a consequéncia é que tais observadores constatam
que o espagotempo possui geometria hiperbdlica. Por
outro lado, por causa de (12]), medidas para esse mesmo
par de eventos feitas por um observador do referencial
nao-inercial S fornecem ds? # —c?dt? + dz?. Isso signi-
fica que ele observa o espagotempo como se este possuisse
uma geometria diferente da hiperbdlica. Esse é um efeito
do movimento acelerado do observador, andlogo ao surgi-
mento de forcas ficticias em um referencial nao-inercial,
e assim que um estado inercial é atingido, o observador
volta a experimentar o espagotempo hiperbdlico des-
crito por @ No contexto do problema dos gémeos, as
consequéncias do movimento nao-inercial sobre o que é
observado por Bob serdo exploradas na Sec.

As conclusoes desta secao sdao gerais e resultados parti-
culares ao problema dos gémeos dependem dos detalhes
do movimento de Bob. Nas proximas secoes deste artigo,
analisaremos o problema do ponto de vista de ambos
os gémeos considerando Bob em movimento retilineo
uniformemente variado (MRUV).

3. O Problema dos Gémeos do Ponto de
Vista de Ana

Tendo em vista uma resolu¢ao do problema dos gémeos
suficientemente simples, mas sem perda de detalhes im-
portantes, consideraremos apenas movimentos confinados
ao eixo x, como especificado ao fim da Sec. Ana sera
0 gémeo em repouso no referencial inercial S e Bob o
gémeo em repouso no referencial acelerado S.

Em uma situagdo mais realista, Bob estaria inicial-
mente em repouso junto a Ana. Ele, entao, se afastaria
dela até parar, daria meia-volta e retornaria até terminar
0 movimento em repouso junto a ela novamente. Esta
formulagdo do problema foi considerada em [24]. Aqui,
vamos considerar um movimento mais simples para Bob,
o que trard a vantagem de uma simplicidade matematica
e clareza conceitual maior.
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Consideraremos que Bob estd, a todo instante, sob
acao de uma forga constante e paralela ao seu movi-
mento. Nesta situagdo, assumiremos que Bob encontra
Ana pela primeira vez ao passar por ela em um movi-
mento desacelerado. A partir de entéo, ele afasta-se até
parar e retorna de modo acelerado para o segundo encon-
tro com ela. O problema, portanto, é determinar o tempo
transcorrido entre os dois encontros, tanto do ponto de
vista de Ana quanto do de Bob. O que mostraremos é
que ambos concordam sobre o registro que cada um faz
para este tempo e que, no reencontro, a conclusao é que
Bob envelheceu menos que Ana.

O que se segue nesta se¢ao é dedicado a andlise do
problema do ponto de vista de Ana.

3.1. Preliminares

No ambito da TRE, qualquer que seja o movimento de
Bob, em qualquer instante t* sempre é possivel utilizar as
transformagoes de Lorentz para encontrar um referencial
inercial 8’ momentaneamente em repouso relativo a ele,
isto é, que o observa com velocidade relativa w nula,
u(t*) = 0. O mesmo néo é verdade para a aceleragio
a de Bob. Se, em um dado instante t*, um referencial
inercial observa que a(t*) # 0, todos outros referenciais
inerciais concordam com isso neste instante. Isso decorre
da invariancia da grandeza escalar «,, chamada aceleracdo
prépria, definida por o? = a?/(1 — u?/c?)3 no caso do
movimento unidimensional [20][7] Como 1 — u?/c? # 0,
se a(t*) # 0 para um referencial inercial, também o
serd para qualquer outro. Na TRE, enquanto, em cada
instante, o estado de repouso ou movimento é relativo, o
“estado de aceleragao” é absoluto.

Como a aceleragao propria « é invariante, mas o mesmo
nao pode ser dito da aceleracao “ordinaria” a, devemos
ser cautelosos ao usar o termo MRUV no contexto da
TRE. Intuitivamente, vamos definir que tal movimento
é aquele fruto da agdo de uma forca F' constante. A
versdo relativistica da segunda lei de Newton, F' = dp/dt,
sendo o momento relativistico p = mu/+/1 — u?/c?, ndo
se reduz ao formato simples F' = ma devido ao fator
extra no denominador de p, mas, no caso particular do
movimento retilineo com F' paralelo a u, ela se reduz a
F =ma/(1—u?/c?)*/? = ma. Portanto, o que definimos
como MRUV na TRE corresponde ao movimento retilineo
com aceleracdo prépria constante.

3.2. Cinematica de Bob segundo Ana

A descricdo do movimento de Bob sera feita segundo o
referencial inercial S, no qual Ana estd em repouso na
posicdo X . Segundo a defini¢do de referencial feita na

12 A invariancia de o2, isto é, a?/(1 —u2?/c?)3 = a/2 /(1 — u'? /c?)3,
pode ser verificada relacionando-se u e u’ por meio da regra de
Einstein para a adicdo de velocidades, u = (u’ +v)/(1 + u'v/c?),
sendo v a velocidade entre S e S’, e usando-se esta para calcular
a = du/dt por meio da relacido dt = v(1 + u'v/c?)dt’ obtida das
transformacées de Lorentz ,
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Sec. [2.1] podemos considerar Ana como sendo um dos
observadores que constituem este referencial. Em particu-
lar, o tempo registrado pela coordenada t do referencial
S sempre coincide com o tempo registrado pelo relégio
de Ana.

Bob esta em um referencial cujo movimento é causado
unicamente pela acdo de uma forga F' constante ao longo
da direcao do seu movimento retilineo. Modelaremos a
situacao da seguinte maneira: a forga F' promove uma
aceleracgao prépria positiva em Bob (« > 0) e seu movi-
mento é tal que ele encontra-se em repouso em x = ¢/«
no instante t = OE A posigao de Bob, z(t), e sua ve-
locidade, u(t), sdo obtidas por integragdes no tempo de
F = ma/(1 —u?/c?)?/? = ma. Com as consideraces
que fizemos, estas sdo dadas por

2\ 2 ¢

22— 2 = <C> L ou(t) = e (13)
@ 1+ (at/c)’
A primeira expressdo nos diz que o movimento de Bob
descreve uma hipérbole no espagotempo, e ndo uma
pardbola como no caso nao-relativistico. Em consonéncia
a isso, da expressao de u(t), vemos que sua velocidade nao
cresce indefinidamente, pois tem ¢ como limite superior.
E interessante notar que, ainda que Bob jamais mova-
se tao rapido quanto a luz, seu movimento acelerado
torna possivel que, em certas situacoes, ele escape de um
raio luminoso projetado em sua dire¢do. Em particular,
nenhum raio luminoso disparado em t > 0 a partir de
z < 0 jamais chegara a Bob. Esta conclusao est4 ilustrada
no diagrama de espacotempo da Fig. [3| o qual contém
as trajetorias de Ana, Bob e um raio luminoso sob as
condi¢oes mencionadas. Ainda que essa peculiaridade
diga respeito ao que Bob é capaz de wver, elas sugerem
que Bob nao é capaz de observaﬂ eventos em certos
pontos do espagotempo. Exploraremos o que Bob observa
em maiores detalhes na Sec.

Da Fig. [3] fica claro que Ana e Bob se encontram
duas vezes somente se a posicdo de Ana, X 4, for maior
que a posicao de Bob em t = 0, 2(0) = ¢*/a. Por isso,
definiremos a posicdo de Ana como X, = k(c?/a), onde
k é um numero real maior do que 1.

Consideremos, agora, os registros de tempo de Ana e
Bob. Quando Ana observa Bob ir de uma posicdo (z1) a
outra (z3), dois relégios do referencial S (um em cada um
destes locais) sdo utilizados para registrar os instantes t;
e to, respectivamente, no qual Bob chega a estas posicoes.
Por outro lado, Bob julga estar sempre em repouso na
mesma posicao em seu referencial S, logo usa somente um
rel6gio (o seu) para registrar o intervalo de tempo préprio
AT. Como esses registros se relacionam? A resposta vem
da hipétese do relégio discutida na Sec. Esta conduz
a expressao , onde v(t) é a velocidade do referencial

13N3o hd nada de especial na escolha de Bob em x(0) = ¢?/a, mas
esta deixard as expressoes que obteremos com uma aparéncia mais
simples.

14Ver nota de rodapé
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Figura 3

S, que se move junto & Bob, dada pela segunda expressio
de . Com isso, encontramos

[
[ () - ()]

Esta é a equagdo para a dilatagdo do tempo, como ob-
servada por Ana, para o movimento de Bob entre dois
pontos quaisquer. Para deixd-la em um formato mais
simples, por conveniéncia, vamos considerar que tanto os
relégios do referencial S quanto o de Bob foram ajustados
para marcar t = 7 = 0 quando Bob passa em x = ¢?/a,
isto é, quando Ana e Bob estdo em repouso relativo. Com
essa escolha, os tempos medidos em relagdo ao instante
zero se relacionam por

1(7) = < sens (‘”) .

c

AT =

(15)

Como o comportamento da fung¢do seno hiperbélico im-
plica em t > ?E Ana afirma que o tempo transcorre
mais lentamente para Bob do que para ela. Vimos na Sec.
2.3 que essa é uma conclusdo particular ao referencial
de Ana, pois observadores de outros referenciais, como
Bob, geralmente discordam alegando que Ana chega a
tal conclusdao comparando dois relégios fora de sincronia
com o relégio de Bob. Para evitar tal ambiguidade, na
préxima sec¢do, compararemos o registro feito por Ana
e Bob para o intervalo entre seus dois encontros, pois,
para tal registro, cada um usa somente um relogio.
Futuramente, na Sec. também precisaremos da
relacdo entre x e 7. Esta é obtida usando-se para
eliminar ¢ na expressao para a posi¢cao de Bob, dada em

. O resultado ¢
2 _
xz(T) = ¢ cosh (om—) .
o

1
c (16

~~

15 Além do método gréfico, uma maneira prética de constatar isso
é pela expansdo em série de Taylor do seno hiperbdlico: senhx =
x+23/3! +2%/5! + -+ > z para todo z > 0.
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Imaginando a trajetéria de Bob no espagotempo como pa-
rametrizada pelo seu tempo préoprio 7, podemos encarar
as expressoes e como as equagoes paramétricas
da sua trajetéria.

3.3. Conclusoes de Ana

Para uma comparagao entre os tempos registrados por
Ana e Bob a respeito da qual todos referenciais concor-
dem, consideraremos o intervalo entre seus dois encontros
no ponto x = X . Pela simetria do movimento de Bob,
digamos que o primeiro encontro ocorre no instante —7 e
o segundo no instante 7' no relégio de Ana. Assim, ela re-
gistra o intervalo de tempo préprio A7 = 27T e, da relagao
, prevé que Bob registra A7 = (2¢/a)senh™ ! (aT/c).
Da razao

AT

AT

(@T'/e)
senh™(aT/c) ~

e em comparagao ao primeiro encontro com Bob, Ana
conclui que, no momento do segundo encontro, tera en-
velhecido mais do que ele pelo fator de A7/ A%E

Poderiamos ter a falsa impressdo de que a dilatacao do
tempo depende da aceleragao de Bob. No entanto,
considerando a hipétese do relégio, discutida na Sec.
sabemos que este nao deve ser o caso. O que faremos
a seguir é mostrar que a razao A7/AT s6 depende do
mdédulo da velocidade relativa entre Ana e Bob em seus
encontros.

O instante T' e o médulo da velocidade de Bob nos
dois encontros, U = |u(T)|, podem ser obtidos de ({13
tomando-se * = X5 = kc?/a. O resultado é

1, (17)

o

T=5Vi2—1=Ssenho, (18)
o «
2 _
% = % = tanh ¢. (19)

A segunda igualdade de nada mais é do que a defini-
¢ao da rapidez ¢ de Bob calculada no instante TE Tal
definicao permite identificar ¢ como sendo o dngulo do
tridngulo hiperbdlico da Fig. o que justifica a segunda
igualdade de . Por conveniéncia futura, também po-
demos identificd-lo como o angulo na Fig.

Como discutido no inicio desta secdo, Ana registra o
intervalo AT = 2T entre os dois encontros e prevé que
Bob registra A7 = (2¢/a)senh™!(aT'/c). Finalmente,
utilizando para eliminar 7', o intervalo registrado
por Ana é

2 2
AT:QT:—Csenhcb: ’YUU,
o e

(20)

16 Atentando-se as notacdes diferentes, o resultado concorda,
por exemplo, com o obtido na Eq. (9.6) de [6] e o resultado da Sec.
B de [7].

17Na TRE, a rapidez ¢ de uma particula é definida por tanh ¢(t) =
u(t)/c |22]|. Esta pode ser interpretada como uma defini¢do mais
natural de “velocidade” para o espacotempo da TRE, pois a rapidez
relativa é obtida por uma regra simples de adicdo ¢pac = Ppap +
¢BC-
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—(U/c)?
Pa el
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Figura 4

sendo o valor de sinh ¢ obtido da Fig. D] onde vy =
1/4/1 —U?/c? é o fator de Lorentz entre Ana e Bob nos
instantes +7'. Para o registro previsto para Bob, tem-se

AT = %senh_1 <aT) = 2o = %tanh71 (U> ,
o o c

c o}
(21)

onde, novamente, usamos a Fig. para eliminar ¢. A
razao entre os intervalos é

AT wU/c

A7 tanh™*(U/c) (22)

O comportamento desta razao em funcao de U esta repre-
sentado no grafico da Fig. |p, o qual ilustra a conclusio
de que A7t > A7. Em particular, vemos que A7/AT
independe da aceleracao de Bob, como esperado tendo-se
em mente a hipdtese do relégio, e é funcdo somente da
velocidade relativa U entre Ana e Bob no momento dos
encontros.

4. O Problema dos Gémeos do Ponto de
Vista de Bob

Por vir de uma comparagao entre tempos préprios, todos
referenciais inerciais, inclusive um instantaneamente em
repouso junto a Bob, devem chegar as mesmas conclusoes
que Ana, discutidas na Sec. Portanto, Bob deve
constatar que seu relégio registra para o intervalo

N

[P i i
Q T A e

SV

Figura 5
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entre seus dois encontros com Ana e também prever que
ela registra para tal intervalo. Para chegar a tal
resultado, é necessario entender como Bob faz medidas
de distancia e registros de tempo. Portanto, primeiro
comecamos construindo o referencial S de Bob.

4.1. Construgao do referencial de Bob

Seguindo a defini¢cdo de referencial feita na Segéo [2.1
na construcio do referencial uniformemente acelerado S,
no qual Bob estd em repouso, consideramos Bob como
sendo apenas um dos infinitos observadores que cons-
tituem tal referencial. A partir do conjunto de réguas
e relégios-padrao carregados por tais observadores, po-
demos localizar eventos no espagotempo por meio de
coordenadas (Z,t) deste referencial. Para que S seja um
referencial rigido, seus observadores devem estar em re-
pouso relativo um ao outro, de modo que a separacao
0 entre observadores adjacentes nunca mude. Do ponto
de vista do referencial inercial S, a separacdo dx entre
estes observadores adjacentes deve satisfazer, em cada
instante, a contragdo do comprimento prevista pela TRE,
dx = 0x/v, sendo v = ~(t) o fator de Lorentz instan-
taneo entre o par de observadores adjacentes de S e o
referencial S [2526][7]

Exigir que o referencial S seja rigido implica que os
observadores que o compdem nao podem possuir a mesma
aceleragdo propria. Para entender isso, imagine se este
nado fosse o caso. Considere um par de observadores, um
satisfazendo z1(0) = ¢?/a e o outro z2(0) = ¢*/a + dx,
sendo dx o comprimento da régua que mede a separacgao
entre os dois no referencial S. Se ambos possuem a mesma
aceleragao prépria «, a trajetoria do primeiro observador
é descrita pela hipérbole 2 —c%t? = ¢*/a? e a do segundo
por (x —6x)? — c*t? = ¢*/a?. Isso significa que, do ponto
de vista de S, o comprimento da régua entre os dois é dx
em todos instantes, independente de sua velocidade. A
situagdo estd ilustrada na Fig. [0} onde as hipérboles em
verde representam os observadores e as retas em marrom
representam a régua entre eles em diferentes instantes.
Como a contracgdo do espago prevé que dx = 0z /7y, sendo
v = ~(t), estes dois observadores nao podem estar em
repouso relativo do ponto de vista do referencial S. Pelo
contrario, para t > 0, por exemplo, eles devem estar
afastando-se um do outro, tensionando a régua conforme
0 aumenta, de modo a manter dz inalterado. Portanto,
um referencial uniformemente acelerado nao pode ser
rigido caso todos observadores que o compoem, junto as

18Como apresentada aqui, a contracio do comprimento satis-
faz a hipdtese do comprimento |10]. Esta diz que dz/éz =

1/4/1 —v2(t)/c2, onde 6% é o comprimento infinitesimal de uma

régua no seu referencial de repouso S e dz é o seu comprimento
como observado em S. Segundo esta hipdtese, a contragdo do com-
primento depende apenas do médulo da velocidade instantanea
relativa entre S e S.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 3, ¢20180282, 2019
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ct’]

Figura 6

suas réguas-padrao, movam-se com a mesma aceleragao
propria

Considerando que cada observador de S move-se, do
ponto de vista de §, com um valor especifico aps de ace-
leracao propria, escolheremos condigoes iniciais analogas
as de Bob para o movimento de cada um: o observador
em 7 de S satisfaz £(0) = ¢?/aops e u(0) = 0. Isso ga-
rante que Bob mantém-se sempre em repouso relativo ao
referencial S. De modo anélogo & Bob, a trajetéria em
S de cada observador de S sera descrita pela hipérbole
2% — t? = (¢ /aops)?. Esta equagdo junto a condigio
de rigidez (dz = 6Z/7) determina a aceleragéo proépria
de cada observador em funcao de x . Em particular,
encontramos ps(7) = 2 /xm Este resultado carrega a
escolha de que a origem do referencial S coincide com a
origem do referencial S no instante t = 0 e também que
o observador em T = ¢/« possui aceleragio prépria «,
identificando-o como sendo Bob.

Uma escolha conveniente é ajustar a coordenada tem-
poral ¢ do referencial S para sempre coincidir com o
tempo préprio reglstrado pelo relégio de Bob. Para isso,
a definimos como t = 2 Tops /az. Nesta relagao, ressalta-
mos que o tempo préprio de cada observador, Typs, € uma
fungao de . Essa dependéncia é esperada, pois cada ob-
servador de S possui uma aceleracdo prépria diferente, de
modo que, segundo o referencial S, seus relégios exibem
gradual perda de sincronia devido a dilatagdo do tempo
causada por suas velocidades relativas. Da definicao de
t, o relégio de cada observador de S estd ajustado para
marcar Tops = 0 em t = 0. Como, na Sec. ajustamos

19Essa é uma das sutilezas que residem por tras do chamado “para-
doxo das espagonaves de Bell”, originalmente publicado em e
popularizado por John S. Bell em

20Para deduzir isso, considere dois observadores de 8 com aceleracdes
préprias diferindo de dagns. A separagdo dx entre os dois em
um instante ¢ é obtida variando-se © em x2 — c2t2 = (c2/aops)?,
resultando em dx = f( 4/03, x)6aons. O fator v entre S e S neste
instante vale agpsx/c?, obtido utilizando-se a velocidade da Eq.
com Qhs no lugar de a. Com estes resultados e a condicao
dx = 8%/, uma integracio simples resulta em aops(Z) = c2/Z ao
escolher-se aops = @ em T = c2/a.
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o relégio de Bob para indicar 7 = 0 em t = 0, neste
mesmo instante também temos t = 0 no referencial S.

A cinematica de cada observador de S é anéloga a de
Bob, resumida pelas equagoes (13 , da Sec.
| mas com aceleracao prépria dada por %bs( )=¢c?/x
e tempo préprio dado por Tops = axt/c?. Primeiramente,
segundo o referencial S, a trajetoria de cada um desses
observadores ¢ uma hipérbole no espagotempo, z2 —
c?t? = z2. Cada uma destas hipérboles representa uma
linha de Z constante em S. Por fim, a razdo entre a
coordenada t e a coordenada x de um observador de
S fornece a relacio ct/x = tanh(aobsTobs/C), que pode
ser reescrita como ct/x = tanh(at/c). Portanto, linhas
de simultaneidade em S, isto é, linhas de ¢ constante,
sdo retas de inclinagao tanh(at/c) segundo o referencial
S. Desta anélise, representamos o referencial S, como
observado de § em ¢ = 0, na Fig. [7]

Outros dois aspectos merecem destaque na Fig.[7} O
primeiro é que, como agps > 0 para todos observadores
de S, a relacio aops(Z) = ¢2/Z nos diz que o sistema de
coordenadas (Z,t) restringe-se a regido Z > 0. O segundo
é que nenhum destes observadores pode ocupar a posicao
z = 0. Da equacao da trajetéria de cada observador
(22 — *t? = 2?), um observador em Z = 0 deveria
deslocar-se tao rapido quanto a luz, o que é impossivel.
Logo, Z = 0 é um ponto singular no referencial S. Por
isso, destacamos em vermelho a linha de z = 0 na Fig. [}
Consequéncias disso serdo discutidas na Sec.

4.2. Transformacées de coordenada entre S e S

Construido o referencial de Bob, o préximo passo é obter
as transformagoes que relacionam as coordenadas do seu
referencial as do referencial de Ana. Para isso, utilizamos
o resultado agps = c /:r e a definicio t = *Tobs [ax
junto as versoes de para um observador de S
qualquer. O resultado é

ct = T senh (at) , x = T cosh (at> . (23)
c c

ct

o
8V

Figura 7
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Estas sdo as transformagcoes que relacionam as coordena-
das (z,t) do referencial inercial S com as coordenadas
(z,t) do referencial acelerado S, também chamadas de
transformagdes de Rindler [30]. As transformagdes inver-
sas sao

2
_ c ct

ct = — tanh ™! () , T =\ x?2— 22,
e T

(24)

Enquanto as transformagdes de Lorentz (1f) e suas inver-
sas sdo estruturalmente idénticas, o mesmo nao pode
ser dito a respeito das transformacdes de Rindler e suas
inversas. Isso, claro, é fruto da nao- equivaléncia entre os
referenciais S e S. Em particular, uma consequéncia é que,
enquanto eventos em qualquer ponto do espacotempo sao
identificdveis pelas coordenadas (x,t), somente aqueles
dentro da regidao 0 < x < 00 e —z < ¢t < x podem ser
identificados por coordenadas (Z, f)@ Fisicamente, isso
significa que somente eventos nesta regiao podem ser
observados pelos observadores de S.

4.3. Espacgotempo observado por Bob

Por causa da conclusdo que encerra a se¢ao anterior, Bob
observa o espagotempo de modo diferente do de Ana.
Enquanto Ana observa que distancias e intervalos de
tempo infinitesimais se relacionam por ds? = —c2dt? +
dx?, Bob observa que estes se relacionam po

N\ 2

ds* = — (0;36) cdt? + dz?. (25)
Para Bob, é como se ele vivesse em um espagotempo com
caracteristicas diferentes daquele onde Ana vive. Ambos
estdo no espacgotempo de Minkowski, caracterizado por
(@. Apesar disso, somente a regido 0 < x < o0 e —x <
ct < x deste espacotempo pode ser observada por Bob@
Por este motivo, suas medicdes de dz e dt equiparem-se
as feitas em um espagotempo caracterizado por , o)
chamado espacotempo de Rindler.

Por causa do seu movimento acelerado, Bob observa
a luz propagar-se com velocidade diferente de ¢ [31]. O
motivo disso reside em como Bob observa o préprio espa-
¢otempo. De acordo com Ana, o movimento da luz é tal
que o deslocamento espacial (dz) sempre coincide com o
temporal (cdt), pois ¢ = dx/dt. Logo, o intervalo invari-
ante @D para o movimento da luz sempre se anula. Isso é
verdade em qualquer referencial inercial e, em particular,

211sso pode ser constatado pela Fig. De modo mais formal, a
primeira relacdo em é valida para —1 < ct/xz < 1, ou seja,
para —xr < ct < x. A mesma condicdo garante a validade da
segunda relacdo. Por fim, tal condicao é respeitada somente para
0 <z <oo.

22Esta relagdo pode ser obtida calculando-se as diferenciais dz e
dt em termos de dZ e dt por meio de e substituindo-as em
ds? = —c?dt? + dx?.

23Cuidado com a diferenca entre ver e observar (nota de rodapé
. Bob pode até ver um evento fora da regido 0 < z < o e
—x < ct < x, mas ndo pode observd-lo, pois, fora desta regido, ndo
h4 observadores de S para registrar as coordenadas do evento.
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ds?> = 0 é verdade também em um referencial inercial
que esteja em repouso instantdneo junto a Bob. Por
observar um espacotempo de Rindler, Bob calcula ds?
segundo e observa a luz propagar-se com velocidade
¥ = dz/dt = +aZ/c que varia de acordo com a posi¢io
z da luz. Por exemplo, sinais luminosos propagando-se
em dire¢do a £ = 0 movem-se de modo cada vez mais
lento conforme aproximam-se do seu destino, nunca efe-
tivamente chegando nele, como se ficassem “congelados”
em suas proximidades@ Apesar deste comportamento
peculiar, o espagotempo observado por Bob exibe curva-
tura nula [29], pois nada mais é do que o espagotempo de
Minkowski observado segundo um referencial acelerado
— todas peculiaridades descritas sumiriam se, em algum
momento, o movimento de Bob se tornasse inercial.

Na préxima segao, desejaremos ilustrar o movimento
de Ana, como observado por Bob, em um diagrama de
espagotempo. Para interpreta-lo, ajudara saber qual é a
equacdo da trajetéria de raios luminosos no referencial S.
Esta é obtida integrando-se a expressao para a velocidade
da luz, sendo o resultado t = +(c¢/a) In(Z/Z,), onde Z,
é a posicdo do raio luminoso no instante ¢ = 0. Essa
equacao define o “cone” de luz no referencial de Bob.
Por exemplo, neste referencial, o “cone” de luz de Bob
no instante ¢ = 0 é descrito por t = +(c/a)In(az/c?),
ilustrado pelas linhas tracejadas em vermelho na Fig. [§

4.4. Cineméatica de Ana segundo Bob

No referencial S, Bob encontra-se em repouso em Z =
c?/a e Ana, por sua vez, estd em movimento. A equacio
da trajetoria de Ana é obtida tomando-se z = X =
k(c?/a) na segunda expressio de , sendo dada por

(26)

8V

Figura 8

24Esse comportamento é andlogo ao observado para raios luminosos
préximos ao horizonte de eventos de um buraco negro [30|. Em
particular, pode-se mostrar que o espagotempo observado por
alguém em repouso a uma certa distancia do horizonte de eventos
de um buraco negro de Schwarzschild é localmente indistinguivel
do espagotempo observado por Bob [31].
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Sua velocidade é obtida de @(t) = dz/dt,

u(t) = —kesech (at_> tanh (at_> (27)

Cc C

O primeiro ponto interessante a ser notado é que Ana
descreve o movimento de Bob como uma hipérbole no es-
pacotempo, mas Bob ndo diz o mesmo sobre o movimento
de Ana (Fig. [§). A razdo disso ¢ Bob observar o espa-
¢otempo de modo diferente de Ana, como discutido na
se¢ao anterior. Pelo mesmo motivo, Bob conclui que Ana
pode atingir velocidades arbitrariamente maiores que ¢
dependendo do valor de kﬁ No entanto, lembrando que
Bob observa a luz mover-se com velocidades diferentes de
¢, enfatizamos que ele jamais observa Ana mover-se mais
rapido que qualquer feixe luminoso que esteja junto a ela.
Constatamos isso notando que, em cada ponto z, o moé-
dulo da velocidade da luz, |0] = aZ/c, é sempre maior que
o da velocidade de Ana, |u| = (aZ/c)\/1 — (ow?:/k;c?)2

Qual a relacdo entre um intervalo de tempo préprio
de Ana e um intervalo de tempo do referencial de Bob?
No referencial de Bob, o intervalo entre Ana sair do
ponto Z; no instante ¢; e chegar no ponto T em to é
registrado utilizando-se dois relégios (um em cada um
destes pontos). No referencial de Ana, ela estd sempre
em repouso, logo utiliza somente um relégio (o dela) para
registrar o intervalo A7 de tempo préprio. Para relacionar
estes registros, notamos que o deslocamento infinitesimal
ds de Ana é calculado, por ela mesma, de acordo com @
e calculado por Bob segundo . Como essa grandeza
assume o mesmo valor em ambos referenciais, tem-se
—c2dt? +da® = —(ax/c?)?cdt? + dz?. Ana estd sempre
na mesma posicao em seu referencial (dz = 0), logo o
intervalo de tempo que ela mede é préprio (dt = dr). Isso
implica na relagao

(28)

a qual revela o conteiido do lado direito da expressao
(11) para o caso do MRUV relativistico. Junto as Egs.
(126]) e 7 esta expressao resulta em

AT = ke {tanh (o@) — tanh (atl>] , (29)
a c c

a qual prevé a dilatagao do tempo como observada por
Bob. Como adotamos que o instante zero de todos relégios
coincide, a relagao entre os tempos medidos a partir deste
instante é

aT

i(r) = gtanhfl (R) . (30)

25Como k > 1 e o termo dependente de t em l) assume valores
entre —1/2 e +1/2, u pode ser maior que ¢ para qualquer k > 2.

26Para obter a velocidade de Ana neste formato, isole ¢ em

(26) para substitui-lo em (27). Ao fim, faga uso da identidade
tanh[sech™!(z)] = £v1 — z2.
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Para analisar essa rela¢do, vamos tomar a Fig. [9] como
referéncia e, por simplicidade, considerar intervalos me-
didos a partir do instante zero. Nela, a fun¢do é
descrita pela curva em azul. Primeiramente, Bob observa
o tempo de Ana passar de modo mais rdpido que o seu até
o instante t(7*), onde 7* = (c/a)/k(k — 1). Apés este,
ele observa o tempo de Ana passar mais lentamente que o
seu. Isso diz respeito ao transcorrer do tempo. A respeito
dos intervalos registrados, considere o instante 7, solucao
da equacdo transcendental 71 = (¢/a)tanh ™' (arf/kc).
Para instantes até £(71), intervalos Af registrados por
Bob sdo menores que intervalos A7 registrados por Ana
e o contrario ocorre apés t(71). Da simetria do grafico
da Fig.[9] chegamos & conclusdes andlogas para instantes
anteriores ao zero.

A anaélise apresentada ilustra o quao equivocada pode
ser a intuicdo de que “o tempo passa mais devagar para
relégios em movimento” quando consideramos previsoes
feitas a partir de um referencial nao-inercial, pois ha
momentos em que Bob observa o tempo transcorrer mais
rapidamente para Ana, ainda que ele a observe em mo-
vimento. Além disso, vimos que intervalos de tempo
registrados por Bob podem ser menores ou maiores que
os registrados por Ana dependendo dos instantes abran-
gidos, mas, como ja discutimos em outras ocasioes, tais
registros podem ser questionados por outros referenciais.

Para vermos como a dilatacdo do tempo observada por
Bob elimina a existéncia de um paradoxo no problema
dos gémeos, é crucial considerar registros de Ana e Bob
que nao sejam questionaveis. Este é o caso quando leva-
mos em conta o registro que eles fazem, cada um com
somente um reldgio, para o tempo entre seus dois encon-
tros. Segundo Ana, os encontros ocorrem nos instantes
—T eT, onde T = (¢/a)VEk? — 1 (Sec. . Na préxima
secdo, verificaremos que estes sdo os valores que o tempo
préprio de Ana assume no momento dos encontros. Da
discussdo do paragrafo anterior, se os eventos entre os
dois encontros ocorrem, segundo Bob, em instantes ¢ que
satisfazem —t(71) < ¢ < #(71), o intervalo At que ele
registra é sempre menor que o registrado por Ana, garan-
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tindo que nao existe um paradoxolZI Para verificar que
este é, de fato, o caso, é preciso mostrar que t(T) < ¢(71).
Como t(7) é uma fungdo de crescimento monétono
basta mostrarmos que T’ < 71, 0 que pode ser feito pela
Fig. [I0] Nesta, as cores azul, verde, marrom e laranja
estdo associadas aos casos de k = 2, 3, 4 e 5, respecti-
vamente. Para cada valor de k, a curva sdlida ilustra a
parte positiva da fungao ; a reta vertical tracejada
marca, no eixo 7, o valor de T'; e, por fim, a coordenada
em 7 do circulo colorido corresponde ao valor de 7. Por
esta construcdo, vemos que T' < 71 para todos os casos
ilustrados ]

A seguir, obteremos as expressoes para as previsoes
de Bob para os intervalos registrados entre os seus dois
encontros com Ana. Veremos que estas concordam com

aquelas obtidas do ponto de vista de Ana na Sec.

4.5. Conclusoes de Bob

Bob registra o intervalo de tempo entre seus dois en-
contros com Ana em T = 02/a e também prevé o que
é registrado pelo relégio dela. Como estes dois eventos
ocorrem em uma mesma posi¢cdo também para Bob, ele
usa somente seu préprio relégio para tal registro, garan-
tindo que a validade desta medida nao serd questionada
por qualquer outro referencial. Esperado pela simetria
observada no movimento de Ana, os encontros ocorrem
em instantes —T" e T no relégio de Bob, sendo T obtido
tomando-se T = ¢?/a na equagio para a trajetoria

E/

Figura 10

27F interessante notar que, mesmo entre os dois encontros com Ana,
nem sempre Bob observa o transcorrer do seu tempo ser mais lento
que o de Ana, pois 7 < T, mas a extensdo desta ocorréncia é
suficiente para garantir que o seu intervalo registrado seja sempre
menor que o de Ana.

28Falamos que uma funcio f(x) é de crescimento monétono se ela
satisfaz f(a) > f(b) para todo a > b.

298eria possivel ter T' > 71 para algum valor de k > 1 néo ilustrado?
Nao. O modo mais simples de verificar isso é construindo-se a Fig.
para valores maiores de k. O que verifica-se é que a solugao para
7T rapidamente tende a kc/a conforme o valor de k aumenta —
por exemplo, para k =4, 71 ~ 3, 997¢/«. Por outro lado, o valor
de T = (¢/a)Vk? — 1 aproxima-se de kc/a de modo mais lento, o
que garante que T < 71 para valores de k arbitrariamente grandes.
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de Ana,

F= Csech (1) = Cpamnt (U
Tfasech (k>atanh (c>’ (31)

onde a segunda igualdade vem do uso da relagdo ¢ =
sech ' (1/k) = tanh™'(U/c) obtida dos tridngulos da
Fig. 4l Com isso, vemos que o intervalo de tempo proprio
registrado por Bob é igual a

A7 =27 = 2 tanh ! (U> , (32)
«

o que coincide com a previsdo (21]) que Ana faz para o
registro de Bob.

Da relacao , temos que Bob prevé que o relogio
de Ana registra o intervalo At = (2kc/a) tanh(aT'/c) =
2kU/a até o segundo encontro. Essa expressao para At
nao se assemelha muito a , pois envolve k. Para
eliminé-lo, retornamos a Fig. [] para notar que cosh ¢ =
k = yy. Com isso, finalmente, obtemos

2
Ar = 208 (33)

(%

Lembrando-se de , vemos que a previsao de Bob para
o intervalo registrado por Ana de fato coincide com o
valor 2T que ela registra.

5. Comentarios Finais

O problema dos gémeos é o mais antigo, e possivelmente
0 mais popular, da literatura de aparentes paradoxos da
teoria da relatividade especial. Apesar disso, até hoje a
compreensao da inexisténcia de um real paradoxo é, por
vezes, prejudicada por certas falhas de intuicdo que, pelos
mais diversos motivos, surgem durante o aprendizado
desta teoria. Esperamos, com este trabalho, ter esclare-
cido algumas destas. Em particular, que (1) a relatividade
especial é capaz de descrever movimentos acelerados, bem
como ser usada em referenciais ndo-inerciais, ndo exis-
tindo a necessidade de invocar a relatividade geral para
isso; e que (2) a intui¢do de que “o tempo passa de modo
mais lento para relégios em movimento” geralmente fa-
lha quando o registro de tempo esta sendo feito em um
referencial nao-inercial.
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