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No presente trabalho apresentamos a continuagdo do recente artigo “Grandezas Fisicas Unidimensionais”,
publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica. A construgdo operacional de uma grandeza passa pela
definicdo de seu dominio, separacdo do dominio em classes e, por fim, associagdo injetiva de um espaco de valores
as classes. Essa formulacdo é aqui delineada para abarcar grandezas multidimensionais, incluindo vetores, vetores
duais e tensores. Adotar um viés operacional, nesse caso, permite ressignificar assuntos aparentemente tautolégicos
da matemdtica, como geometria e topologia, a partir de sua conexdo com o mundo fisico.
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In the present paper we present the continuation of the recent paper “One-dimensional physical quantities”,
published in Revista Brasileira de Ensino de Fisica. The operational construction of a physical quantity passes
through the definition of its domain, separation of the domain into equivalence classes and, finally, the injective
association of equivalence classes into a value space. This formulation is outlined here to encompass multidimensional
quantities, including vectors, dual vectors and tensors. Adopting an operational bias, in this case, allows us to
re-signify seemingly tautological topics of mathematics, such as geometry and topology, from its connection to the

physical world.

Keywords: Physical Quantities, Operationalism, Measurement theory.

1. Introducao

Este trabalho é uma continuacdo natural do artigo “Gran-
dezas Fisicas Unidimensionais” [1], recentemente publi-
cado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica. L4, apre-
sentamos com detalhes a construcao do conceito de uma
grandeza fisica. Nesse caso, em particular, discutimos
sobre trés delas, pilares para a mecénica classica: distan-
cia, massa e tempo. Tal construgdo pode ser resumida
por uma sequéncia de passos, que passamos a descrever.
Usaremos a grandeza distancia para elucidar nossa dis-
cussao inicial. Em primeiro lugar, fixada uma grandeza G,
caracteriza-se o que chamamos de dominio da grandeza,
denotado por Dg. O dominio nada mais é que o con-
junto de objetos para o qual a grandeza tem sentido. Por
exemplo, distancia é definida para pares de pontos. Feito
isso, precisamos de um procedimento experimental que
caracterize grandezas do mesmo tipo. Tal comparacao
no caso de distancias é feita por um compasso. Dizemos
que um par de pontos define a mesma distancia que um
segundo par, quando for possivel colocar as pontas de
um compasso sobre o primeiro par e, sem alterar sua
abertura, colocd-las também sobre o segundo par. Tal
procedimento, que chamaremos de ~, pode ser encarado
como uma relagdo no sentido matematico, isto é, ~ é
um subconjunto do produto cartesiano Dg x Dg, ja que
estamos comparando sempre pares de elementos. O fato
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é que ~ separa D¢ em classes de objetos do mesmo tipo.
Por fim, associamos cada classe com um valor numérico
oriundo de um conjunto que chamaremos V¢, o conjunto
de valores da grandeza. Essa associagdo corresponde a
medida como usualmente a conhecemos. A possibilidade
de fazer previsoes e estimativas, em um certo sentido,
nos exige definir uma soma e multiplicacdo por niime-
ros em Vi, dotando tal conjunto com uma estrutura de
espago vetorial (para o caso de distancias, essas opera-
¢Oes serao revistas na Secao . Curiosamente, a base do
espago Vi corresponde as unidades da grandeza. Toda
essa construcao ¢ ilustrada na Figura

Parte da motivacdo para o trabalho [1] foi completar
a definicdo de um grandeza fisica fornecida pelo Joint
Committee for Guides in Metrology [2]. Além disso, toda
a construcao é fortemente baseada no formalismo opera-
cionalista [3/4]. Partimos da premissa que ndo podemos
usar nenhum conceito sem que seja possivel defini-lo ope-
racionalmente, isto é, a partir de um procedimento ex-
perimental. Embora a perspectiva operacionista ter sido
superada em filosofia da ciéncia, ndo podemos subestimar
seu potencial pedagdgico. Acreditamos que adota-la pode
revelar como a fisica e a matematica estao conectadas,
devido ao seu carater “lidico” destacado exatamente
pela exigéncia de defini¢oes operacionais.

Até agora, s6 mencionamos grandezas unidimensionais.
Contudo, ja no ensino médio e nas disciplinas iniciais
dos cursos de graduagdo em ciéncias exatas, nos depara-
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G (grandeza distancia)

D.(dominio - pares de pontos)

D./~ (separagao do dominio em
classes utilizando um compasso)

associacao de valores
as classes: medida
(Ve +.°)

(espaco de valores da grandeza)

Figura 1: Representacdo simbdlica da construcdo da grandeza
fisica distancia.

mos com grandezas que ndo sdo unidimensionais e elas
possuem um papel central na descrigdo de toda a fisica,
seja nos regimes quantico, classico ou relativistico. Sao
elas os vetores, vetores duais e tensores. Serd que essas
grandezas podem ser caracterizadas seguindo os mes-
mos passos delineados acima e extensamente descritos
em [1]? Nosso objetivo central neste trabalho serd res-
ponder a esta pergunta, caracterizando tais grandezas
multidimensionais, essencialmente geométricas, seguindo
uma prescricdo operacional.

Adotar a corrente filoséfica operacional pode ser um
tanto controversa e nao é, naturalmente, a inica maneira
de se apresentar determinado modelo. Contudo, temos
aqui a chance de advogar um rompimento brusco com a
geometria, puramente estruturada por uma sequéncia de
axiomas e regras de logica, que juntos fornecem todos os
resultados que um matemaético poderia encontrar. Nesse
sentido, tais resultados sao tautoldégicos, “por conterem
nada mais do que ja esta contido nas premissas ou nos axi-
omas” [5]. Adotando o operacionalismo, somos capazes de
reestruturar a geometria, definindo as estruturas basicas
como pontos, retas e planos, sem ter que caracteriza-las
como conceitos primitivos ou termos indefinidos [6], ge-
rando assim resultados “de fatos observados, que entéo
nunca sio certos, mas somente verificiveis para um nu-
mero finito de exemplos” [5]. Como veremos também, é
possivel, sob tal ponto de vista operacional, construir
nog¢odes mais avangadas de matematica, incluindo, por
exemplo, a topologia do espaco. O operacionalismo per-
mite ainda, logo nos cursos iniciais de fisica, colocar o
estudante de frente para um dos conceitos fundamentais
da matematica e das ciéncias quantitativas, a saber, o
conceito de linearidade. Além disso, evidencia de forma
totalmente elegante a relevancia dos espagos afins na
fisica e a construgao de vetores de maneira independente
de coordenadas, em contraste com a comunidade mate-
matica em geral.
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Este trabalho serd entao dividido da seguinte maneira.
Na Secao [2| apresentamos a construcgdo béasica de uma
geometria primordialmente operacional, que servira de
alicerce para todo o trabalho. Na Secao |3| tratamos a
primeira grandeza multidimensional, os vetores. Para
ampliar e completar a estrutura da geometria do espago
discutida anteriormente, descreveremos ainda a gran-
deza unidimensional dngulo, seguido de algumas de suas
consequéncias. As Segoes [f] e [f] continuam com grande-
zas multidimensionais, a saber, vetores duais e tensores.
Finalmente delineamos as conclusoes na Secao

Ao longo de todo o trabalho, sempre que algo for
definido com uma equacédo, utilizaremos o simbolo :=.

2. Ingredientes basicos: espagos, pontos,
retas e planos

A primeira grandeza multidimensional que construiremos
serao vetores. Eles possuem um carater essencialmente
geométrico. Assim, faremos um preludio na geometria.
Trataremos de conceitos extremamente familiares, em
particular, de espacos, pontos, retas e planos. A razao
para discutirmos estas estruturas bésicas é que os mate-
maticos as tomam como conceitos primitivos, e unindo
regras de logica e uma sequéncia de axiomas, constroem
o que conhecemos como geometria plana [6]. Esta meto-
dologia ¢é ortogonal a postura operacional adotada aqui.
Assim, buscaremos defini¢does operacionais para tais con-
ceitos [7].

2.1. Pontos, corpos rigidos e espago

Comecamos com a seguinte

Defini¢cdo 1 Chamaremos de pontos a interse¢io de
riscos em cruz feitos com agulhas em corpos.

Apesar de ingénua, esta defini¢io é adotada tacita e usu-
almente. De fato, quando vamos furar uma parede para
prender um quadro ou mesmo serralheiros e carpinteiros
a utilizam cotidianamente em suas oficinas.

Com a Definic¢do [1] em méaos, temos um fato experi-
mental que resumiremos em um

Axioma 1 FExistem corpos na natureza nos quais a dis-
tancia entre pontos marcados ndao muda com o tempo.
Tais corpos serdo chamados de referéncia rigidos, ou
simplesmente, corpos rigidos.

A sequéncia de imagens na Fig. [2| ilustra este axioma.
Um contraexemplo seria a marcagdo com um prego de
pontos A e B sobre a lataria de um carro em um dia
de inverno. Poderiamos usar um compasso de madeira
para evitar efeitos de dilatagdo, ou mesmo uma régua de
acrilico. A medicao da distancia entre os pontos A e B
em um dia quente de verao nao fornece a mesma medida.
Podemos agora unir corpos de referéncia rigidos com
uma cola que nao deixe que eles se movam. Ganhamos
com isso um novo corpo de referéncia que nos permite a
marcacao de mais e mais pontos, com distancias entre
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Figura 2: Distancia entre pontos em um corpo rigido ndo muda
com o tempo.

eles cada vez maiores. Por exemplo, tijolos sdo corpos
de referéncia rigida. Ao serem unidos com cimento para
formar uma parede, a prépria parede passa a ser um novo
corpo rigido. Vamos chamar tal unidao de corpos rigidos
de firme. Diremos resumidamente que dois corpos rigidos
estao unidos de maneira firme quando a distancia entre
qualquer ponto do primeiro corpo até qualquer ponto do
segundo ndo muda com o tempo. Consideremos agora o
conjunto de todos os corpos rigidos.

Teorema 1 A unido firme de corpos rigidos é uma re-
lacdo de equivaléncia.

De fato, um corpo por si s6 ja é rigido, logo tal relacao é
reflexiva. Sendo a distancia entre pares de pontos tanto si-
métrica quanto transitiva, importamos tais propriedades
para a unido firme, caracterizando-a como uma relagio
de equivaléncia[l]

Denominaremos as classes definidas pela relagao de
equivaléncia de uniao firme de corpos rigidos como um
sistema de referéncia rigido ou abreviadamente, sistema
de referéncia (SR).

Consideremos o conjunto de pontos que podem ser
marcados em um sistema de referéncia, ou simplesmente
usamos nossa abstragdo para imaginarmos aquele estoque
ilimitado de pontos que poderiam ser marcados em corpos
rigidos imaginarios que pertencem a determinado sistema
de referéncia. Com isso, ganhamos a

Defini¢ao 2 O conjunto de pontos marcados em um
sistema de referéncia (ou em corpos rigidos imagindrios
que pertencem a tal sistema de referéncia) leva o nome
de espago.

Usaremos a notagdo Eggr para denotar o espago cons-
truido a partir de certo sistema de referéncia. Aqui ja
notamos um rompimento com a noc¢ao de espaco abso-
luto newtoniano. Com efeito, dois sistemas de referéncia
distintos definem espagos distintos. Existem ainda dois
subconjuntos de pontos em Egi que sdo de interesse e
serao definidos: retas e planos.

2.2. Retas e planos

A nocgao de uma reta é intimamente ligada a grandeza
fisica “distancia”. Todos os detalhes podem ser vistos na

1Para o leitor ndo familiar ao conceito de relacdo e classes de equi-
valéncia, sugerimos a referéncia (8], que é suficientemente formal.
Para uma interpretagdo mais intuitiva, veja [1].
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subsecdo 2.1 de [1]: 14 definimos o dominio de tal grandeza,
que sao pares de pontos. A relacdo de equivaléncia que
divide Dy, em pares de distancias equivalentes é feita por
um compasso e detalhamos também a soma em V7. Para
dar continuidade & leitura, repetiremos a construcao da
soma +: Vp x Vp, - V. O ponto de partida é dotar Vp,
com uma relagdo de ordem. Inicialmente dados A, B e C
pontos em Egp, com um compasso com abertura definida
pela distancia d(A, B) construimos o conjunto

B(0,d(A, B)) = {X € Espld(0, X) = d(A, B)}. (1)

B(0O,d(A, B)) é chamado de esfera de centro O e raio
d(A, B). Agora, dado um ponto H ¢ B(O,d(A, B)) ar-
bitrario, colocamos uma das agulhas do compasso em
O, e sem retira-la do corpo rigido, fazemos um risco que
conecte O a H. Caso isso seja possivel, sem que a agulha
atravesse B(O, d(A, B)), dizemos que d(O, H) < d(A, B).
Do contrério, d(O,H) > d(A,B). A Figura [3| ilustra
tal relagio de ordem. Neste caso, d(A,B) > d(O,F)
e d(A,B) < d(O,G). Agora, para obter d(A,B) +
d(C,D), marcamos o conjunto B(O',d(C,D)), com
O’ € B(O,d(A, B)) e procuramos M ¢ B(O',d(C, D))
tal que a distancia d(O, M) é méxima. Assim, definimos

d(A, B) +d(C,D) := d(A, M) (2)

Com isso ganhamos naturalmente a desigualdade tri-
angular

d(O,G) +d(G, M) >d(0O, M), (3)

valida para pontos arbitrarios do espago. Nos interessa
mesmo a igualdade, cuja interpretacdo geométrica é
oriunda da propria definicao |2} O fato mais intrigante é
que passando uma linha inextensivel por O e M, mantendo-
a tensionada, ela passa exatamente sobre O’: veja a Fi-
gura [3l Daf diremos que O, O’ ¢ M estao alinhados.

&
X

Figura 3: llustracio da construcio de (i) soma de distancias, (ii)
desigualdade triangular, (iii) segmento de reta e (iv) alinhamento
de pontos.
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Além disso, diremos também que O’ est4 entre O e M.
Finalmente estamos aptos a definir uma reta.

Defini¢do 3 Dados A # B € Egg, chamamos de reta que
passa por A e B, denotada por rap o conjunto de pontos
X, denotado por r(X AB), tal que A estd entre X e B,
unidos com os pontos Y do conjunto r(AY B), com Y
entre A e B, finalmente unindo com todos os pontos Z
de 1(ABZ), tal que B estd entre A e Z,

rap=r(XAB)ur(AYB)ur(ABZ). (4)

O conjunto de pontos entre A e B é chamado de segmento
de reta.

Na pratica, a construgao operacional de uma reta, ou
melhor, de determinado segmento, é feita esticando uma
linha inextensivel sobre dois pontos arbitrarios, o que
também pode ser visto na Figura

Uma vez definida o que é uma reta, precisaremos de
mais uma definicdo, a de distancia de ponto a reta.

Definicao 4 Sejam P € Esg um ponto e r c Egg uma
reta. Dizemos que d(P,r) = inf{d(X, P)|X er} é a dis-
tancia do ponto P até a reta r.

Com esta definicdo em maos, e em completa analogia
com as esferas construidas anteriormente, definimos mais
um subconjunto do espaco.

Defini¢do 5 Sejam d(A, B) uma distincia entre dois
pontos do espaco e r c Egp uma reta. Definimos o con-
junto C(r,d(A,B)) = {X c Esgrld(X,r) = d(A,B)} e
o denominamos cilindro originado por r e com raio
d(A, B).

A partir dessa definigdo temos o seguinte fato experimen-
tal expresso no

Teorema 2 Dado um ponto P arbitrdrio em C(r,d(A, B)),

existe uma tnica reta s c C(r,d(A, B)) e contendo P tal
que d(R,s) =d(A,B), VRer.

A interpretacado geométrica deste teorema pode ser vista
na Figura Como consequéncia dele, nota-se que d(R, s) =
d(A,B), VR € r e também d(S,r) = d(A,B), VS € s.
Neste caso, chamaremos as retas r e s paralelas.

Finalmente, a tultima definicdo que ainda precisamos
descrever operacionalmente é a de plano.

Definicao 6 Sejam r,s c Esgr duas retas e P € s um
ponto arbitrdario de s. Definimos o conjunto Il =rxpu
s,YX er, onde rxp € a reta que passa por P e X er,
como sendo o plano formado pelas retas r e s.

A Figura 5| ilustra essa construcdo.

Com essas defini¢bes completamos a construgdo do
espaco, e partimos para o estudo das grandezas fisicas
oriundas desta etapa inicial. Tais grandezas sao essencial-
mente geométricas, o que justifica toda o desenvolvimento
acima.

2Utilizamos um pedaco de fio dental como fio inextensivel para
representar o segmento de reta, preso a dois pesos plésticos.
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Figura 5: Definicdo operacional de plano.

3. Vetores

Passaremos agora a nossa primeira grandeza multidimen-
sional, que chamaremos de vetores deslocamento. Assim
como para distdncias, o dominio dessa nova grandeza
serao pares ordenados de pontos no espaco,

’P(,) = 553 X gS'R (5)

_—
com elementos que serao denotados por (A, B) e a seta

indica que o par (B, A) ¢ diferente de (A, B). O nome
vetor deslocamento nasce de uma possivel interpretacao
fisica: podemos imaginar que uma particula se deslocou
de A para B em linha reta. Assim, chamaremos a reta
—

rap de reta suporte de (A, B). Os pontos A e B serao de-
notados por origem e extremidade do par correspondente.
Nossa préxima etapa consiste em organizar o dominio
P, em classes. Isto ¢ feito por uma relacdo denominada
transporte paralelo. Ela serd denotada por

TPy xPey (6)
e agora passamos a descrevé-la operacionalmente. O

_
transporte de um par (A, B) é feito com a ajuda de

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0295



Gaio e cols.

esquadros. Colocamos um esquadro sobre o segmento
de reta definido por A e B, marcamos pontos A* e B*
no esquadro justapostos a A e B e o deslocamos com a
ajuda de outro esquadro na direcao desejada, conforme
indica a Figura [0]

Experimentalmente, podemos ver que se trata real-
mente de uma relagdo de equivaléncia, ja que;

_—
i) (4, B)T(A, B), basta nao deslocar o esquadro.
ii) (A, B)T(C,D) = (C,D)T(A, B), pois podemos vol-

tar o esquadro do par (C, D) até (A, B) fazendo o mesmo
deslocamento inicial em sentido contrario.

iii) (4,B)7(C,D) e (C,D)T(E,F) = (A, B)T(E,F),
o que pode ser visto na Figura[7]

Cada classe de equivaléncia de pares de pontos or-
denados que se conectam por um transporte paralelo
sera denotada por d, l;, etc. Com essa relagdo em maos,
podemos definir o conjunto I = P(../T para “organi-
zar”o conjunto de pares ordenados de pontos do espaco.
Seguindo com a prescrigao da caracterizagao da nossa
grandeza vetores deslocamento, o primeiro passo é definir
a soma entre classes,

+:DxD—>D. (7)

Dados d e B, primeiro conectamos os pontos iniciais de d
e b por um transporte paralelo a um ponto S arbitrério.
Depois transportamos tanto d quanto b ao longo da reta

Figura 7: Transitividade do transporte paralelo.
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que suporta cada um deles. E um fato experimental que
eles se encontram em um ponto, digamos, S3. Chamare-

A A
mos (S1,52) de vetor @ +0b. A Fig. a fornece o quadro
geométrico desta construcio. E uma tarefa rapida e di-
reta, mostrar que a soma acima construida é uma soma
de classes.

E possivel também definir o produto de vetores por
nimeros reais

:RxD —>D. (8)

Comegamos com a multiplicagdo de um vetor & por um
nimero natural. Ao longo da reta suporte de d, marca-
mos com um compasso pontos consecutivos, mantendo a
abertura do compasso fixa, definida pelos extremos de

—
d = (Ao, A1), conforme a Figura (9} Cada ponto A, é
obtido a partir de A,,. Assim, definimos

na := (Ao, 4,), VneN. (9)

A multiplicagdo por inteiros é totalmente andloga.
Basta inverter o sentido de d quando o inteiro for nega-
tivo. Dado z negativo em Z, temos z = —n, para algum
n e N, e entao

zd = (-1)na = (-1)n(Ao, A1) = (An, Aop). (10)

Passamos agora a multiplicagao por racionais 7 € Q, com
m < n. Partindo de Ay, desenhamos um segmento de reta
r em qualquer direcdo diferente da reta que suporta
_—
d = (Ap, A1). Com um compasso com abertura arbitriria,
marcamos os pontos Bi, Bs,...,B, em r, de modo que
d(Ag,By) = d(B1,B2) = ... = d(By-1,B,). Tracamos o
segmento que conecta B, a A; e tracamos segmentos

L)

Figura 8: Construindo a soma de vetores.

-

a

! ;U Al AIZ AB o

Figura 9: Construindo a multiplicacdo de vetores por nimeros.
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paralelos ao segmento definido por B, e Ay, que vao dos
pontos B;, 1 =1,2,....n — 1 até tocar d, onde marcamos
os pontos Bj. Assim,

i:= (Ao, BL). (11)

3|3

A representacdo geométrica para tal definigdo da mul-
tiplicacdo de d por 3/5 pode ser vista na Figura A
generalizacao para m > n é direta. Escrevamos m = n+m/,
de modo que m/n =1+m'/n, com m’ <n. Assim, basta
aplicar os resultados acima discutidos.

A multiplicacdo por reais em D pode ser generalizada
a partir da densidade de Q em R. Contudo, observamos
que temos uma limitagdo experimental para a construgao
de uma distancia dada por um irracional. Com efeito,
mega com uma régua a diagonal de um quadrado com
lados de 1m. O que vocé encontra? v/2m? Ou 1,41m?
Uma discuss@ao mais detalhada sobre incertezas pode ser
vista em [1].

Agora, com a soma e multiplicagdo por nimeros, temos
mais um fato experimental: (ID, +,-) é um espago vetorial
tridimensional e ter chamado os pares ordenados de veto-
res anteriormente ndo foi coincidéncia. Concluimos essa
Sec¢do com um ultimo fato experimental: o espaco fisico
Esr associado a um determinado corpo de referéncia
rigido possui as propriedades de uma estrutura muito
conhecida pelos matematicos, a saber o espago aﬁmﬂ
Ele é definido como a seguir. Sejam £ um conjunto cu-
jos elementos sao chamados de pontos e V um espacgo
vetorial. Considere também uma aplicacio “: Ex E - V|
(p,q) ~ pg. Dizemos que E é um espago afim associado
ao espaco vetorial V' quando goza das seguintes proprie-
dades

(i) Dados um ponto p € E e um vetor ¥ € V existe um
dnico ponto g € E tal que pg = ¥.
(ii) Para quaisquer p,q,r € E tem-se pg + gr = pr.

A dimenséo do espago E é definida por dim F := dim V.
O item (ii) acima é um fato experimental que mostra
a bijecdo entre Egr e D. De fato, dados dois pontos A e

Figura 10: Representacdo geométrica da multiplicacdo de um
vetor por um nimero racional.

3Encontramos essa mesma estrutura na teoria da relatividade. O
espago-tempo de Minkowski M possui a estrutura de um espago
afim quadridimensional [9].
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B em Egp, eles definem um representante da classe de
vetores deslocamento correspondente. Reciprocamente,
dado um ponto A € Egg e um vetor ¢ € D, transportamos
paralelamente a origem de @ até o ponto A, e olhamos
para a unica extremidade B do representante da classe
d, a saber, 14_B> Na literatura matematica, é costume
escrever tal resultado como

B:=A+. (12)

Esperamos que a discussao acima explicite a diferenca
entre o espago afim Egi e o espaco vetorial associado D,
apesar da bijecdo entre ambos.

4. Angulos e algumas consequéncias

Antes de continuarmos com grandezas multidimensio-
nais, descreveremos mais uma grandeza de interesse que
é unidimensional. Ela nao foi introduzida anteriormente
pois seu dominio, como veremos, é formado por pares
de vetores. Faremos como antes: a descri¢do formal é
precedida por argumentos heuristicos, culminando com
procedimentos experimentais, matematicamente formali-
zados. Trataremos também de alguns tépicos que estao
direta ou indiretamente ligados com angulos.

4.1. Construindo a grandeza angulo

Consideremos o exemplo cotidiano de abrir a porta da
geladeira para retirada de uma garrafa de dgua. Para eco-
nomizar energia, vocé abre a porta somente o suficiente
para retirar a garrafa. Caso vocé tenha que retirar uma
panela, a abertura da porta deve ser maior que antes.
Esse exemplo soa muito natural. Mas o que queremos
dizer com abertura? Mais ainda, mesmo sem conseguir
sequer definir abertura, inserimos uma relagdo de ordem
ao dizer “abertura maior do que antes”. Nosso objetivo
sera entao formalizar esta nocao de abertura, construindo
a grandeza que chamaremos de angulo.

Com o exemplo inicial, fica claro que o dominio da
grandeza angulo sdo pares de vetores. Restringiremos
nossa defini¢cdo inicial ao espago vetorial bidimensional
D|ir que tem IT como espago afim, isto é, para quaisquer
G €Dy e Pell, tem-se P+ d € II. Pela defini¢ao opera-
cional de plano, é facil ver que dois vetores definem um
plano. Assim, escreveremos tal dominio como

Da ={(@,b)|d, b e Dlr}. (13)

Agora seguiremos uma sequéncia de passos experimen-
tais para caracterizagdo dessa nova grandeza. Dados
—_— I
i=(0,A)eb=(0,B),
i) Tracamos as retas roa € rop;
ii) Colocamos a ponta seca do compasso em O e mar-
camos 0 arco que conecta a reta rp 4 até a reta rop. Isto
pode ser feito de duas, e somente duas maneiras, como
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indicado na Figura a saber, no sentido horario ou no
anti-horario;

iii) Variamos a abertura do compasso e marcamos mais
arcos como indicados na etapa (ii) acima, escolhendo um
dos dois sentidos.

Notavelmente, os raios Rj, Ra,..., R dos diferentes
arcos da Figura sdo diferentes, bem como os com-
primentos dos arcos. Contudo, a abertura definida pelo
par de vetores continua a mesma. Mais ainda, é um fato
experimental que

bbb 1 "
Ry Re Rs R

Ora, este serd entao exatamente o procedimento expe-

rimental que tanto define as classes em D4 como fixa

os valores de dngulos. De fato, sendo a razao entre com-

primento de arco pelo raio independente da abertura do

compasso, definimos

o=%(a,b) = i (15)
R
Em , l e R correspondem ao comprimento do arco e
raio como definidos pelos procedimentos experimentais
(i-iii) acima. O simbolo ¥ indica que o compasso sai da
reta ro e vai até a reta rop no sentido anti-horario. B
uma consequéncia de (|15) que

¥(a,b) = 3(b,a). (16)

Naturalmente define o valor para a grandeza e, por
construcdo, a € R (voltaremos ao assunto do espago de
valores de dngulos ao fim da Secdo). Além disso, dois
pares (Zz,B) e (¢, J) sdo angulo-equivalentes quando

(675) ~A (é’ J) At &(675) = &(65 J) (17)

Antes de avangarmos com as operacoes de soma e mul-
tiplicagado por escalar, um comentario deve ser feito. A
grandeza fisica distdncia possui pares de pontos como
dominio. Assim, é preciso esclarecer o significado de “com-
primento de arco”. Como, em principio, s6 sabemos medir

Sentido
anti-horario

A loa
Sentido
horario

Figura 11: Construcdo operacional da grandeza angulo.
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a distancia entre dois pontos, poderiamos tentar definir
o comprimento do arco descrito pelo compasso saindo de
C e chegando em D por

l:=d(C, D), (18)

onde os pontos C' e D estdo indicados na Figura Mas
0 arco nao coincide com o segmento de reta definido pelo
par C, D. Logo, a escolha nao é boa. Para melhorar
essa situacao, colocamos um ponto a mais sobre o arco,
digamos F, e escrevemos

l:=d(C,E)+d(E, D). (19)

Pela desigualdade triangular, d(C, D) < d(C, E)+d(E, D)
mas também nao caimos sobre o arco com os dois seg-
mentos definidos por C, E e E, D. Seguimos marcando
pontos C;, i =1,..., N, para algum N € N, sobre o arco,
tao préoximos quanto a menor abertura do compasso per-
mita medir a distancia d(C;,Cy4+1). Escrevemos entao
esta soma de distancias como

N-1

Sp(N) = 3 d(Ci,Cin), (20)

com o primeiro ponto sendo C e o ultimo, D. Tal mar-
cacdo de pontos sobre o arco é chamada de partigao,
justificando o indice Sp. Devido a desigualdade triangu-
lar, quanto mais pontos forem marcados,

Sp(N) < Sp(N +1). (21)

Tal desigualdade entre somas motiva usarmos um su-
premo para definir

l:= sup Sp. (22)
P é particao

Dessa maneira, chegaremos o mais préximo possivel do
que poderemos chamar de comprimento de arco.

O fato experimental curioso é que todo o processo
acima fornece o mesmo resultado, dentro da incerteza,
de medida de comprimento de arco caso usassemos uma
fita métrica flexivel, como aquela do alfaiate. Basta, para
isso, ajustar a fita sobre o arco do qual se deseja medir o
comprimento, veja a Figura[I2} as agulhas representam
pontos de uma possivel particdo do arco.

Para construir a soma de angulos, precisaremos ainda
do conceito de rotacdo. A situacdo aqui é andloga a
soma de distancias. Escrever 2cm + 3cm = 5em € vazia no
sentido geométrico. Com efeito, dados pontos A, B, C,
D tal que d(A, B) = 2cm e d(C, D) = 3¢m, precisamos de
um procedimento para determinar qual é a localizacao
de pontos O e M tal que

d(A, B) +d(C, D) = d(O, M). (23)

Com angulos a = ¥(d,b) e 8 = ¥(¢,d) com @, b, ¢ e d
em D|r1, poderfamos fazer a mesma pergunta: qual o par

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 3, ¢20180295, 2019



€20180295-8

Figura 12: Representacdo de uma particdo feita com agulhas e
multiplicacdo de angulos por nimeros.

(¢, f) tal que
(e, f)=a+p? (24)
Para responder a essa pergunta, comegamos com a

Definicao 7 Dado Il c Egi, chamaremos de rotagcdo em
torno de um ponto P €Il o mapeamento

Rp:1I - 1I
A ~ Rp(A)ell (25)
tal que
i) d(P,A) =d(P,Rp(A));
ii) Rp(P) =P.

Reflexoes por espelhos passando por P preservam dis-
tancias mas elas sao excluidas da defini¢do acima. A razdo
é que nosso espaco fisico foi construido a partir de corpos
de referéncia rigida. E possivel girar um corpo rigido,
preservando distdncias. Mas nao podemos girar a mao
direita para obter a esquerda; somente uma reflexao pode
fazé-lo. Tecnicamente, a exigéncia de excluirmos refle-
x0es significa pedir que o mapeamento Rp seja continuo
e que possa ser deformado continuamente & identidade.
Tais defini¢bes, contudo, exigem a construgao de nogoes
topolégicas que nao serdo abordadas aqui.

Da identificacdo de Egg com D, o mapeamento Rp
induz uma rotacao natural de vetores

Definigdo 8 Chamamos de rotagio do vetor G €Dl o
sequinte mapeamento

R:]D)|H d ]D)|H

i = R(@):=(P,Rp(A)). (26)

Notemos que néo é preciso fixar o ponto pois sempre

podemos transportar um elemento da classe d até o ponto
P. A partir de agora, quando tratarmos de uma rotagao,
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estamos fazendo referéncia a rotacdo de vetoresﬁ Um
resultado experimental associado as rotagoes é expresso
pelo

Axioma 2 Dadas i e b classes distintas em Dlr, existe
uma rotagdo tal que R(@) e b sao suportados por retas
paralelas.

Podemos visualizar o Axioma [2| em um relégio analdgico,
quando o ponteiro dos segundos alcanga, por exemplo, o
ponteiro dos minutos.

Usando ainda a rotagdo de um vetor, podemos induzir
a rotacao de um par (d,b) € Dl x Dy definida por

(@,b) — R(d,b) := (Rd, Rb). (27)

Por construcao, tal rotacao preserva o valor de angulos

a=%(a,b) =¥(Ra,Rb). (28)
Com este arcabougo em maos, ja podemos caracterizar
geometricamente a soma de dngulos. Tomemos entao
o = ¥(a,b) e B = ¥(¢,d). Buscamos a rotacio R tal
que R(l;) e ¢ sejam paralelos e com a mesma origem.
Aplicamos entao a rota¢ao induzida por R ao par (d, B),
mantendo (,d) fixo. Definimos entdo
o+ f3:=¥(Ra,d). (29)

A Figura [13|indica essa construcao.
A multiplica¢do de valores de angulos por escalares
é importada da prépria multiplicagdo de nimeros por
distdncias. De fato, usamos novamente a fita métrica
flexivel do alfaiate, com os seguintes procedimentos. Dado
certo valor de dngulo « = ¥(d, B), desenhamos um arco
arbitrario que conecte as retas que suportam os vetores d
e B, segundo a orientacdo definida ao se construir o angulo.
Medimos os comprimentos do arco (I) e do raio (R), de
modo que a =I/R. Dado A € R, com 0 < A < 1, marcamos
sobre a fita métrica flexivel o valor A-[ e retornamos com

Figura 13: Quadro geométrico da soma entre angulos.

4Rotacdes sdo descritas pela teoria de representacdes do grupo
SO(3). Os detalhes podem ser vistos em .
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a fita sobre o arco, de modo que

_al

Ao
“T R

(30)

A Figura[12]ilustra o procedimento resumido na defini¢do

. Nesse caso,
o =3(b,d) = 10em/9, Tem = 1,03. (31)

Os pontos C', D e F foram marcados seguindo a escala
da fita métrica, de modo que

— 3 Y — 1 N — 8
ﬁ:(b,OC) = Toa; ﬁ(b, OD) = §C¥; ﬁ(bv OE) = Toa' (32)

Devemos ter cuidado com o caso em que A < 0. Como
queremos medir “aberturas”, valores de angulos negativos
correspondem a caminhar com o compasso em um outro
sentido. A analogia é completa ao definirmos o espago de
valores de distancia. L4 podiamos multiplicar distancias
por niimeros reais negativos e interpretar uma distancia
negativa como, por exemplo, uma coordenada de posicao.
Além disso, devido ao fato experimental que

&(675) + &(Ba a) =2m, (33)

devemos ser cuidadosos também quando A > 27, indi-
cando que completamos mais de uma volta. Isso pois o
mesmo par de vetores pode representar mais de um valor
de dngulo. Para contornar esta falta de injetividade entre
classes de equivaléncia em D 4/ ~4 definidas pela relagao
e valores, podemos usar um indice no simbolo ¥

¥4(a,b) = o+ 2km; k € Z. (34)

Como valores de dngulo s@o niimeros reais, importamos
as propriedades usuais garantindo que o conjunto de
valores seja um espago vetorial. Ressaltamos ainda que
para distinguir um ntimero de outro que representa uma
abertura, utiliza-se, por convencao, a palavra radiano.
Isso néo significa que “rad” represente unidades. A base
do espaco de valores de angulos V4 é o conjunto unitério
{1}; 1eR.

Com isso completamos a descricao da grandeza angulo.
As proximas subsecoes sao dedicadas a apontamentos que
estdo ligados diretamente com a grandeza desenvolvida.

4.2. Fungoes trigonométricas

A ideia de angulo surgiu quando percebemos a constancia
entre razao de comprimento de arco e raio, expressa por
. De forma similar, poderiamos desenhar segmentos
de retas no lugar de arcos, gerando, a partir de deter-
minado par de vetores, tridngulos com angulos de 7/2,
como indica a Figura[T4] Tais angulos sdo representados
por um quadrado com um ponto dentro, préoximo aos
pontos A, As, etc.
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A AR

Figura 14: Construcdo operacional de funcdes trigonométricas.

O fato experimental é que, fixado o dngulo, as seguintes
razoes sao constantes:

d(A1, B1) _d(Az,B2) d(As,Bs) _d(A,B)

d(0,B1) d(0,By) d(0,Bs3) d(O,B)’ (35)
e também
d(0,A1) d(0,42) d(0,A3) d(O,A) (36)

d(0,B1)  d(0,By) d(0,Bs) d(0,B)’

Definimos, com isso, as funcoes de dngulo seno e cos-
seno, dadas pela razao entre lados de tridngulos com um
angulo reto, como exposto nas expressoes e (36)
respectivamente. Nasce, a partir dai, a teoria de fungdes
trigonométricas com a proposta operacional.

4.3. Dotando D com um produto interno

Discutiremos agora mais uma estrutura que compoe a
descrigao geométrica do espaco de vetores deslocamento,
o produto interno. Aparentemente nao hé conexado en-
tre angulos e produto interno, mas o Teorema [3] a ser
apresentado, justificard a insercdo dessa subsecéao.
Como D foi construido a partir de pares de pontos
ordenados, ha uma estrutura naturalmente associada
com a classe d. Basta tomar qualquer representante dessa

_
classe, digamos, (O, A) € @ e definimos o médulo de @
como

Vi,

||:D
a (0, A). (37)

—
=4
| | tem todas as propriedades para ser chamado de uma
norma [11], o que pode ser prontamente verificado com
um compasso. Neste caso, D passa a ser um espago nor-

mado. Com o médulo em maos, conseguimos construir
um novo mapeamento sobre D x D

DxD - Ve

(@,0) = a-b="(la+b-|a-5?*). (38)

| =

‘7. por sua vez, tem as propriedades para ser chamado
de um produto interno e foi inteiramente construido com
um compasso.
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Um espago vetorial munido com um produto interno
gera naturalmente um espag¢o com norma pondo

|| := V- a. (39)

Por outro lado, um espago normado nao precisa, necessa-
riamente ter um produto interno. O enfoque operacional
caminha em sentido contrario a estruturacao usual na
matemadtica. Primeiro constréi-se a norma (médulo) e s6
dai definimos o produto interno. Por fim, justificando a
conexao com angulos, temos o

Teorema 3 Dados G e b em D,
a- b= d||b|cos [§((EL, B)] . (40)

Convidamos o leitor(a) a desenhar um par de vetores
arbitrarios e checar explicitamente esse resultado. Em
particular, com @ = b o teorema se reduz a |d|* = @ - a.
Dotamos assim D com um produto interno conectado
com a norma.

Por praticidade, é costume construir bases em espa-
¢os vetoriais munidos com produto interno de modo que
os elementos tenham todos médulo 1 e o produto in-
terno entre elementos distintos seja nulo. Tais bases sao
chamadas de bases ortonormais. Consideremos a base
B = {d,,ds,ds } de D, de modo que qualquer vetor desloca-
mento d possa ser escrito unicamente como a combinagao
linear

3 . .
i=Ya'd;a R, i=1,2,3. (41)
=1

A partir de B, construimos iterativamente o seguinte
conjunto B’ = {a}, a5, a5} de elementos de D, onde

EL’l = ZL1 (42)
P

i, = a2—7(“i,i1)*'1 (43)
as|

G- dl)
_ (@s-d, a,. (44

a5 ?

_ (aS'all =/
P

as = dag

Dai normalizamos os elementos de B’, gerando o conjunto
{él, ég, é3}, onde

é; = ;i=1,2,3. (45)

ST

A passagem de B para {é1,é2,é3} é conhecido como pro-
cesso de ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt [12]. Cada
é; ndo tem mais dimensao e neste sentido, geramos um
espaco U com cardter universal no sentido de que qual-
quer grandeza fisica vetorial pode ser escrita a partir
da combinagao linear com valores de grandezas fisicas
unidimensionais Vg

3
G=>.9'¢; 9 €Vg;i=1,2,3. (46)
=1
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E exatamente essa construcao acima que nos permite

(a) comparar diregdes de vetores que moram em espa-
¢os diferentes. Por exemplo: a resultante de forca centri-
peta sob uma particula em movimento circular é perpen-
dicular a velocidade.

(b) calcular o produto interno de vetores em espagos
diferentes. Nossa definicdo de produto interno foi dada
a partir de somas e diferencas, veja . Mas dadas
grandezas vetoriais G e H, escrevemos

3 3 o o
= Z Z gq’hjéi . éj = Zgzhz. (47)

O produto de termos do tipo g*h? foi explicado com de-
talhes em [1]. Assim fica claro o significado, por exemplo,
do trabalho de uma forca W = F - 7.

Com isso, completamos a descricao sobre dngulos e
seus desdobramentos ligados com grandezas vetoriais.

5. Vetores duais ou co-vetores

Nossa préxima grandeza fisica multidimensional é cons-
truida de maneira analoga a vetores como classes de pares
ordenados de pontos. No lugar de pares de pontos, usare-
mos pares de retas paralelas. Esta nova grandeza podera
ser interpretada como funcionais lineares atuando sobre
o espaco de vetores. Assim, dividiremos esta Secao em
3 partes. Na primeira, apresentaremos a nova grandeza
fisica, que chamaremos de vetores duais ou co-vetores.
Partimos entdo para a interpretacao dos vetores duais
como funcionais lineares sobre vetores e por fim, daremos
um exemplo ilustrativo.

5.1. Apresentando os vetores duais

Para expor a construgdo, vamos considerar inicialmente
determinado plano I c Egr, de modo que Dy é o espago
linear de vetores deslocamento que tem II como espago
afim. E um fato que dimD|; = 2. A generalizacio para
3 dimensoes sera feita posteriormente. Seja R c II o
conjunto de todas as retas contidas no plano II. Seguindo
a notacgao ja adotada, os elementos de R serdo denotados
por 7, eventualmente com indices abaixo: rq, ro, etc.

Consideremos agora o conjunto formado por pares de
retas paralelas, que denotaremos por P, /). Definimos a
seguinte relacdo em P/ ) x P(//),

T1/[r2 ~r T3/ [ra (48)

quando o par 71//re alcanga o par r3//r4 por um trans-
porte paralelo.

Naturalmente precisamos definir “alcancar” com o sen-
tido dado acima, além do transporte paralelo de uma reta.
O transporte paralelo de uma reta r é feito da seguinte
maneira. Tomamos pontos Ay, As em r e transportamos
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—
o vetor (Ay, As) até onde se deseja, chegando aos pontos,
digamos, A} e Aj. Assim, diremos que a reta 74, 4, defi-
nida por A] e A} corresponde ao transporte paralelo da
reta r. Usaremos a notagdo r; para indicar que a reta r
foi transportada. Por fim, dizemos que neste caso, a reta
r alcanga 74, a,. Agora, na relagao 7 ‘r1//ry alcanca
r3//ry’ significa que 1 alcanca r3 e r9 alcanca 4.

E um fato experimental que define uma relagao
de equivaléncia, cuja demonstragdo pode ser obtida nos
mesmos moldes do que aquela para vetores feita anteri-
ormente.

Ja estamos caminhando para a obten¢do de uma gran-
deza fisica: temos o seu dominio, dado por pares de retas
paralelas e uma relagao de equivaléncia, que caracteriza
objetos do mesmo tipo. Chamaremos as classes de equi-
valéncia em P, )/ ~r de vetores duais ou co-vetores.
Para completar a construcdo, precisamos ainda definir
uma soma de classes em P(;, /)/ ~1, a multiplicacdo por
numeros reais e por fim, fornecer os valores as classes.
Esta dltima etapa serd um pouco diferente daquela para
grandezas unidimensionais por uma razao simples. Os
co-vetores serdo interpretados como funcionais lineares
sobre vetores.

Comecamos com a soma. Gostariamos de construir
[r1//ro] + [r3/[r4] = [75//re], onde [r//s] representa a
classe gerada pelo par de retas paralelas r e s. Gosta-
rfamos também de mostrar que tal soma é de fato uma
soma de classes, isto é, ela é independente dos elementos
de [r1/[r2] e [r3//r4] utilizados para se obter [r5//rs].

Sejam entdo r1//ro e r3//r4 elementos das distintas
classes [r1//rz2] e [r3//ra]. Dado um ponto O ¢ II, faremos
o seguinte:

1) Transportamos paralelamente o par r1//rq até que
r1 alcance O. Chamamos de A; a intersegdo de (r1)r com
r3 € As a intersecio de (r2)r com ry. Tais intersegoes
estdo bem definidas pois as classes [r1//r2] e [r3//r4]
sao distintas.

2) Transportamos agora o par [r3//r4] até que r3 al-
cance O. Assim como antes, Az = (r3)rnry e Ay =
(7“4)1— nry.

Consideremos as retas r4, 4, € 74,4,. Por construgao,
elas sao paralelas. Definiremos entao

[r1/[ra] +[rs/[ra] == [ra, a5/ /7 a,4.] (49)

Mostrar a independéncia dos pares das classes escolhidos
para construir a soma dada pelos passos 1 e 2 acima
significa escolher pares r1//ry € [r1//r2] com ri/[r} #
ri/[raery/[ry € [r3/[ra] comry/[r) # 3/ [rs, além de um
ponto O arbitrario, construir r A, /7 ay 4, e constatar
que existe um transporte paralelo tal que

(rayas/[masa)r =raja,]/[raga;. (50)

A Figura |15|ilustra tal demonstragido. As duplas setas =
em vermelho indicam o transporte paralelo de pares de
retas.
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Figura 15: Representacdo da soma de classes de pares de retas.

A soma apresentada acima é patoldgica quando os
pares 71//re e r3//r4 possuem retas paralelas, digamos,
r1 paralela a r3. Esta dificuldade pode ser contornada
escrevendo um dos pares como a soma de outros dois e,
por fim, utilizando a associatividade da soma. A multipli-
cacao por nimero é herdada da multiplicacao de vetores
por reais. Sejam 71//ro € [r1//r2] e P, e Py pontos ar-
bitrarios de r1 e ro, respectivamente. A multiplicacéo

—_—
a(Py, Py) de ntimeros por vetores ja foi definida. Assim,
considere

(P1, Po) = a(Pr, Py). (51)

Transportamos r; paralelamente até o ponto P,, obtendo
a reta r,. Por construcao, r; é paralela a r, e assim
definimos

afry/[re] = [r1/[ra]. (52)

A representacio geométrica da definigdo acima pode ser
vista na Figura Neste caso, meramente ilustrativo,
r1//ro indica multiplicagdo com 0 < < 1 e r1//rs repre-
senta multiplicagao por g > 1.

A verificacdo experimental que define produto
por ntimero sobre classes é direta. Dados r1//re e r}//r4
elementos de [r1//r2], tomamos pontos arbitrarios P1,
Py, P| e Py em rq, 9, 7] € ry. Construimos entéo r1//rq
e r1//rl, a partir da prescri¢do acima. Nota-se entdo que
existe um transporte paralelo que conecta os pares r1//7q
e ri//rl,, indicando que eles estdo na mesma classe. O
quadro geométrico desta comprovacao estd na Figura

Com um pouco de trabalho direto, é possivel verificar
que (P(/,/y/ ~t,+,-), onde + e - representam as operagoes
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Figura 16: Definicdo do produto por niimeros em P/ )/ ~1.

Figura 17: Comprovacio experimental que ([52)) define o produto
de classes por niimeros.

de soma e produto por niimero, forma um espago vetorial.

Vamos denotar este espaco por ﬁ|n. Esta definicao na
nomenclatura tem duas razoes. A primeira é que a dupla
barra sobre D nos lembra que temos um conjunto de
classes de retas paralelas. A segunda, talvez mais impor-
tante, é que podemos interpretar elementos deste nosso
novo espago vetorial como operadores lineares que atuam
sobre D|r; fornecendo como resposta valores da grandeza
fisica distancia, a partir de projecoes. Os detalhes serao
dados a seguir.

5.2. Interpretando E|H como espago de
funcionais lineares sobre D

A construgao de D como pares de pontos que se conectam
por um transporte paralelo é bastante profunda, mas
pouco pratica. Neste caso, o que se faz é fixar um ponto
O € Egg, fixar certas coordenadas, digamos, cartesianas,
de modo que qualquer ponto P de Egg é representado
de forma tnica pela ponta do vetor

(O,P) = (zp-0)i+(yp —y0)j + (zp - 20)k  (53)
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com z, y e z mapeamentos diferencidveis que levam pon-
tos de Esp em valores de distancia e {i,j,k} é uma

base ortonormal de U. A realizagdo de mn ¢é feita de
forma andloga. Fixamos inicialmente um ponto O em
Esr de modo que qualquer ponto P de II seja repre-
sentado unicamente em coordenadas cartesianas por
N A A e ~ ’

7(P) = xpi +ypj = (O, P). Por construcao, O é o que
chamamos de origem do sistema de coordenadas. Desta
maneira, temos um par de retas, a saber, os eixos coorde-

nados x e y a partir dos quais construiremos D|r1. Fixado

#(P) € Dy, denotaremos dz[-] o elemento de D| que
representa o par de retas paralelas x =0 e z = xp, que
projeta 7#( P) no eixo z, isto é, dz[7(P)] = zp. Da mesma
maneira, na dire¢do y, e escrevemos dy[7(P)] = yp. A
Figura [18] fornece uma representacao geométrica da atu-
agdo de dz[-] e dy[-] sobre D|g. Vamos enumerar uma
lista de propriedades das projecoes assim construidas.

1) A proje¢do dz[-] é um operador linear que leva
vetores em valores de distancia

d/{L‘[]D|H - VL
7o dx[F] =7y, (54)

onde 7 = r,i +1,J. A notacio dz[-] indica que temos
um mapeamento, onde no lugar do ponto colocamos um
vetor, obtendo como resposta uma distancia.

A linearidade é obtida diretamente. Dados @ e b com
componentes a, ay, by e by e o € R,

dx[od +b] aay + by

adxz[a@] + dx[b]. (55)

Por construgado, um valor de distancia é ndo-negativo. Por
outro lado, o conjunto de valores de distancia (Vr,,+,)
é um espaco vetorial unidimensional sobre o corpo dos
reais [1]. Assim, dado d € V1, ad € Vi, Va € R. Em par-
ticular, —d € V. Apesar de soar inconsistente, podemos
interpretar uma distdncia negativa como, por exemplo, a
coordenada cartesiana de um vetor que aponta no sentido
negativo do eixo .

dx[-]
Ao
P
0 IXAPI=x, >

Figura 18: Pares de retas paralelas (dz[-] e dy[-]) atuando sobre
o vetor 7(P).
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2) A expressio permite interpretar a multiplicagao

por escalar em D|; de maneira consistente com o que
fizemos antes,

adz[d] = dz[ad] = aa,. (56)

As duas propriedades acima sdo naturalmente validas
também para dy[-]. Passamos agora a terceira e dltima.
3) Nosso objetivo é agora interpretar geometricamente

combinagdes lineares em D Dados a e 8 reais nio-
nulos, gostarfamos de dar significado para adx[-]+ Bdy[-].
Definimos, inicialmente, a soma de operadores lineares
de forma usual e usamos ,

(adz[-]+ Bdy[-])(@) = odz[d]+pdy[a]
= aag + fay. (57)

Ora, corresponde a uma expressao bem conhecida.
Ela é o produto interno entre os vetores ai + 35 € R? e
4= am0+ ayj € D|i;. Lembremos que mesmo morando em
espagos diferentes, tal produto é bem definido, veja o
comentério no fim da Sec¢ao 4l Como vimos

aag + Bay, = \/a? + 2|d|cos¥[(a, B), a]. (58)

Esta expressao corresponde a projecao do vetor d na reta
que suporta o vetor («, 3). Em termos de projegoes, (57)
pode ser vista entdo como a combinacdo linear

ary/[ra + Brsf[ry, (59)

onde 71 corresponde a reta x =0 e ro & reta com equagao
x = é(aaw + Bay). JA rg e r4 sdo as retas com equagdes
y=0eys= %(aaw + fay), de modo que a soma indicada
por fornece o par de retas paralelas com uma delas
passando pela origem e a outra tocando a ponta do vetor
d, sendo que a inclinacao deste par, que chamaremos de
r5/[re é dado por -5 Logo, @ é projetado ortogonal-
mente a reta que suporta o vetor Qi+ Bj' e o resultado
corresponde a tal projegdo multiplicado por um fator de
escala, que é a norma de oﬁ+5§'. Supondo o vetor oﬁ-r,@j
unitdrio, representamos a interpretacao dada acima na
Figura [T9]

Nossos argumentos anteriores mostram um resultado
bastante geral: qualquer operador linear que leva vetores
deslocamento em valores de distancia pode ser represen-
tado unicamente por um produto interno com vetor fixo
de R2. {dx[-],dy[-]} forma uma base do espaco bidimen-

sional Dy, isto é, qualquer elemento deste espaco tem
a forma adzx[-]+ Bdy[-]. Em outras palavras, existe uma

bijecio de D|y com o conjunto de operadores lineares
que levam vetores em valores de distancia, denotado por
L(D|r1, V). H4 duas maneiras para representarmos os
elementos de £(D|r, V7). A primeira, montamos a ma-
triz de representacgao de adz[-]+ Bdy[-], que é dada pela
linha (a ﬁ). Assim, representando d pela coluna com

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0295

€20180295-13

y=}(aaxBa,)

oy

ATB)

n r Is

x=%(ua,+[3ay) r3,

X

Is

Figura 19: Projecdo ortogonal de d (representada pelo segmento

tracejado) pela atuacdo de ari//rs + Br3/[ra = 75//re, com
2, 2

a“+p4°=1.

entradas a, ¢ a,, ficamos com

Ay

(ada[] + Bdy[-1)(@) = (a 6)( )aﬁ (60)

Ay

A segunda maneira é representar o elemento de D|r; por
um produto interno

adz[-]+ Bdy[-] = (o, 8) - []. (61)

O leitor com conhecimento de analise funcional reconhece
na expressao acima o Teorema de Representagao de Riesz
[L1L|13}14].

A generalizagdo para trés dimensoes é direta. {dx[-],
dy[-], dz[-]} é base do espaco tridimensional D. dz[-],
dy[-] e dz[-] sdo pares de planos paralelos, cujo o primeiro
elemento do par corresponde a yz, rz e xy respectiva-
mente. O segundo elemento por sua vez toca a ponta do
vetor d@ € D sobre o qual as projecoes atuam, de modo
que

(adz[-]+ Bdy[-] + ~vdz[-])(@) = aag + Bay +va. (62)

onde @ = (ag,ay,a.) € a, [337 sdo reais. Assim como

antes, qualquer elemento de D pode ser representado ou
pela linha (a B 7) atuando de maneira linear sobre
as componentes de um vetor de D ou como o operador
linear (o, 3,7) - [-]- Em ambos os casos, vetores sao le-
vados linearmente em valores de distancia. Com isso,
caracterizamos o isomorfismo

D« £(D, V7). (63)

Assim como antes, oz + 3] + fyl;; é o vetor normal ao
plano que projeta o vetor deslocamento. A representacio
desta interpretacao é dada na Figura onde também
consideramos /a2 + 2 +~42 = 1.
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Figura 20: Projecdo de um vetor por planos paralelos cujo vetor
normal unitario é (a, 3,7).

Completamos assim nossa construgao sobre co-vetores.
Na préxima subsecdo discutiremos um exemplo desta
construcao, mais usual do que se imagina. Antes contudo,
fagamos um breve comentario sobre notagdo. Uma vez
escolhidos eixos coordenados x, y e z, ja escolhemos um
dos planos de projecao que compdem nossos co-vetores.
Assim, no lugar de usar duas barras sobre D, usaremos

somente uma, ID. Pela mesma razao, cada co-vetor sera
representado por p, para lembrar de projecao, sendo que

{dz'[-]; i =1,2,3} representa uma base de D.

5.3. Exemplo de co-vetores: vetor de onda

Toda construcao feita anteriormente tem forte carater
geométrico e parece estar muito proxima de um mate-
matico. Contudo, todos que estudam oscilagoes e ondas
se deparam com ela. Consideremos assim, um exemplo
ilustrativo. Em uma cuba com agua, geramos ondas pla-
nas, que se deslocam com velocidade V bem definida.
Tal setup experimental pode ser montado com um kit
da Cidepe e projetado na parede como mostram as
imagens na Figura [21]

Podemos nos perguntar qual é a amplitude da onda em
determinado ponto do espago. A resposta é dada por um
mapeamento que leva pontos do espago (mapeados com
um sistema de coordenadas) em determinado instante de

Figura 21: Projecio de ondas planas (arquivo dos autores)
gerada por um kit da Cidepe (retirado do sitio [15]).
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tempo em valores de distancia

v:DxVp - Vp
(7,t) = Y(7,1). (64)

1 é chamado de perfil (ou funcdo) da onda. A onda
gerada na Figura [2I] é bem comportada e podemos usar
um referencial privilegiado, R" que se desloca junto com
a onda, digamos em uma direcao x”. Neste referencial, a
onda tem um perfil estético, logo,

(" y" 2" t) = Acos(kx'), (65)

onde A é a amplitude da onda. Consideremos agora outro
referencial, R’, cujo eixo ' estd na direcdo de V. Neste
caso, R’ e R” tém coordenadas que se conectam com

' =2 -Vt, (66)

onde V = |V]. O fator multiplicativo k que aparece em
garante que kx” é adimensional, uma vez que a
funcdo cosseno leva niimeros em ntmeros.

Para dar um carater mais geral, no sentido de descre-
ver o perfil ¥ em um referencial mais geral, trocamos
finalmente a descrigdo da onda para um referencial R ro-
tacionado em relacao a R’ por um angulo & = arc tg (%)
onde V; e V, sdo as componentes da velocidade da onda
vista por um observador em R. Nesse caso,

x' cosé  sené 0\ [z
y' |=|-sen cos& O||vy]|. (67)
4 0 0 1/\z

Por fim, utilizando as trocas entre referenciais de R”
para R’ e de R’ para R, substituidas de volta em ,
encontramos o perfil da onda visto por um observador
em R,

U(x,y,z,t) = Acos(kcoséx + ksenly — V't). (68)

Representamos a troca de referenciais e a onda plana na

Figura 22

<}

Figura 22: Referenciais utilizados para obtenc3o do perfil da
onda plana v no referencial R.
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A parte espacial do argumento em agora ja nos é
conhecida

kcoséx + ksenly = (kcosé, kseng,0) - (z,y, 2). (69)

O vetor k = (kcos¢, ksené, 0) é conhecido como vetor de
onda e fornece a dire¢do de propagacgao, além de carregar
também informagao sobre a periodicidade espacial da
onda plana. Mais ainda, k - [-] é um operador linear
que leva vetores em numeros. Ele é perpendicular as
retas paralelas definidas por uma frente de onda, tao
visivel na Figura e consistente com nossa interpretagao
geométrica prévia para co-vetores. O leitor atento notaria
que escolhemos uma diregdo para a propagacgao da onda
no referencial R sem componente z. A generalizagio
contudo é direta. No lugar da expressao @7 teriamos
uma matriz com angulos de Euler, que conectaria R e
R', de forma que k tivesse componentes nas 3 diregoes,
mantendo todo o resto da interpretacao inalterada.

6. Tensores

Para caracterizar nossa proxima grandeza multidimensi-
onal, precisamos levar nossa abstracdo um pouco mais
longe, sem perder contudo, contato com nossa prescri-
¢ao operacional. Como vimos anteriormente com vetores
duais, a propria grandeza fisica era um mapeamento.
Assim como antes, a solugdo para construir grandezas
fisicas multidimensionais reside em um tipo de mapea-
mento bem especifico: os lineares. Para motivar o uso de
tais mapeamentos, suponha que vocé va em uma loja de
departamento para comprar corda. O vendedor pronta-
mente tem uma maquina que transforma seu pedido em
metros para reais. Este operador, que chamaremos de p,
tem como dominio o espaco de valores de distancia Vi, e
como contradominio, nossa moeda.

Vg — 8. (70)

O mapeamento p tem algumas propriedades interessantes.
A primeira é que comprar dois pedacos de tamanhos [
e ly, fornece o mesmo valor que um pedaco de tamanho
l1 + 1o, isto é,

p(ly +12) = p(ly) + p(lz). (71)

Afinal, ndo queremos nem levar prejuizo e tampouco dar
prejuizo a loja (principalmente em tempos de crise), e
estas situagdes ocorrem justamente quando, u(ly +12) #
w(ly) + u(le). Naturalmente, podemos multiplicar nosso
tamanho da corda por r € R e esperamos que o preco
sofra a mesma contragdo (r < 1) ou dilatacdo (r > 1).
Assim,

pu(rl) = ru(l) (72)

Nosso p tem a mesma estrutura que as densidades de
massa tao conhecidas: elas sdo operadores lineares que le-
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vam tamanhos (comprimento, area e volume) em valores
de massa de maneira linear, sendo o préprio mapeamento
visto como a grandeza fisica. Com este exemplo em maos,
vamos estruturar certos mapeamentos lineares em con-
juntos que contenham vetores e co-vetores. Comegamos
interpretando o préprio D como o espaco de operado-
res lineares sobre ID. Dados d € D e p € D, definimos o
seguinte operador linear,

=

a:D -
p - a(p):=p(@)eVy (73)
De acordo com a Secao |5, p(d) nada mais é que a
projecao do vetor d. A linearidade é imediata,

a(py +1pg) = (py +7P2)(d) =
=p1(@) +rpy(a) = a(py) + ra(ps). (74)
Interpretando o préprio D como um espago de operadores
lineares, definimos agora

Definicao 9 O produto tensorial de D por D, denotado
pelo simbolo D@D, € o conjunto formado por todas as
aplicagées bilineares de D x D em Vg. Os elementos de
DD serio denotados G®b e atuam no par (p,q) eDxD
da sequinte maneira,

(a®b)(p,q) = p(a)q(b).

A linearidade em cada entrada é consequéncia de .
Como o produto cartesiano de espagos vetoriais é um
espaco vetorial, o conjunto de operadores lineares sobre
tal espaco, D ® D, também tem estrutura de espago ve-
torial. Com podemos ainda verificar que ® tem as
propriedades usuais de um produto, a saber

(75)

1. (a&1)®62:&1®(a62).
2. d1®(d2+63)=61®62+61®63.
3. (a1+d2)®a3:d1®63+dg®a3.

Por fim, d; ® ds + d3 ® G4 nada mais é que a soma de dois
operadores lineares atuando da maneira usual

(41 ® Gg +d3 ® dy)(D,q) =

= (a1 ®d2)(p,q) + (a3 ® da) (P, 7) (76)
Tal soma é desejavel pois, como discutido anteriormente,
s80 os proprios mapeamentos que serdo nossas grandezas
multidimensionais. Por fim, com ® podemos escrever uma,
base de D ® D. Ela é dada por {@; ® d;|7,7 = 1,2,3} com
d1, Gz, d3 base de D. Toda a formulagao anterior pode ser
repetida com a troca de D por D, isto ¢, um elemento
p®q de D®D é um operador bilinear
p®q:DxD - Vg. (77)

Podemos ainda ir mais longe e definir um conjunto que
chamaremos espaco de tensores do tipo (r,s) com 7, s €

Nu {0},
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Definigdo 10 77(D) = D®--@DeD®--®D := ®,De,D
é o conjunto onde cada elemento | de TT (D) € dado por
uma aplicacao multilinear

I:Dx---xDxDx---xD - Vg. (78)

Ve € o espago de valores de alguma grandeza unidimen-
sitonal.

Ou seja, 0 espago de tensores do tipo (7, s) é o conjunto
de todas as aplicagoes lineares que atuam no produto
cartesiano x,Dx,D. Lembrando que h4 uma dualidade
entre D e D no sentido de que um pode ser visto como
espago de funcionais sobre o outro, entdo nao é surpresa
a ordem trocada em que D e ) aparecem nas expressoes
da Deﬁnigéo e no dominio dos operadores [ € ®,D®,D.
Para r = s = 0, definimos Ty := V.

Como discutido, ®,D®,D tem estrutura de espaco
vetorial. Fixando {d1, dz2,d3} uma base de D e {p;, D5, D3}
uma base de I, podemos prontamente escrever uma base
B de T7(D):

B={d; ®d;,® - ®d;, ®p; ®--®p;_}, (79)

onde cada i1, ..., %y, j1, .., Js corre valores 1, 2 e 3.

Fixando coeficientes distintos para montar combina-
¢oes lineares com a base B em , teremos diferentes
exemplos de tensores de interesse pratico, que passamos
a detalhar.

Exemplo 1:

Consideremos um tensor de 7% (D) dado por

() = 6yda []®dz’ []: Dx D —» Via (80)

onde ;5 € o delta de Kroenecker, isto ¢, d;; = 1 quando
i =7j e zero, caso contrario.
Aplicando II(+,-) a um par de vetores,

11(d,b) = 0;;dz [a] ® dz’ [b] = 6ija’D’.

Um resultado bastante curioso, associado com este
primeiro exemplo é o seguinte

Teorema 4 H(,) define um produto interno em D e
II(a,b) = d;;a'b" = i(|” +b|? —|a—b|?) = |a||b|cos[%(@,b)].

A demonstragdo é deixada ao cargo do leitor interessado.
Esta é uma boa tarefa experimental em que temos que
desenhar d, l;, a+ B, a- 7)7 medir seus modulos, determinar
¥(a, B) ou o proprio cosseno diretamente. Notamos aqui a
conexao entre o produto interno induzido por um tensor
e o Teorema

Exemplo 2:

Vamos agora restringir D a um plano II, como fizemos
na Se¢do [l Fixamos um sistema cartesiano de coordena-
das e consideramos o seguinte elemento de 7% (D),

A(») :ID)|H X ]D)|H - VL27 (81)
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— —b
com A(-,) = |eqpdz []® dz []]. €ap ¢ 0 simbolo de Levi-
Civita em duas dimensoes [%6], isto é, €10 = —€91 = 1,
€11 = €92 = 0. Assim, dados @,b € D|ry temos,

A(3,B) = |eapdz” [a] ® dz [B]] = [a*0? — a2BY].  (82)

Esta expressao também ja conhecida é correspondente
a drea do paralelogramo definida pelo par (d, B) Neste
caso, o mapeamento A(-,-) divide o conjunto de pares de
vetores em classes, tal que os pares geram paralelogramos
com mesma area,

(@,0) ~4 (¢,d) — A(a,b) = A(¢,d). (83)

A representacéo de (83]) pode ser vista na Figura
Exemplo 3:

Voltamos agora a D e tomamos V € 7§ (D) dado por
V:DxDxD— Vs

—i —j —k
V(o) = legrda’ [ @ da’ [ 1@ da ], (84)
onde €;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita em trés dimen-

soes [16]. Atuando com V (+,-,-) na tripla de vetores des-
locamento d, b, ¢ ficamos com,

V(a,b,¢)

leijnde [4] ® dz’ [b] ® da' [2]]
leijra't? | =a- (b x &)l (85)

O médulo, assim como no exemplo no Exemplo 2, foi
usado para garantir que o resultado seja sempre nao-
negativo. A expressao também é conhecida, sendo
escrita em geral como o determinante,

al a2 a3
V(a,be)=| b v b | (86)
C1 62 C3

O resultado fornece o volume do paralelepipedo definido
pelos trés vetores d, b e C.

Figura 23: Dominio dos tensores “organizado” em classes.
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A grandeza fisica em questdo corresponde ao volume.
As classes de equivaléncia no dominio formado por trincas
de vetores sao definidas pela atuagao de V (-,-,-), da
mesma maneira que no exemplo da area, apresentado
acima (veja a Figura 23)):

(4,b,¢) ~v (d,é, f) < V(a,b,é)=V(d,é, f). (87)
O valor da grandeza é obtido atuando com V'(-,-,-) na
trinca correspondente.

Para concluir essa se¢do, vamos fazer uma lista de
comentarios a partir da observagao dos exemplos apre-
sentados.

1) Fixado [ € T7 (D), o dominio do mapeamento cor-
responde ao préprio dominio da grandeza fisica. Por
exemplo, area e volume sao definidos para pares e trincas
de vetores. Naturalmente tais grandezas podem ser es-
tendidas para figuras geométricas mais gerais, sendo esta
uma das motivagdes classicas para o desenvolvimento do
célculo diferencial e integral.

2) As classes de equivaléncia em %, Dx D sdo definidas
pelo valor que a grandeza [ € TS’( assume, isto é, dados

7 5

Dy X Gixs € Qo X bxs em XT‘EXSD
T)xr X axs ~l axr x BXS g l(ﬁxr x aXS) = l(axr x BXS)' (88)

3) O espago de valores da grandeza é obtido a partir
da atuagdo de [ € T7 (D) no dominio correspondente.

4) Os exemplos de A(+,-) e V(+,+,-) possuem um fator
em comum: os coeficientes das combinacoes lineares dos
vetores de base foram simbolos antissimétricos. E a partir
dai que nasce a teoria das formas diferenciais. Neste
contexto, gostariamos de parafrasear o Prof. Jodo Barata,
nas suas “Notas de Fisica Matemética” [16],

“A teoria das formas diferenciais € tao elegante que
parece ter sido achada, ndo inventada.”

Esperamos que nosso ponto de vista operacional possa
reforgar tal afirmacéo.

5) Com o exemplo da grandeza volume, ficamos tenta-
dos a dividir nosso espago em uma colegao de volumes de
forma que cada V) corresponda a uma trinca de vetores
indexada por A € A c R, sendo tal colecao fechada por
unides enumeraveis. Seria razodvel também que, caso
dois destes volumes nao se intersectem em uma regiao
espacial, o volume da unido dos dois seja igual a soma
dos volumes. Para o leitor que ja estudou um pouco
de matematica avancada, estamos falando de construir
tanto uma o-algebra quanto a nocao de medida para
nosso espaco fisico [14].

6) O exemplo do mapeamento II(,-), junto com o
Teorema [ dota o espago de vetores deslocamento com
um produto interno, que, contrariamente ao costume nos

5Usamos a notagdo condensada:

Dy X Gixs 1= (D1, -3 Dy Gy -oes Gs ) € XpDxsD.
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livros de mateméticaﬁ foi induzido pelo médulo

(d,a) = |af>. (89)
Ora, se temos modulos de vetores, definidos por compas-
sos, nasce também a possibilidade de construir conjuntos
abertos em D a partir das esferas B(O,d(A, B)) pre-
viamente definidas. Neste caso, dotamos D e por sua
vez Egr com uma estrutura topoldgica. Planejamos dis-
cutir a formulagdao operacional da topologia do espaco
futuramente.

7) O dltimo comentdrio é técnico, mas imprescindivel.
Quando construimos o produto tensorial, nao nos preo-
cupamos em garantir, por exemplo, associatividade. Isto
é, dados espacos vetoriais Vi, V5 e V3, nao discutimos se
é possivel escrever

Ner)eVzzVie (laels), (90)
onde 2 significa isomorfismo. Para garantir o fato acima,
embasando a defini¢do de tensores, facamos uma breve
digressao sobre o que os matematicos chamam de proprie-
dade de universalidade. Primeiramente, denotaremos por
K o corpo sobre qual cada espago vetorial esta definido.
Nos contextos da fisica, tem-se geralmente R ou C. Em
seguida, denotaremos por U e V espagos vetoriais de
dimensao finita sobre o corpo K. O chamado espago dual
de V', que aqui denotaremos por V*, é definido como
sendo o conjunto formado pelos funcionais lineares de
V munido das operagoes usuais de soma e multiplicacao
por escalar. E um resultado conhecido que V = V* de
maneira ndo canodnica, ou seja, o isomorfismo depende da
escolha da base. Em contraste, tem-se que V é isomorfo
ao seu bidual V** de maneira canénica. Apds essa iden-
tificagdo, costuma-se definir o produto tensorial entre os
espacos U e V por

UV :={¢:U" xV* > K|¢bilinear}. (91)
Chamando de Hom (homomorfismo) o conjunto de ope-
radores lineares entre espacos vetoriais, temos o seguinte

Teorema 5 (Propriedade de Universalidade). Sejam U,
V e W K-espagos vetoriais de dimensao finita. Para cada
aplicagao bilinear ¢ € Hom(U,V; W), existe uma uma
unica aplicagio 1 € Hom(U @ V; W) tal que

¢ (1, 0) = (i @ V).
Portanto, tem-se o sequinte isomorfismo candnico,
Hom(U,V;W) 2 Hom(U ® V;W).

O resultado acima mostra que o produto tensorial é inico
a menos de isomorfismo. Podemos ilustrar a propriedade

SEm geral, o médulo (norma) é menos restritivo que o produto
interno. Um espaco vetorial dotado de um produto interno é natu-
ralmente dotado de um médulo mas néo o inverso [11].
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de universalidade através do seguinte diagrama comuta-
tivo

UxV 25UV
X lw
w

onde 7(4,7) = 4 ® ¥. No caso de W = K a propriedade
universal nos diz que Hom(U,V;K) é isomorfo a (U ®
V)*. Neste momento devemos lembrar do comego da
nossa discussao. O espaco vetorial V pode ser identificado
com o seu bidual e isso nos permite concluir o seguinte
resultado:

UV z(UeV)". (92)

A este ponto, esperamos que o leitor esteja convencido da
importancia da propriedade universal do produto tenso-
rial. Entretanto, esta se mostra extremamente til no que
diz respeito a outras propriedades do produto tensorial,
algumas das quais mencionaremos agora. Gostariamos
que algumas propriedades rotineiras continuassem sendo
validas, por exemplo,

(i) (Associatividade): (U@ V)W zU® (Vo W);

(ii) (Comutatividade): U®V 2V @ U;

(iii) (Distributividade): U@ (VeW)zUVaeoU®W.

Em (iii), pedimos distributividade em relagdo & soma
direta. Aqui é necessario uma grande atengao. Num pro-
duto tensorial do tipo V' ® V nao podemos dizer que em
geral tem-se @ ® ¥ = ¥ ® 1! De fato, por exemplo,

1® j(dx, dy) = de(i)dy(7) =1-1=1. (93)
Por outro lado,
i1® j(dy, dz) = dy(i)dz(j) = 0-0 =0, (94)

que nos permite concluir que €®3 * 5 ®1. A propriedade
(ii) nos diz apenas que a propriedade de comutatividade
existe para produtos tensoriais de espagos mas nao para
produto de vetores! Por fim, vale a pena destacar que a
propriedade de associatividade significa

112

UeoV)eW {p:U"xV*xW* > K| ¢trilinear}

Ue (VeW), (95)

112

e isto nos permite definir U@ (Ve W):=UeoV e W.
Indutivamente, concluimos que para Vi, ..., V,, espacos
vetoriais tem-se

V1®...®Vni{¢;vl*x..-xv7: - K|¢n-linear}. (96)

O trabalho “duro” relacionado a parte matematica ter-
mina aqui e agora podemos voltar ao nosso mundo das
grandezas fisicas. Neste ponto, j4 podemos concluir que
a defini¢do dada para T (D) estd bem construida, gracas
a propriedade . Nao ha ambiguidade em definirmos o
espago dos tensores do tipo (7, s), como na Definigdo
Vale a pena destacar que o uso da propriedade de univer-
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Grandezas fisicas multidimensionais

salidade para definir o produto tensorial é preferida pela
comunidade matematica, sobretudo aqueles que traba-
lham com Algebra, e é pouco comum na Fisica. Grande
parte dos textos em fisica costumam definir tensores
como objetos que sob mudanga de base se comportam
de uma determinada forma, escondendo, com isso, uma
formulacdo matemadtica limpa e conectada com o mundo
fisico.

7. Conclusao

Apresentamos ao longo desse trabalho a construgao ope-
racional de grandezas fisicas multidimensionais, a saber,
vetores, vetores duais e tensores. O trabalho foi recheado
com introdugoes heuristicas para cada grandeza, culmi-
nando com a sua devida formalizacdo matematica e ope-
racional. Devido ao carater geométrico de tais grandezas,
ressignificamos também alguns topicos de matemaética,
que agora passamos a listar.

1. Toda geometria foi reformulada. Para um opera-
cionalista, é inadmissivel tratar pontos, retas e
planos como conceitos primitivos. Aqui eles foram

2. Os matematicos resumem qualquer espago vetorial
real como R"™. Muitos fisicos, por sua vez, mistu-
ram estruturas distintas como espaco fisico (Egr),
espaco de vetores deslocamento (D) e R® como se
fossem a mesma coisa. Aqui deixamos clara tal dis-
tingdo. Além disso, os fisicos tém preferéncia por
espacos que possuam uma estrutura de um espago
afim. Em contraste com R"”, a estrutura afim pode
ser naturalmente usada para descrever a homoge-
neidade e isotropia do espacgo. De um certo ponto de
vista o espago R™ possui uma estrutura “nao fisica”,
ou seja, ela quebra essas simetrias no sentido que
admite um sistema de coordenadas “preferencial”.

3. Com o exemplo do tensor II(:,-) na Secao @ fica
claro como é possivel induzir um produto interno a
partir de uma norma. Essa dire¢ao é contraria ao
que ocorre usualmente na matematica. Além disso,
como 0 compasso gera naturalmente o conceito de
bolas abertas, podemos tratar a estrutura topolé-
gica do espaco sob o ponto de vista operacional,
como citado.

Como mencionamos anteriormente, a escola operacio-
nal pode ser um tanto quanto controversa. Esperamos,
contudo, que esse artigo colabore para a conexao de estru-
turas matematicas puras para a descri¢gdo do mundo que
tocamos, apresentando a tematica associada a construcao
de grandezas fisicas.
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