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O buraco negro e sua sombra
The black hole and its shadow

Antes a sombra do que a luz? Serd possivel?
(Friedrich Nietzsche, O Andarilho e sua Sombra)
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A mais comentada imagem cientifica em 2019 foi a imagem de M8T*, buraco negro supermassivo central da
galdxia Messier 87. A partir da observagao da colaboragdo Event Horizon Telescope, fomos capazes de ver um
buraco negro. Na verdade, a famosa imagem mostra-nos a sombra de M87*. Neste artigo, serd introduzido o
conceito de sombra de um buraco negro e indicada a sua importancia para pesquisas nas areas de gravitacio e

cosmologia.
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The most commented scientific image in 2019 was the image of M87*, the central supermassive black hole at the
Messier 87 galaxy. From the Event Horizon Telescope’s observation, we were able to see a black hole. Indeed, the
famous image shows us the shadow of M87*. In this article, the concept of black hole shadow will be introduced
as well as its importance to researches in gravitation and cosmology.
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1. Introducao

A colaboragao internacional Event Horizon Telescope
(EHT) produziu uma das mais comentadas imagens na
ciéncia em décadas [1,/2]. A imagem do buraco negro
central na galdxia Messier 87, indicado por M87*, foi
noticiada por diversos meios. De certa forma, a imagem
de M87* é a imagem do fim do mundo. Pois, como sabe-
mos, a partir da teoria da relatividade geral, um corpo
com massa nao pode escapar de um buraco negro, nem
mesmo a luz escapa do intenso campo gravitacional de
um buraco negroﬂ Portanto, um buraco negro, como o
MS8T7*, poderia ter um portal com as mesmas inscrigoes
do inferno de Dante: “Deixai toda esperanca, 6 vos que
entrais.’ﬂ O limite entre aquilo que estd dentro e aquilo
que estd fora é demarcado pelo horizonte de eventos.
Quando se cruza um horizonte de eventos, nao se escapa
mais de um buraco negro. No entanto, ao contrario do
que foi anunciado em alguns canais e midias sociais, a
imagem de M87* ndo desvela um horizonte de eventos.
E a sombra do buraco negro supermassivo M87* aquilo
que vemos, uma regiao escura que indica a auséncia de
estrelas e galaxias ao fundo.

*Endereco de correspondéncia: [nevesjcs@if.usp.br

1Se pensarmos apenas a partir da relatividade geral, um buraco
negro serd uma prisdo perfeita. No entanto, se a teoria einsteiniana
adicionarmos a teoria quantica de campos, um buraco negro podera,
entdo, emitir algo. E esse algo é chamado radiagao Hawking. Veja
Matsas |3| para uma introdugdo ao tema na Revista Brasileira de
Ensino de Fisica.

2 Alighieri [4], canto 11, verso IX.
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A colaboragdo EHT realizou um grande trabalho para
compor a primeira imagem de um buraco negro. Foram
usadas oito estagdoes com radiotelescopios espalhados
pela América, Antartida, Europa e Havai. Por meio da
interferometria de longa linha de base (very-long-baseline
interferomety, VLBI), que sincronizou as estagoes com
seus radiotelescépios, a técnica explorou a rotacao do pla-
neta Terra para formar um grande radiotelescépio (com
a associagdo das oito estagoes) e realizar observagoes no
comprimento de onda de 1.3 mm. A poténcia da técnica
empregada era exaltada antes mesmo da observagao de
MS87*. Pois a colaboracao internacional sabia da enorme
capacidade que tinha disponivel, uma resolucao angular
de 20 micro arc-segundos. Tal resolucao torna a capaci-
dade de amplificagdo do enorme radiotelescopio incrivel,
apta a permitir a leitura de um jornal, disposto num café
em Paris, por alguém sentado num agradével banco no
belo Central Park em Nova lorque. Assim, ap6s décadas
de desenvolvimento da técnica de interferometria e de
observagoes, além de muito processamento de dados, a
imagem do longinquo M87* foi composta.

Portanto, a partir dos dados ou da imagem, qual é o
melhor candidato para M87*? Certamente, um buraco
negro. Mas entre os buracos negros ou entre as solugoes
das equagoes do campo gravitacional de Albert Einstein
[5], qual é a mais apropriada para a imagem vista por nds?
A colaboracao internacional ndo hesitou em afirmar que
a imagem de M87* confirma a teoria einsteiniana assim
como o buraco negro de Kerr (ou geometria, ou espago-
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tempo de Kerr) é um candidato adequado & descrigao da
sombra de M8T*.

O buraco negro de Kerr foi desenvolvido, como uma
solucdo das equagoes de Einstein, em 1963 por Roy Kerr
[6]. Trata-se de um corpo com massa bem determinada
e neutro eletricamente. Tem rotacao sobre o seu eixo e
uma estrutura espago-temporal muito mais complicada
do que o estético buraco negro de Karl Schwarzschild [7],
considerado a primeira solugdo das equagoes de Einstein
proposta por alguém que nao o préprio Einsteinﬂ Na
Secao III, olharemos com mais atengdo a geometria de
Kerr e veremos quais sombras produz.

Os primeiros trabalhos sobre sombras de buracos ne-
gros datam da segunda metade do século XX. John Synge
foi pioneiro quando determinou a sombra do buraco ne-
gro de Schwarzschild [9]. J&4 James Bardeen, em seguida,
fez o calculo para o buraco negro de Kerr [10]. Décadas
depois, sombras para diversos buracos negros no contexto
einsteiniano [11H17] e em contextos além da teoria de
Einstein [18-20] foram e est@o sendo calculadas. Uma
sombra é determinada por érbitas instaveis que estao fora
do horizonte de eventos. Na regiao que forma a silhueta
da sombra, fétons em tais orbitas instaveis podem cair
na direcao do buraco negro ou podem escapar para se-
rem detectados pelos radiotelescopios da EHT. Para um
buraco negro como o de Schwarzschild, um que nao tem
rotagdo, a sombra é perfeitamente circular, e as érbitas
instaveis que determinam a silhueta da sombra ficam a
7y = 3M do centro do buraco negro (ou 3GM/c* no S.L.,
sendo que G é a constante gravitacional, M é a massa
do buraco negro, e ¢ é a velocidade da luz no vécuo).
Nao esquecamos que o raio de Schwarzschild ou o raio
do horizonte de eventos para esse buraco negro estatico
é 2M (ou 2GM/c? no S.1.), evidenciando assim que o
fendmeno sombra é exterior ao horizonte de eventos. Ja
para um buraco negro com rotac¢io, sua sombra nem
sempre ¢ circular, pode ser achatada. Como veremos,
tal efeito é produzido pela alta rotacdo do buraco negro
(em torno do seu eixo) e pelo dngulo em que a sombra é
observada.

O artigo organiza-se de tal modo: na Secdo |2}, o feno-
meno sombra sera definido; na Secao [3| serd apresentada
e discutida a geometria ou buraco negro girante de Kerr,
além de serem mostradas as equagdes das geodésicas para
esse espago-tempo. Por fim, um procedimento para cons-
trucao de sombras serd indicado. Na Secao [4l aplicagoes
das sombras em algumas dreas e campos de pesquisa
serao listadas. Os comentarios finais encontram-se na
Secao |5} Utilizo, para fins de simplicidade nas equacoes
apresentadas, as unidades geométricas, segundo as quais
a constante da gravitacdo e a velocidade da luz no vacuo
sdo iguais a unidade, i.e., G =c=1.

3Para uma leitura histérica dessa importante solucio ou conquista
da teoria einsteiniana, veja Saa |8] sobre os 100 anos da solucéo de
Schwarzschild.
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2. O Fenomeno Sombra

De certa forma, o fenémeno sombra era, mesmo antes da
colaboracdo EHT, algo ja conhecido. O primeiro teste da
teoria da relatividade geral foi propiciado pelo desvio da
luz provocado pelo campo gravitacional do Solfﬂ Uma
sombra é igualmente um fruto do desvio da luz por um
intenso campo gravitacional. Mas ao contrario do desvio
da luz medido no eclipse de 1919 em Sobral, no Cear4,
o primeiro bem-sucedido teste da teoria da relatividade
geral, em que o Sol foi descrito aproximadamente como
uma massa sem rotagao, para sombras é necessario o uso
de uma geometria que descreva uma massa com rotagao,
como ¢é o caso da métrica ou geometria de Kerr. Uma
sombra de um buraco negro em rotacao, como o M87*,
apresenta-se levemente deformada. Como a colaboragao
relatou, no caso da sombra de M87*, h4 um desvio da
circularidade menor do que 10% para a sua sombra. Por-
tanto, sua sombra é quase um circulo perfeito. Um desvio
da circularidade de uma sombra somente é possivel para
um buraco negro em rotacio. E esse o motivo para, na
Sec. |3} darmos uma olhada na métrica, geometria ou
buraco negro de Kerr com o intuito de interpretar o feno-
meno sombra a partir da imagem levemente deformada
(veja figura[l)) e dos parametros divulgados pela EHT.
O fenémeno sombra é a obstrucdo de uma regido do
céu estrelado por um buraco negro. Se pensarmos que
observamos estrelas e galaxias ao fundo, com um buraco

Figura 1: A amplamente divulgada imagem da sombra
do buraco negro M87* no centro da galdxia Messier
87, construida por interferometria pela colaboracdo inter-
nacional Event Horizon Telescope [1] (imagem disponivel
no site https://eventhorizontelescope.org/press-release-april-10-
2019-astronomers-capture-first-image-black-hole). A sombra é a
area escura, envolvida pela regido avermelhada-alaranjada que
indica a matéria que orbita e cai no buraco negro. O limite da
regido interna escura é a silhueta da sombra.

4Para uma leitura sobre o primeiro teste da relatividade geral em
Sobral, a Rewvista Brasileira de Ensino de Fisica publicou um
ndmero especial em comemoracdo aos seus 100 anos. Veja, por
exemplo, os artigos [21H23|.
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negro entre o fundo estrelado e nés, haverd uma regiao
sem brilho, escura, cuja silhueta marca o limite da sombra
do buraco negro. Como podemos ver na figura [2| (em
cima), raios de luz de estrelas atrds do buraco negro
(em relagdo & nossa posigdo ou a de um observador)
podem cair no buraco negro ou atingir o nosso observador.
Havera trajetérias da luz que passam na borda da sombra.
Tais trajetorias delimitam a chamada silhueta da sombra.
Sao érbitas instaveis, podem conduzir ao buraco negro
ou ao seu exterior. Portanto, em r = r; temos uma
regidao de fétons aprisionados ou desviados pelo campo
gravitacional do buraco negro, uma regiao externa ao
horizonte de eventos chamada de esfera de fétons. Se
assumirmos que o raio do horizonte de eventos é r = ry,
logo

T§>Th. (1)

No entanto, como podemos ver na ﬁgura (em baixo), de-
vido ao desvio da luz promovido pela grande massa de um
buraco negro, efeito também chamado de lente gravitaci-
onal, o observador e os radiotelescopios da EHT medem
um raio ou didmetro para a sombra maior do que o raio
ou didmetro da esfera de f6tons. Como foi mencionado

Figura 2: (Em cima) Na representacdo, a sombra esta entre o
fundo estrelado e o observador que a mapeia com o uso das
coordenadas z e y. O distante observador coloca-se a um angulo
0, em relacdo ao eixo de rota¢do do buraco negro. (Em baixo)
Nosso observador O observa um didmetro aparente D para a
sombra maior do que o didmetro da esfera de fétons (regido
escura que captura os raios de luz). Devido ao efeito do desvio
dos raios de luz (deflexdo da luz) pela grande massa do buraco
negro, o observador constatara, a partir do didmetro angular do
fendmeno (d = 42+ 3 pas para M87%*), um didmetro linear para
sombra maior do que o didmetro da esfera de fétons.
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anteriormente, para o buraco negro de Schwarzschild
r¢ = 3M, j4 o raio de sua sombra, devido ao efeito gra-
vitacional, é de 3v/3M. Para obter as trajetérias para
as quais r = r¢, precisamos das equagoes das geodésicas
para o buraco negro em questdo. E como, neste artigo,
o buraco negro escolhido é o de Kerr, veremos entao as
equacgdes das geodésicas para essa geometria.

O distante observador, segundo a figura [2[ (em cima),
localizado em r = rqs > r¢, observa a sombra e usa
coordenadas especiais para mapea-la. Coordenadas ce-
lestes sao usadas para descrever a sombra. Quando tais
coordenadas sdo projetadas num plano cartesiano, temos
entao um circulo ou um quase circulo que representa a
sombra ou a sua silhueta.

Como podemos notar na figura [1} na imagem divul-
gada pela EHT, ha no entorno da sombra uma regiao
avermelhada-alaranjada. Nessa regido existe matéria (gas
e poeira) orbitando e caindo em diregao ao M87*. Nés
a enxergamos porque em seu movimento essa matéria
emite, por exemplo, raios X. Portanto, deve-se esperar
que uma sombra nao esteja a sés, um disco de acre¢do com
matéria ionizada ou plasma é concebido no entorno de
uma sombra. H4 um campo de estudo atualmente que diz
respeito a melhor maneira de modelar a vizinhanca de um
buraco negro, seja usando plasma ou matéria escura. E
um campo fértil dentro da atual fisica de buracos negrosﬂ
Neste artigo, nas sombras construidas a partir da geome-
tria de Kerr, considerarei, por simplicidade, um buraco
negro girante no completo vacuo. Tal simplificacdo pode
ser justificada quando a matéria avermelhada-alaranjada
nao tem uma massa incrivelmente grande, podendo assim
ser ignorada a sua influéncia na geometria ou nas formas
do espago-tempo e da sombra em estudo.

Toda sombra é observada a partir de um angulo, indi-
cado aqui por 6,, que é o angulo em que um observador
mapeia a sombra, o seu angulo a partir do eixo de ro-
tagdo do buraco negro (veja figura . O valor de 6, na
observagao famosa é estimado pela colaboragio a patir
de jatos emitidos pelo buraco negro supermassivo M87*.
Como é suposto que tais jatos sdo emitidos na direcao
do eixo de rotagdo de um buraco negro, a observagao
dos jatos de M87* indica 17°. Portanto, assume-se que
o buraco negro esta sendo observado aquele angulo. Ou-
tro parametro que diz respeito a observagao — e nao a
uma caracteristica em si do objeto — é a nossa distan-
cia em relagao ao M87*. A colaboragio EHT relata o
valor rops = (16.8 = 0.8)Mpc (em megaparsec ou, apro-
ximadamente, 55 milhdes de anos-luz de distancia). O
didmetro angular do objeto observado (incluindo a area
avermelhada-alaranjada) é outro pardmetro observaci-
onal que diz respeito & nossa posicao em relagdo ao
fendmeno observado. Seu valor obtido pela EHT é de
d = 42 + 3 pas (em micro arco-segundo). Por fim, a
sombra de M87* é levemente deformada, seu desvio da
circularidade é menor do que 10%, ou seja, AC < 0.1,
e isso indica que M87* nao é estatico, mas gira. Como

5Veja Cunha e Herdeiro [24] para uma revisio do tema.
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disse, um desvio da circularidade diferente de zero sé é
possivel a um objeto com rotagao sobre o seu préprio
eixo.

Outros pardmetros importantes de M87* sao a sua
massa e o seu momento angular. E tais pardmetros séo
intrinsecos ao objeto observado, ndo dependem da posi¢ao
relativa do observador. Sua massa é bem estabelecida pela
EHT, é M = (6.540.7) x 10° M, onde M, é a massa do
Sol. J4 o seu momento angular ainda é um pardmetro que
estd sob debate. Estimativas feitas a partir da deformacao
da sombra ou do seu desvio da circularidade rejeitam um
valor muito pequeno para a rotagao do buraco negro. Tal
deformacéo, para o angulo de 17° em que é observado, s6
é possivel para um buraco negro que gira apressadamente.
Na préxima se¢ao, veremos quao rapido pode ser esse
movimento.

3. Um Buraco Negro com Rotacao

3.1. A geometria

Na teoria da relatividade geral, como disse, a métrica
ou geometria de Kerr descreve um corpo em rotagao.
Se a geometria de um corpo estatico foi construida por
Schwarzschild logo apds Einstein divulgar as suas equa-
¢oes do campo gravitacional em 1916, foram necessarios
quase 50 anos para que alguém construisse um espago-
tempo que descreve um corpo em rotagao no contexto
einsteiniano. Roy Kerr o fez num j4 clssico trabalho [6].
Na forma mais adotada, nas chamadas coordenadas de
Boyer—LindquiSﬁ (t,r,0,0), a métrica de Kerr é escrita
como

: b

ds? = Guwdatdr” = S (A —a? sen29) dt® + Zdrz
on2

+2d6” + be%e [(r + a?)? — Ad? sen?0)] d¢?

Aoy sen?6dtde, (2)

sendo que as fungoes da métrica A e ¥ sdo definidas
como

A=r?+a>—2Mr e Y =r’4a%cos’0. (3)
Aqui, as coordenadas r, 8 e ¢ tém o mesmo significado das
coordenadas de um problema tratado com coordenadas
esféricas, sendo r a coordenada radial, # o angulo polar, e
¢ é o angulo azimutal. E; claro, ¢ é a coordenada temporal
na geometria em destaque. Os parametros a e M na
métrica sdo o pardmetro de rotacdo, que se relaciona
com o momento angular J do corpo por a = J/M, e a
massa do buraco negro, respectivamente. Como podemos
notar diretamente da equacao , a métrica de Kerr nao
¢ diagonal, quando escrita como uma matriz g,,. Ha
elementos fora da diagonal principal, sdo eles giy = g4,
ao contrario da geometria de Schwarzschild que pode ser

6Veja Boyer e Lindquist [25].
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escrita como uma matriz diagonal. Isso torna célculos,
como o de geodésicas, a partir da métrica de Kerr, algo
muito mais complicado.

A geometria ou espago-tempo de Kerr é uma solucao
exata das equagoes de Einstein

G =811y, (4)

em que G, é o tensor de Einstein (diz respeito & geo-
metria), e T}, é o tensor energia-momento (diz respeito
a matéria e & energia do espago-tempo). A geometria de
Kerr é uma solugdo com simetria axial, ao contrario da
de Schwarzschild que tem um grau maior de simetria por
possuir a simetria esférica. Ou seja, a geometria de Kerr
é simétrica em relagdo ao eixo segundo o qual um corpo
ou um buraco negro com massa M roda. Como roda,
tém momento angular J. Fazendo-se a = 0, o momento
angular é nulo, logo temos a métrica de Schwarzschild ou
um corpo sem rotacdo. Em Kerr, o corpo gira no vacuo,
portanto o tensor energia-momento ¢ nulo, i.e., T, = 0.
A métrica possui dois dos trés possiveis pardmetros
que definem qualquer buraco negro: sao eles a massa,
0 spin ou o momento angular e a carga (podendo ser
elétrica e, até mesmo, uma ainda nao observada carga
magnética). A Kerr s6 lhe falta a carga E o teorema
no-hair (ou teorema da calvicie) aquele que afirma que
um buraco negro — descrito pela teoria da relatividade
geral acoplada ao electromagnetismo — é caracterizado
por apenas trés parémetrosEI

A fungdo A da métrica tem grande importancia. Seus
zeros ou raizes indicam os raios do horizonte de eventos
r = rp e do horizonte interno r = r;. Ao contrario do
buraco negro de Schwarzschild, em Kerr hd um segundo
horizonte, um interno, que para o fenémeno sombra néo
tem relevancia. Os zeros de A indicam

rn=M+\M?—a®> e ri=M-—\/M?—-a? (5

e podemos ver que quando a = 0, temos r, = 2M, que é 0
raio de Schwarzschild. A condicdo a? < M? na métrica de
Kerr diz respeito a existéncia de horizontes, pois caso essa
desigualdade seja violada nao ha raizes reais para A, ou
seja, r; e rp tonam-se nimeros complexos. Tal condicao
é um limite superior a rotagdo do buraco negro. Caso
nao seja obedecida, o buraco negro de Kerr é substituido
por uma singularidade nua, uma singularidade que nao
é escondida ou “vestida” por um horizonte de eventos!’]

7A solucio das equacdes de Einstein para um corpo ou buraco
negro com rotacdo e carga é a solu¢do de Kerr-Newman.

8Veja Carroll [26], capitulo 6, para uma discussio sobre o tema.
Aqui calvicie significa que caso um buraco negro “engula” matéria
em diversas configuragoes, o resultado disso serd um buraco negro
descrito por apenas trés pardmetros, e toda a informacao e carac-
teristica daquilo que entrou é definitivamente perdida, como os fios
de cabelo de um potencial careca.

9Claro, desde que aceitemos a nocéo de singularidade como algo
“real”. No entanto, buracos negros regulares ndo tém uma singula-
ridade e sido possiveis mesmo na teoria da relatividade geral (veja
a referéncia |27] para uma apresentacdo do tema na Revista Brasi-
leira de Ensino de Fisica). Um estudo sobre a ficcionalidade do
conceito problematico de singularidade é encontrado em Neves [28].
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Além dos horizontes, a métrica indica uma regiao
especial na geometria de Kerr. E a ergoesfera, algo exte-
rior ao horizonte de eventos, uma regido em que nao ha
observadores estacionarios. Em tal regiao, um observador
é arrastado pela rotagdo do buraco negro, é o fenémeno
do arrasto do espago-tempo que ocorre na ergoesfera,
fendmeno que, como veremos, influencia a forma da som-
bra. Na linguagem técnica da geometria diferencial, o
limite da ergosfera, a chamada superficie do limite es-
tacionario, indicada por Sy na figura [3] da-se por uma
superficie de Killing em que vetores de Killing tangentes
a tal superficie sdo nulos, i.e., tém norma igual a zero (ve-
tores de Killing proveem quantidades conservadas, como
veremos). Tal como para os horizontes, em Kerr existe
igualmente uma superficie interna do limite estacionario,
indicada por S_. As superficies do limite estacionario,
que encerram regioes proibitivas a um observador estaci-
ondrio, sdo dadas por zeros de outra funcao, nesse caso
sao zeros da funcao métrica gy. Suas expressoes sao

Sy =M+ VM?—a?cos?0, (6)
coincidindo com os raios dos horizontes interno e externo
nos polos, quando 6 = 0 (veja ﬁgura. A ergosfera, como
uma regiao especial no espago-tempo de Kerr, localiza-se
entdo entre r, e 51, é a regido em que a coordenada
radial assume os valores r, < r < Si. Observadores
estacionarios somente sao possiveis para além da super-
ficie do limite estacionario, fora de ergosfera, i.e., para
r > S+.

O conceito de ergosfera, por sua caracteristica peculiar,
possibilitou uma engenhosa construgao de Roger Penrose
[29]. O mecanismo de Penrose é uma forma de “roubar”

horizonte interno 7 Az
S d»

horizonte externo 7'}7

e ergosfera
singularidade

Figura 3: A estrutura do espaco-tempo de Kerr e a indicacdo
das quatro superficies especiais. A superficie cujo raio é r;
indica o horizonte interno, ja r; é o raio do horizonte externo,
que é o proprio horizonte de eventos para quem esta fora do
buraco negro. As superficies S_ e S s3o as superficies interna
e externa do limite estacionéario, respectivamente. A ergosfera
n3o é uma superficie mas uma regido entre 75, e S4+. Por fim,
a linha tracejada no centro é a singularidade na geometria de
Kerr. A singularidade neste buraco negro é “anelar”.
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energia de um buraco negro em rotagao. Extrai-se a
energia do buraco negro, diminuindo a sua rotacao. Tal
mecanismo s é possivel em buracos negros que possuem
uma ergosferam

Por fim, um comentario sobre os extremos da geo-
metria ou buraco negro de Kerr. Para valores grandes
da coordenada radial r, o espago-tempo de Kerr tende
ao espaco-tempo de Hermann Minkowski. Ou seja, a
métrica de Kerr é assintoticamente plana, seu limite,
quando 7 — oo, é o espaco-tempo de Minkowski. Por
outro lado, quando olhamos para dentro do buraco negro
de Kerr, encontramos uma singularidade que, ao contra-
rio da singularidade de Schwarzschild, ndo é um ponto.
A singularidade em Kerr tem a “forma” de um anel (veja
figura [3]). Uma singularidade, seja a de Schwarzschild ou
a de Kerr, diz respeito a infinitude de quantidades fisicas
e geométricas ou, mais precisamente, a descontinuidade
de geodésicas

3.2. As geodésicas

Foi Brandon Carter [30] quem calculou, pela primeira
vez, as geodésicas da geometria de Kerr. Como a massa
de um corpo (seja em repouso ou em movimento) altera
a geometria ou a “forma” do espaco-tempo, para cada
solucdo das equacoes de Einstein que especifica uma dada
condi¢do a um corpo ou a varios corpos, temos entao
geodésicas diferentes. Portanto, geodésicas no espaco-
tempo de Schwarzschild sdo diferentes das do espago-
tempo de Kerr. Neste, como vimos, ha a rotagdo como
um parametro a mais para o buraco negro.

Geodésicas sdo curvas especiais na teoria da relativi-
dade geral. Numa geodésica (), parametrizada pelo pa-
rametro 7, o vetor tangente v* = dz*/dr em cada ponto
da curva é transportado paralelamente a si mesmo
Como bem sabemos, no espaco plano geodésicas sao li-
nhas retas. Mas em geral, na geometria nao plana, na
geometria riemanniana, que é a area da matematica que
propiciou a teoria da relatividade geral, geodésicas obe-
decem & seguinte equacgao:

pe Ty, (7)

Ha trés tipos de vetores na relatividade geral: tipo tempo,
tipo luz e tipo espaco. Diferenciam-se entre si pelo valor
que suas normas assumem. Na convenc¢ao usada aqui,
um vetor é tipo tempo se v? = vy, < 0, tipo luz
se v2 = 0 e tipo espaco caso v2 > 0. Como para o
fenémeno sombra devemos nos ater as geodésicas tipo
luz, que sdo as trajetdrias de raios de luz, tais geodésicas
tém vetores tangentes — propagados paralelamente a

si mesmos — com norma nula. A equagao @ contém

10Veja Carroll [26], capitulo 6, para uma introdugdo ao estudo sobre
a ergosfera e o mecanismo de Penrose.

UEm Wald [31], capitulo 9, hd um tratamento detalhado sobre
singularidades na relatividade geral.

12 Para uma compreensio mais precisa do conceito de geodésica,
veja Carroll |26, capitulo 3, e Wald [31], igualmente o capitulo 3.
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dois termos ainda a serem apresentados: 7, pardmetro
da geodésica, é chamado pardmetro afim, e no caso de
geodésicas percorridas por um corpo com massa ou um
observador, 7 é o tempo proprio marcado pelo relogio
transportado pelo observador. Outro termo de ¢ery.,
chamado conexao afim, que é um tensor Calculado a partir
da métrica g,., ou seja, ¢ diferente para cada geometria
ou espago-tempo. A conexdo afim é definida como

I — %gup (89713 + vp _ 89w) _ 8)

Y oxv ox” oxP

Para um espago-tempo plano como o de Minkowski, a
conexao afim é zero.

Carter, para construir as geodésicas de Kerr, partiu
da equagdo de Hamilton-Jacobi. Determinou que um
corpo ou uma particula de teste ao longo de uma geo-
désica no espago-tempo tem quatro constantes de
movimento. A primeira é a massa m da particula de
teste, duas outras quantidades surgem diretamente pelas
simetrias da métrica de Kerr. Tal métrica ndo possui
termos que dependam das coordenadas t e ¢, logo, pelos
manuais de geometria diferencial, a métrica de Kerr tem
quantidades conservadas relacionadas a independéncia
de tais coordenadas. A independéncia em relagdo a t e ¢
diz-nos que a métrica de Kerr tem dois campos vetoriais
importantes, dois campos de Killing, & e &4, e tais cam-
pos estao relacionados a duas constantes no movimento
da particula ao longo da geodésica — sao elas E and
L, i.e., a energia (dada pela componente temporal do
momento generalizado) e o momento angular (dado pela
componente azimutal do momento generalizado):

pr=—FE e py=L. (9)

Por fim, a tltima quantidade conservada é hoje conhecida
como constante de Carter, que, como veremos, seréd indi-
cada pela letra K. A constante de Carter é a constante
de separacao das equacgoes da geodésica.

O método de Carter mostrou a separabilidade das
equagoes da geodésica, conduzindo-nos a equagoes inde-
pendentes para uma geodésica e a sua constante K. A
partir da equagdo de Hamilton-Jacobi

oS , 0S8 08

or —59 Ozt Oxv’
onde a funcao S é a acao de Jacobi, que se relaciona ao
momento generalizado pela seguinte equagao

oS
Pu = ERTE (11)

(10)

Carter assumiu que S pode ser escrita como
1
S = §m27' — Bt + Lo+ Se(0) + S.(r).  (12)

As expressbes para Sy e S, podem ser omitidas por
uma questao de economia de espagolEI Mesmo na teo-
ria da relatividade geral, a partir da lagrangiana £, o

13Veja Neves |32], capitulo 4, para encontrar tais expressoes e todo
o caminho detalhado para a construcdo das geodésicas nos espagos-
tempo de Kerr, Kerr-de Sitter e Kerr-anti-de Sitter.
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momento generalizado de uma particula é definido por
Pp = gTﬁ = gu&”, em que o operador ponto significa
derivagdo em relagdo ao pardmetro afim, isto é, d/dr.
Portanto, se usarmos essa definicio de momento genera-
lizado e a equagao , substituindo-as na equacao (11)),
teremos as equagoes das geodésicas. E para a métrica
tais equagoes (uma para cada componente na base das
coordenadas t,r,0 e ¢) sdo melhor escritas e utilizadas

como derivadas em relagdo ao paradmetro afim, ou seja,

)

d 1 [(@*+d*)P )
el [A—a(aE sen’d — L) | ,(13)
dr VR
- - Y= 14
dr DI (14)
do YE)
= = Y= 1
dr DI (15)
d¢ 1 [aP
i e G L 1
7 = [A (a cossec?) )} (16)
As fungoes P, R e O sdo definidas como
P = (T +a®) E —aL, (17)
R = (m27’2 +K), (18)
O = Q—cos’d [a (m? — E?) + cossec® LQ](.IQ)

As quatro equagoes . ) fornecem as componentes
de uma geodésica percorrlda por uma particula de massa
m na geometria ou espago-tempo de Kerr, cuja métrica
¢é dada pela equacéao . Em particular para o fenémeno
sombra, o parametro m, a massa da particula, é nulo, pois
estamos lidando com f6tons ou particulas de luz e raios de
luz que nos permitem tragar a silhueta da sombra. Por fim,
a ultima constante ao longo de uma geodésica no espago-
tempo de Kerr, a constante de Carter, é relacionada a

constante (), na equagao , por
Q=K —(L—aE)*. (20)

Vale a pena notar que @ é nula para 6rbitas equatoriais,
pois df/dr = © = 0, ou seja, para 6rbitas equatoriais
6 = 7/2 conduz & @ = 0. E a constante de Carter pode
entdo ser apresentada como K = (L — aE)z, ou seja,
como uma constante a partir de constantes de movimento
da particula e do pardmetro de rotacao do buraco negro.

3.3. A silhueta da sombra

Com as equagoes das geodésicas disponiveis, as quatro
equagoes —, estamos aptos a obter as dérbitas
que delimitam a silhueta da sombra do buraco negro
de Kerr. A silhueta é dada por 6rbitas instaveis r = 7y,
fora do horizonte de eventos, tais que fétons em tais
Orbitas possam cair no buraco negro ou escapar até o
observador. Para obter tais érbitas, equagoes fornecidas
pela componente radial das geodésicas sdo resolvidas. As
condigoes para a obtencao das érbitas instaveis sao

R(r;)=0 e —R(r) =0. (21)
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Para um buraco negro com rotacao como o de Kerr, temos
os valores 7y e ryy (sendo que ry_ < rpy), ie., existem
um valor minimo e um valor méximo para o raio das
érbitas instéveis 7. Como disse, a silhueta da sombra, seu
contorno, serd dado pelos valores que r; assume. Como
veremos, os lados direito e esquerdo da sombra nao sao
iguais para quaisquer conjuntos de parametros de um
buraco negro em rotacao. Isso deve-se ao efeito do arrasto
do espaco-tempo, algo ausente em buracos negros sem
rotacdo como o de Schwarzschild. Para a geometria de
Schwarzschild, r¢_ = 7y, = 3M, e a sombra ¢ um circulo
perfeito. J& para Kerr, ry_ e 4 ndo sdo necessariamente
iguais, e a sombra pode exibir uma deformagao, que no
caso de M87*, como disse, é um desvio da circularidade
menor do que 10%.

Na silhueta da sombra, costuma-se definir duas cons-
tantes tteis, dois pardmetros de impacto, que evolvem
pardmetros das particulas ou fétons ao longo das geodé-
sicas. Sao elas

E== e n=—. (22)

As condigoes indicadas na equagéo serdo usadas e
permitem-nos escrever ¢ e 17 como dependentes do raio
rf, que delimita a silhueta da sombra. Ou seja, agora
temos

16r2A
77(7"f) = TAZ (23)
T=rf
¢ ( 2 2)A/ A
r“+a —4r
§lry) = T L

r=rjg

com o simbolo ’ indicando derivada em relagao & co-

ordenada radial, isto é, d/dr. Para podermos mapear a
sombra e usarmos as constantes definidas acima, costuma-
se adotar uma base (uma tetrada) definida na posi¢io
do observador de tal forma que os raios de luz, que per-
correm uma geodésica nula, possam ser decompostos em
componentes com o auxilio da nova base (veja o Apéndice
A para encontrar a tetrada aqui adotada). Ou seja, raios
de luz cujas curvas sao indicadas por - sdo escritos em
termos da nova base ortonormal (eg, €1, ez, e3). Raios
que passam pela regido ry_ < r < rpy sdo escritos a
partir da tetrada e dos dngulos celestes « e 3 (veja figura
4). Tais raios sdo especificados pelos parametros &(ry)
e n(ry), que sdo constantes ao longo da geodésica, tor-
nando as geodésicas que passam pela silhueta da sombra
identificaveis.

Depois de muita dlgebra (com o caminho as coorde-
nadas celestes indicado no Apéndice A, as coordenadas
que descrevem a silhueta da sombra do buraco negro de
Kerr ficam

A n(ry)
senq = , (25)
(r2 +a?) — a&(ry) (ronssbe)
senf = (&(ry) cossec?d — a) senf  (26)
T](Tf) (Tobs 790)
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Figura 4: As coordenadas celestes, os angulos o e 3, descrevem a
sombra do buraco negro. A silhueta da sombra, linha tracejada, é
descrita pelo observador O a partir de raios de luz (ou geodésicas
do tipo luz) indicados por v que ddo o contorno da sombra. A
projecdo estereografica faz com que a sombra seja desenhada a
partir das coordenadas cartesianas z e y.

Como podemos diretamente ler, as coordenadas celestes
dependem de ryps € 0, parametros que definem a posicao
do observador, e dos pardmetros das érbitas dos fétons
na silhueta da sombra. E, claro, as coordenadas celestes
dependem também dos pardmetros do buraco negro pois
sao fungoes de termos da métrica .

Para uma projecao estereografica da sombra no plano,
assume-se que o observador esta bem distante do buraco
negro, i.e., Tops € grande, de tal forma que as coordenadas
cartesianas sao escritas como

—21tg <%) senf3, (27)

—21tg (%) cos 3. (28)

x(ry) =
y(ry) =

Ou seja, de acordo com a figurald] z(rs) e y(ry) sdo frutos
da projegao das coordenadas (ou angulos) celestes a e 8
no plano cartesiano e formam um conjunto de equagoes
paramétricas que desenham a silhueta da sombra.
Como podemos notar a partir da figura [5| que nos
indica sombras para o buraco negro de Kerr para alguns
pardmetros diferentes, o fendmeno é simétrico em relagéo
ao eixo x, ou seja, a sombra assume os mesmos valores
no eixo y em ambos lados, o positivo e o negativo. Para
um buraco negro como o de Kerr, a imagem da sombra
depende fortemente do parametro de rotacéo ou do paré-
metro de rotacdo adimensional, indicado por a, = a/M,
e do angulo em que é observada, #,. Quanto mais rotacao,
mais deslocada a direita, em relagdo ao eixo y, a som-
bra fica. Vale a pena destacar a deformacao da sombra,
algo que, como j4 foi dito, somente é possivel para um
buraco negro em rotacdo. A rotacdo do buraco prové o
arrasto do espago-tempo, torna impossivel algo estatico
na ergosfera, i.e., a rotacdo do buraco negro carrega tudo,
inclusive fétons que orbitam naquela regiao. E o arrasto
do espago-tempo a causa da deformacéo da sombra. Nas
sombras da figura [b| a rotagdo do buraco negro é da
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Figura 5: Silhuetas de sombras produzidas por um buraco negro de Kerr. Escritas a partir das coordenadas x e y, podemos notar que
a sombra deforma-se mais para altos valores do dngulo 6, em que é observada e do pardmetro de rotacdo adimensional a. = a/M.
H3 fortes indicios no sentido de que a sombra de M87* foi observada num angulo 6, = 17°. Outra caracteristica na projecdo da
sombra é o seu deslocamento para direita e a sua deformac3o a esquerda, produzida pela rotacdo do buraco negro. Aqui é assumida
a rotacdo no sentido anti-horario, ou seja, a esquerda fétons viajam no mesmo sentido da rotacdo do buraco, ja a direita, a viagem
é contra a rotacdo. Nas sombras esbocadas, utilizei as unidades geométricas (G = ¢ = 1) e assumi M = 1 e rops = 50M por

conveniéncia.

esquerda para a direita. Como os raios de luz vém por
trds do buraco negro (a partir do fundo estrelado), a
esquerda na sombra temos as trajetérias dos raios que
acompanham a rotacdo do buraco negro, ja a direita
temos um movimento no sentido inverso da rotagao. A
esquerda as trajetérias sdo dadas por ry_, sdo trajetérias
que avancam. A direita as trajetérias sdo dadas por r Fts
sdo as trajetorias retrogradas. Essa diferenca entre as
trajetorias provoca o achatamento da sombra no seu lado
esquerdo, algo que fica mais pronunciado para altos valo-
res do parametro de rotacio e para grandes angulos de
observacao, cuja deformagao maxima esta em 6, = 90°.

Na imagem obtida pela colaboracao, como disse, te-
mos #, = 17°, e a deformacao da sombra de M87* neste
angulo exclui pequenos valores do parametro de rotacao,
ou seja, a, ~ 0 é praticamente descartado. Estimativas
posteriormente publicadas a imagem, feitas a partir da
matéria atraida por M87*, afirmam um valor minimo
para o pardmetro de rotagdo, a, > 0.4 em Nemmen [33],
e até mesmo um valor com boa precisao, a, = 0.9040.05
em Tamburini et al. [34]. No dltimo trabalho citado, é
afirmado, com um grandissimo nivel de confianga esta-
tistica, que M87* estd rodando. Pardmetros de rotagao
serdo ainda melhor determinados em futuras sombras.
Com mais sombras no futuro, tratamentos estatisticos
poderao ser realizados para cada pardmetro de uma som-
bra e do buraco negro que a gera, melhorando ainda mais
os valores até agora estimados.

Por fim, com a melhor estimativa do parametro de
rotagao de M87* discutida acima (além do preciso valor
para a sua massa obtido pela EHT), pode-se calcular o
valor do horizonte de eventos de M87* a partir da equacao
(5). Calculando-o, temos r, ~ 1.4 x 10'° km ou um raio
de um horizonte de eventos maior do que o raio da orbita
de Plutao! Ja os raios das érbitas que formam a silhueta
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da sombra ficam entre 2.1x 1019 km < r; < 2.9x10' km.
Ou seja, a sombra tem um tamanho na escala do horizonte
de eventos, possui um raio que é um pouco maior do que
o dobro do raio do horizonte de eventos. Este é motivo
pelo qual a colaboragao afirmou, peremptoriamente, que
foram construidas imagens de M87* na escala do seu
horizonte de eventos.

4. Aplicagoes das Sombras

Acima de tudo, sombras de buracos negros sdo testes
a teoria da relatividade geral quando campos gravita-
cionais fortissimos estdo envolvidos. Como vimos, por
causa da imensa massa do girante M87* ser bilhoes de
vezes a massa solar, efeitos gravitacionais que sao so-
mente previstos pela teoria einsteiniana, como o arrasto
do espago-tempo, sdo entao colocados a teste. Sombras
colocam em teste modelos, geometrias, métricas geradas
a partir das equagoes de Einstein. Nao apenas, as sombras
podem também colocar em teste teorias gravitacionais
que estao além da teoria da relatividade geral, teorias
que supostamente sucederiam a teoria einsteiniana em
regimes de altas energias. Seleciono aqui alguns traba-
lhos atuais que usam parametros da sombra de M8T*
(e de futuras sombras) para obter vinculos e limites a
parametros de teorias, modelos e geometrias:

e Uso da sombra e da matéria em acre¢ao por M8T7*
para a determinacgao da rotagdo do buraco negro
[33L[34], inclusive para propor, como em Bambi et
al. [35], um superspinar, um buraco negro em que
a? > M? oua, > 1 como origem da famosa imagem.
Propostas para alternativas ao buraco negro de
Kerr na descricao dos pardmetros de M87* incluem
buracos negros regulares [36] e buracos negros em
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eletrodindmica nao linear [37]. Como mais um teste
da teoria da relatividade geral a partir de M8T*,
Yan et al. |38] estudaram uma possivel violagdo
do principio de equivaléncia (um dos principios
fundacionais da teoria einsteiniana) num regime de
intenso campo gravitacional.

o Tsupko et al. [39] sugerem o uso da sombra para
obter parametros cosmolégicos, como o parametro
de Hubble. Uma sombra podera ser, de acordo com
os autores, uma régua padrao assim como uma
supernova o é.

e Determinacao de parametros de modelos e teorias,
com o uso de sombras, em propostas que tentam
ir além da teoria de Einstein. Pardmetros como o
raio da dimensdo extra em mundos brana [40] ou a
influéncia dessa mesma dimensao extra em nosso
universo quadridimensional, por meio de uma carga
de maré [41}/42], foram estimados. No trabalho [36],
a sombra de M87* produziu um limite superior ao
parametro de gravidade quantica de um principio
de incerteza generalizado, um principio que torna
o principio de incerteza de Werner Heisenberg um
caso particular. J& Liu et al. [20], & luz dos pardme-
tros de M87*, estudaram a sombra de um buraco
negro numa proposta de unificacdo da teoria da
relatividade e da mecanica quéntica, a gravidade
quantica em loop (loop quantum gravity).

E praticamente certo que a construcao de novas som-
bras de outros buracos negros supermassivos, seja a partir
do trabalho da EHT ou de novas colaboragoes, equi-
pamentos e técnicaSE produzird estatisticas a partir
das quais parametros — seja em gravitagao, cosmologia,
teoria quantica de campos — serdo melhor estimados,
ou seja, com maior precisdo. Sombras como a do bu-
raco negro M87* serdo mais uma forma para investigar
fenémenos e estabelecer limites mais precisos, acima de
tudo, quando campos gravitacionais intensos estiverem
em jogo.

5. Comentarios Finais

A sombra do buraco negro M87*, no centro da galdxia
Messier 87, foi a mais comentada e divulgada imagem
cientifica no ano de 2019. A sombra produzida por um
buraco negro a milhées de anos-luz daqui e com uma
massa de bilhoes de vezes a massa do Sol despertou a
curiosidade e 0 medo de muitos. A colaboracio internaci-
onal que construiu tal feito, a Event Horizon Telescope,
nao hesitou em afirmar que a teoria da relatividade geral
de Albert Einstein foi aprovada no novo teste, e a som-
bra de M87* pdde ser bem descrita por uma das mais
estudadas solucgbes das equagoes do campo gravitacional

14Equipamentos como o futuro telescépio de 30 metros [43], no
Havali, e a rede de nova geragdo de radiotelescépios NGVLA (Next
Generation Very Large Array) |44].
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ou equagoes de Einstein: a solu¢do ou buraco negro de
Roy Kerr.

O buraco negro de Kerr é um buraco negro em rotacao.
Por estar em rotagao, pode produzir sombras deforma-
das a partir de conjuntos especificos de parametros, em
conformidade & sombra relatada pela colaboragao interna-
cional. Neste trabalho, a solucao de Kerr foi apresentada,
e suas principais caracteristicas foram destacadas. Um
procedimento para o calculo de sombras foi introduzido.
Com isso, fomos capazes de enxergar o efeito da rotacao
na sombra. Fomos capazes de confirmar a colaboracao.

Por fim, elenquei algumas aplicagoes das sombras (a
atual de M8T* e as vindouras) na gravitagdo e na cosmo-
logia. O estudo de sombras apresenta-se, acima de tudo,
como um estudo a partir de campos gravitacionais inten-
sos, gerados por buracos negros com milhoes e bilhoes
de massas solares. Em tal contexto, diferente de testes
e experimentos feitos no sistema solar, modelos, teorias,
teoremas e conjecturas poderao ser melhor determinados
e testados. O “fim do mundo” indicado por uma sombra
podera ser o comec¢o de um novo mundo dentro da fisica.
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Apéndice
A. Construgao das coordenadas celestes

As coordenadas celestes sdo adotadas para que se dese-
nhe a silhueta de uma sombra. E um distante observador
a desenhard a partir do seu referencial ou da sua te-
trada. Uma tetrada (eg, e1, ez, e3) pode ser vista como
uma base a partir da qual vetores e tensores sdo escritos.
Entao, ao invés da base das coordenadas t, r, 6 e ¢, é
usada uma tetrada. E numa geometria como a de Kerr,
o formalismo das tetradas pode simplificar muitas equa-
QéesE De acordo com Grenzebach et al. [14], a tetrada
ortonormal escolhida — a partir da qual projetam-se os
raios de luz ou as geodésicas tipo luz — é escrita como

L [ 2, 20 8}
° = Vas [(T ot " 36 |0y
10
ey = \/7 ) (30)
260 (Tob5700)
1 9 2,0
e _—— - + 5 97 ? 31
©2 VX send <8¢ e 8t> (rohsﬂo)( )
A0
o = /32| (32)
ZaT (Tobsﬂr))

15Veja Carroll [26], apéndice J, para uma discussido sobre o forma-
lismo das tetradas.
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A base (eg, e1, €2, e3), calculada na posigdo do observa-
dor (rops,6,), é escrita em componentes dos vetores da
base das coordenadas (%, %, %, a%s)' As caracteristicas
da tetrada acima sao: eg ¢ a quadrivelocidade do obser-
vador, e eg aponta na dire¢do do buraco negro, ou seja,
na direcao %. Além disso, é escolhida a direcdo eq * e3
como tangencial a dire¢do das congruéncias nulas princi-
pais, que sdo usadas para caracterizar espagos-tempo na
teoria da relatividade geralm Com a tetrada acima, o
observador nao estd necessariamente em repouso, além
de ndo estar no “infinito”. E comum em trabalhos que tra-
tam de espacgos-tempo assintoticamente planos assumir
que 7,55 — 00 para a descricdo da sombra. No entanto,
o caminho adotado aqui permite observadores distan-
tes mas nao obrigatoriamente no “infinito”. Com isso,
a abordagem exposta neste apéndice permite o estudo
de sombras de buracos negros em espagos-tempos que
nao sao assintoticamente planos, ou seja, que nao sao o
espaco-tempo de Minkowski quando r,,s — co. Exemplos
de tais espagos-tempo sao os assintoticamente de Sitter e
anti-de Sitter, como estudados nas referéncias |14}/19,36].

Para descrever os raios de luz que passam por 7y
(a regiao de fétons que marca a silhueta da sombra) e
chegam ao observador, as curvas que os representam, ou
seja, as curvas -y cujos vetores tangentes sao do tipo luz,
tém vetores tangentes na base das coordenadas dados
por

dry dt\ 0 dr\ 0 do\ 9 dep\ 0O
ir - (m)m*(w)aﬁ (m)ae* (m) %
(33)

Como disse, precisamos de uma descri¢do do fendmeno
na posicdo em que se encontra o observador, portanto

o vetor acima serd decomposto em termos da tetrada.
Decompondo-o, fica

dy
dr
(34)
de tal forma que os angulos a and [ sdo as ja indica-
das coordenadas celestes (caracterizadas na figura |4)).
Como afirmado na subsegdo [3.3] a descri¢cdo da sombra
é feita pelas coordenadas celestes, depois de projetadas
estereograficamente no plano cartesiano.

Com a decomposi¢ao do vetor tangente aos raios
de luz com o uso da tetrada (e, e1, ez, e3), o fator ¢
pdde ser escrito como

¢ (—eo + senacos e + sena senfSes + cos aes),

r2 4+ a?)E — aL
-
Y (Fobsr00)

16 Existem formas de classificar solucdes do campo gravitacional na
relatividade geral, como a solucao de Kerr, a partir do tensor de
curvatura ou do tensor de Weyl e suas propriedades. Na classificagdo
que usa o tensor de curvatura e diregoes principais nulas, atribuida
a Aleksei Petrov, a solugao de Kerr é tida como algebricamente
especial, tem até dois vetores nulos principais diferentes. Veja
Wald [31], capitulo 7, para um estudo sobre as classificagoes de
solugdes e, em especial, os dois vetores nulos principais da geometria
de Kerr encontram-se na p. 313.
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E, por fim, as coordenadas celestes foram igualmente
determinadas na configuracéo e geometria adotadas:

23
cos _ “dr , 36
o (r*+a*)E—aLl, o, %
senf AE#
senf = - —a 37,
p VA sena ((Tz +a?)E —al (rabs,(Go))

Portanto, se usarmos as equagdes para as componentes
r e ¢ da geodésica, indicadas nas equagoes e ,
e as substituirmos nas equacgoes —, obteremos
as formas para a e § (ou sena e senf) mostradas na
subsecao [3.3
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