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Modelo de associacao de molas em paralelo em atividades
de ensino de Fisica: uma analise do dominio de validade

Model of association of springs in parallel in activities of teaching of Physics: an analysis of the domain of
validity.
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Associagbes de molas sdo frequentemente exploradas no ensino de Fisica por meio de um modelo tedrico que
define a constante elastica equivalente de um conjunto de molas em paralelo como o somatério das constantes
eldsticas de cada uma das molas associadas. Como qualquer modelo cientifico, essa representagdo é construida
assumindo uma série de idealizagbes que delimitam o seu dominio de validade. No referido modelo, pressup&e-se
que, quando uma forga é aplicada, as molas associadas distendem-se igualmente, ou seja, apresentam uma mesma
deformacédo. Para o caso em que duas molas sdo usadas para sustentar um objeto verticalmente, dificilmente
teremos essa condicao respeitada. No presente artigo, apresentamos uma discussao sobre a associacdo de duas molas
em paralelo sob a perspectiva do processo de modelagem segundo Bunge. Propomos uma expansdo do modelo
tedrico tradicionalmente explorado considerando a associagao de duas molas em paralelo que nao se deformam
igualmente. Apresentamos também uma contrastagdo empirica do modelo tradicional e do modelo expandido
proposto. Entendemos que a discussdo construida tem potencial para, além de proporcionar a mobilizagdo de
conhecimentos de Fisica bésica, fomentar discussdes sobre o papel representacional do conhecimento cientifico,
possibilitando situagdes que demandam reflexdes sobre a natureza da Ciéncia.
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Spring associations are often explored in Physics teaching through a theoretical model that defines the equivalent
elastic constant of a set of springs in parallel as the sum of the spring constants of each of the associated springs.
Like any scientific model, this representation is constructed by assuming a series of idealizations that delimit its
validity domain. In the mentioned model, it is assumed that, when a force is applied, the associated springs extend
equally, that is, they present a same deformation. For the case where two springs are used to sustain an object
vertically, we will hardly have this condition respected In this paper, we present a discussion about the association
of two springs in parallel from the perspective of the Bunge modeling process. We propose an expansion of the
traditionally explored theoretical model considering the association of two parallel springs that do not deform
equally. We also present an empirical comparison of the traditional model and the proposed expanded model.
We understand that the discussion built has the potential to, besides providing the mobilization of basic physics
knowledge, foster discussions about the representational role of scientific knowledge, enabling situations that
demand reflection on the nature of Science.

Keywords: Hooke’s law, spring constant, parallel springs, scientific model.

1. Introducao pos da Fisica, evidenciando o carater representacional

do conhecimento cientifico, é o enfoque na modelagem
Vincular teorias e realidade ¢, sem duvida, um dos de-  cientifica [4-7]. Nessa perspectiva, os modelos sdo enten-
safios enfrentados pelos professores de Fisica. Os livros didos como representacoes simplificadas de eventos reais,
didaticos muitas vezes tratam de situagdes fisicas previ-  mediando as relagdes entre teoria e realidade. Seguiremos

amente ideahzadas, nao explicando as relag(N)eS entre os a abordagem da Inodelagem cientifica Segundo o fisico-
conhecimentos abordados e o mundo vivencial do aluno matemético e filésofo da ciéncia Mario Bunge [8,9]. Ele

[1]. Por outro lado, a literatura da drea mostra que €  menciona na sua obra Teoria e Realidade (1974, p. 31)
comum os estudantes entenderem que modelos cientifi- [10]:

cos sdo copias fiéis da realidade [2, 3]. Uma alternativa
promissora para proporcionar aos alunos uma reflexao

(s - . . Preocupar-nos-emos com objetos-modelo e
critica sobre as relagbes entre teorias e realidade nos cam-

modelos tedricos como esbogos hipotéticos de
*Enderego de correspondéncia: ricardo_speru@yahoo.com.br. coisas e fatos supostamente reais. Assim um
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fluido pode ser modelado como um continuo
dotado de certas propriedades e semelhante
objeto-modelo pode ser enxertado em uma
das varias teorias gerais, digamos a meca-
nica cldssica ou mecanica relativistica geral.
Do mesmo modo é possivel modelar um or-
ganismo de aprendizagem como uma caixa
negra equipada com determinados terminais
de entrada e saida e pode-se desenvolver este
objeto-modelo em um sistema dedutivo hi-
potético. Em qualquer dos casos produz-se
uma teoria especifica ou modelo tedrico de
um objeto concreto. O que se pode submeter
a provas empiricas sao tais modelos teéricos:
as teorias gerais despreocupadas com particu-
lares permanecem incomprovaveis, a menos
que sejam enriquecidas com modelos de seus
referentes. E os objetos-modelo mantém-se
estéreis a nao ser que sejam introduzidos ou
desenvolvidos em alguma teoria.

Neste artigo, abordamos um problema de Fisica sob
a perspectiva da modelagem cientifica, destacando que
os modelos cientificos, em func¢ao das idealizacoes consi-
deradas, possuem dominios de validade que podem ser
expandidos por meio de modificacoes em suas hipdteses.
Especificamente, abordamos as limitagdes do modelo de
associacao de duas molas em paralelo tradicionalmente
abordado nos livros didaticos de Fisica [11, 12]. Destaca-
mos como modificagoes em suas hipoteses possibilitam
uma expansao do seu dominio de validade. Adotamos
as concepgoes epistemoldgicas assumidas na Modelagem
Didatico-Cientifica. Desse modo, entendemos que um
modelo tedrico constitui um sistema hipotético-dedutivo
especifico que representa objetos ou eventos reais (ou su-
postos como tais) particulares fundamentados em teorias
gerais da Ciéncia. Por exemplo, um modelo de gas ideal,
fundamentado na Mecénica Estatistica Cldssica, pode
ser usado, com algum fim especifico, para representar
um géas real confinado. Sdo também exemplos de mode-
los tedricos da Fisica o modelo newtoniano de péndulo
simples, o modelo de fluido ideal, e 0 modelo atomico de
Bohr. Nao é nosso objetivo aqui, no entanto, expor por-
menores dessas concepgoes, que podem ser consultadas
em Heidemann, Araujo e Veit [1].

Nosso objetivo é apresentar uma experimentagao ex-
plicitando como o processo de modelagem orienta a cons-
trugao do conhecimento cientifico, e evidenciando como
tal processo possibilita uma melhor compreensao sobre
as potencialidades e limitacoes dos modelos cientificos.
Tal exemplo pode ser explorado por professores de Fisica
para a abordagem de conceitos importantes da Mecanica,
como a Lei de Hooke, de forma integrada com debates
sobre epistemologia na Fisica. Nesses debates, podem ser
discutidas questoes sobre, por exemplo, como o conhe-
cimento cientifico é construido, sobre os objetivos dessa
construgao, e sobre as potencialidades e limitagoes desse
conhecimento, proporcionando aos alunos a oportuni-
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dade para o desenvolvimento de criticidade sobre temas
centrais em reflexdes sobre a natureza da Ciéncia.

Robert Hooke, cientista inglés contemporaneo de Isacc
Newton, dedicou-se a pesquisas em diferentes areas, re-
alizando avancos na fisica e na biologia. Uma de suas
principais descobertas, que lhe deu maior notoriedade, é
a relacdo observada entre a forca aplicada em uma mola
e a deformacao produzida, hoje conhecida como a Lei de
Hooke. J4 em 1675, Hooke escrevia em seu diario: “todas
as molas em liberdade dobram espagos iguais por igual
aumento de peso’ [13].

E importante destacar que, ainda que nos restrinjamos
neste artigo a discutir situagdes em que a relagao entre
a forca aplicada e a deformacao sofrida pelas molas é
linear, elasticidade nao implica proporcionalidade linear.
Um material é elastico quando nao sofre deformagoes
irreversiveis [14]; ou seja, ao ser deformado por uma forga,
volta a sua forma original quando essa forca cessa. Molas
de maneira geral sdo eldsticas, mas ndo necessariamente
lineares [15]. Somente para elongaces da mola em que a
distribuicao espacial dos elos se torna aproximadamente
uniforme, os espagamentos entre as espiras podem ser
considerados iguais e espera-se que a Lei de Hooke seja
valida [16, 17]. Neste artigo usamos molas cilindricas e
nos concentramos na regiao em que a Lei de Hooke é
satisfeita, dentro de certo dominio de validade e grau de
aproximacao.

No que segue, apresentamos o modelo tradicional de
associacao de molas em paralelo, que assume que as
duas molas se distendem igualmente, e o contrastamos
experimentalmente para o caso em que as duas molas
tém constantes elasticas semelhantes. Entao, propomos
uma expansao desse modelo para representar satisfatori-
amente situagoes em que as distensdes das duas molas
nao sao necessariamente iguais, ou seja, que extrapolam
o dominio de validade do modelo tradicional. O modelo
expandido é contrastado empiricamente nos casos em
que as constante eldsticas sdo (e ndo) semelhantes. En-
tendemos que essa discussao pode ser frutifera para o
ensino de Fisica tanto para a abordagem de contetidos
cientificos, como para discussdes sobre a natureza da Ci-
éncia, pois, assim como diversos autores da area de ensino
de Ciéncia [18-20], assumimos que, enfatizando o papel
dos modelos na construcao da Fisica, possibilitamos que
os estudantes compreendam o carater representacional
do conhecimento e as consequéncias dessa caracteristica
indelével da Ciéncia.

2. O modelo de associagdo de molas em
paralelo nos livros didaticos

As propriedades elasticas dos materiais sdo amplamente
pesquisadas. Pegas de usinagem para equipamentos, amor-
tecedores de veiculos, colchGes de espuma flexivel ou

1 The Diary of Robert Hooke: 1672-1680, ed. Henry W. Robinson
and Walter Adams (London: Taylor and Francis, 1935), apud Moyer,
p. 267 (traducdo nossa) [13].
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de molas sdo exemplos de aparatos com delineamento
tecnolégico fundamentado em propriedades eldsticas de
materiais. As propriedades eldsticas dos materiais sdo
tradicionalmente abordadas no ensino de Fisica bésica
com os estudos sobre o comportamento de molas a partir
da denominada Lei de Hooke [21, 22]. Tal lei relaciona
a forca restauradora da mola com a sua deformacao da
seguinte forma [23, p. 115]:

F=—kZ, (1)

sendo k a constante eldstica ou de rigidez da mola, T,
a deformacao ou a elongacao da mola, ou seja, é o des-
locamento da extremidade livre da mola em relacdo a
posicao em que a mola nao estd nem comprimida nem
distendida (z = 0).

Neste ponto, podemos destacar um aspecto basico da
natureza do conhecimento cientifico: o cardter representa-
cional dos modelos tedricos. Assumir que a forca elastica
em uma mola respeita a Lei de Hooke é uma simplificacao
da realidade. Tal idealizagdo, no entanto, é satisfatéria
para se representar o comportamento de molas em diver-
sos casos. Tomando a Lei de Hooke e fundamentando-se
na Mecanica Newtoniana, diversos livros didaticos, tanto
de nivel médio como superior [11, 12][23, p. 133][24],
expoem a construgdo de um modelo teérico para repre-
sentar associagoes de molas em paralelo ou adotam esse
modelo, sem construi-lo com base nas suas hipéteses ba-
sicas. Tal interesse pode ser justificado em fungao dos
diversos sistemas reais que demandam o uso de molas
acopladas, como as molas do sistema de amortecimento
de motocicletas e automoveis, de equipamentos de Pilates
[25], entre outros. Assim, sua abordagem no ensino de
Fisica pode ser problematizada com eventos vivenciais,
na qual sdo considerados os conhecimentos prévios dos
estudantes, fundamentada conceitualmente, e validada
experimentalmente.

No que segue, detalharemos esse modelo, que denomi-
naremos aqui de Modelo Tradicional para Associagoes
de Molas em Paralelo (MTAMP). A Figura 1 ilustra o
objeto-modelo, em que duas molas de mesmo compri-
mento sdo associadas em paralelo com uma haste as
unindo nas suas extremidades inferiores com a carga
suspensa no centro da haste.

Admite-se que:

- as massas das molas e da haste, o empuxo do ar e as
pequenas vibracoes das molas sdo despreziveis;
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- para cada uma das molas, a forca eldstica exercida
pela mola (individualmente) é linearmente proporcional
a sua elongacao, ou seja, F1 = kix1 e Fo = koxo.

- as molas 1 e 2 e a mola equivalente sofrem iguais
elongacoes, isto é, 1 = 22 = zp.

Pretende-se descrever o comportamento elastico dessa
associacao de molas em paralelo por uma tinica mola,
denominada de mola equivalente, cuja elongacao xg € a
mesma das molas 1 e 2.

Um professor, ao explorar esse modelo tedrico, deveria
questionar o que acontece quando as constantes eldsticas
ndo sdo aproximadamente iguais. Se ha diferenga sig-
nificativa entre as constantes eldsticas, necessariamente
as forgas nas duas molas ndo podem ser consideradas
iguais, ou seja, a forga aplicada na haste nao é distribuida
igualmente nas duas molas. Para a haste permanecer na
posicao horizontal, é necessario que a carga seja deslocada
do centro da haste, como vamos discutir.

Para ki1 = ko, a Figura 2 expbe o diagrama de corpo
livre da haste do objeto-modelo da Figura 1. As forgas
fl e 152 representam as forcas restauradoras das molas 1
e 2, respectivamente, e Fa for¢a aplicada pela carga sus-
pensa na haste, responsavel pela deformacao das molas.
Assumindo a primeira condi¢ao de equilibrio, temos:

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ:6. (2)

—

F

Figura 2: Diagrama de corpo livre da haste. No desenho Fi = F3
e a carga estd pendurada no centro da haste. Se as elongagdes
das molas sdo iguais (z1 = x2), ki deve ser igual a kz. Se k; é
diferente de k2 e 1 = x2, F1 n3o pode ser igual a F», como
mostrado no desenho, e a carga teria que ser deslocada do centro
da haste para manter x; = Xa.

Mola
Equivalente

Figura 1: Representacdo do modelo tradicional para associacdo de molas em paralelo.
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Usando o médulo dessas forgas, temos:
Fl + FQ =F. (2&)

Como assumimos que F; e Fo obedecem a Lei de Hooke,
e que Fg (= F) é igual ao médulo da forga eldstica
exercida pela mola equivalente,temos:

kix1 + koxo = kpag, (2b)

sendo ki e ko as constantes eldsticas das duas molas
isoladas, kg, a constante elastica da mola equivalente
no modelo tradicional e xg a correspondente elongacao
equivalente. Usando a hipétese 1 = o = x g na equagio

, temos:

ki + ko = kg, (3)

ou seja, no MTAMP, a constante elstica kg é dada pelo
somatorio das constantes elasticas das molas isoladas.

Nesta deducgao, admitiu-se que as constantes eldsticas
das duas molas fossem iguais. Caso haja diferenga signifi-
cativa entre as constantes elasticas das molas, ki # ko, a
condicdo r1 = X2 nao seria satisfeita com a carga sendo
colocada no centro da haste. A equacao s6 poderia
ser aplicada para k; # ko se a carga fosse deslocada do
centro, de modo que as elongagoes de ambas as molas
fossem iguais. Esse aspecto nao costuma ser discutido nos
livros didaticos, mas vamos discuti-lo detalhadamente na
proxima segao.

Um professor que explora esse modelo tedrico pode,
portanto, conduzir debates sobre as implicagoes das ide-
alizacoes consideradas em um modelo no seu grau de
precisao, ressaltando aspectos da construgao do conheci-
mento cientifico.

Para contrastar empiricamente o MTAMP, coletamos
dados experimentais. Para isto, previamente foram de-
terminadas experimentalmente as constantes elasticas de
duas molas (k; e ko), medindo, para diversos valores de
forca aplicada pela carga suspensa na mola, a elonga-
¢ao da mola quando o conjunto corpo suspenso e mola
atingem o repouso. Com base na curva de ajuste desses
dados, obtivemos a constante elastica de cada uma das
molas.

Posteriormente, as duas molas de mesmo comprimento
foram suspensas em um suporte e conectadas em seu
extremo inferior por uma fina haste de metal de alumi-
nio. As molas ficaram, entdo, associadas em paralelo,
como mostra a Figura 3. No centro dessa haste foi pen-
durada uma carga (Figura 3.a e 3.c). Foram utilizados
como carga arruelas de massas de 10 gramas e 20 gramas,
inseridas num gancho de 10 gramas. Os instrumentos uti-
lizados para as medigdes, e respectivas incertezas, foram:
1) de massa, uma balanca de pratos de 0,05 grama, e i)
de comprimento, uma régua fixa na vertical, de 0,0005
metro. Foi usado como valor da aceleragao da gravidade
£=9,79520,003 m/s?[

2 Aceleracdo da gravidade mensurada pelo prof. Fernando Lang
da Silveira no mesmo local onde os experimentos relatados neste

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, €20190076, 2020

Modelo de associagdo de molas em paralelo em atividades de ensino de Fisica

Figura 3: a) Se k1 =~ ks, a haste permanece horizontal com
carga suspensa. Se k1 # k2, em (b) a haste fica na posicdo
horizontal quando ndo h4 carga suspensa, e em (c) se inclina
quando ha carga.

A situacdo exposta na Figura 3.a respeita aproxima-
damente as idealizac¢oes adotadas no MTAMP, em que
se considera iguais deformacdes das molas 1 e 2, para
valores de ki =~ ko. No entanto, tal modelo nao representa
satisfatoriamente a configuragao experimental exposta na
Figura 3.c, para molas com constantes elasticas ki # ko
com a carga suspensa fazendo com que a haste nao fi-
que na posicao horizontal, apesar de que estivesse nessa
posicdo sem a carga suspensa (Figura 3.b). Logo, néo é
adequado assumir a hipétese de igualdade das elongagdes
das molas, ou seja, que 1 = T2 = xg, e é necessario
expandir o MTAMP, determinando a constante eldstica
equivalente dessa configuracio, conforme serd debatido
na Secao 3. Tal fato, para o docente interessado em fo-
mentar debates sobre a natureza da Ciéncia, fornece uma
situagao que exemplifica como procedimentos de controle
de varidveis sdo centrais em experimentos em que se
pretende contrastar empiricamente modelos teéricos da
Fisica, e como esses procedimentos sao dirigidos pelas
idealizagOes consideradas no modelo contrastado. Sobre
isso, Bunge (1974, p. 24) [10] sugere:

Se o modelo tedérico Ty nao concorda com
os fatos e se for possivel estar razoavelmente
seguro de que isto nao se deve ao erro dos da-
dos experimentais, sera preciso modificar as
ideias tedricas. Isto é mais rapido de se dizer
do que se fazer, pois hé diversas possibilida-
des: pode-se querer variar o objeto-modelo m,
querer guarda-lo e adotar uma outra teoria
geral Ty, pois toda teoria especial é consti-
tuida, em principio, de um m e de uma T, que
nao se deixam determinar reciprocamente (.
. .). O tipo de mudanga preconizada depen-
derd dos servigos prestados no passado pelo
objeto-modelo e pelas teorias gerais envolvi-
das. Se estas ultimas foram bem sucedidas
antes, sera prudente tentar um novo objeto-

artigo foram realizados. Detalhe sobre os procedimentos dessas
medigoes estdao disponiveis em https://www.if.ufrgs.br/~lang/Tex-
tos/GRAVIDADE.pdf
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modelo; para isso, ter-se-a talvez necessidade
de novos dados empiricos.

Voltando a configuracio experimental referente ao caso
k1 =~ ko (Figura 3.a), os dados empiricos coletados dessa
configuracdo de molas em paralelo, como também das
molas por separado, sdo plotados na Figura 4, onde se
vé, além disso, a curva de ajuste para a determinacao da
constante elastica de cada uma das molas, assim como
da associacdo das molas em paralelo. A incerteza na
medida da elongacao equivalente, considerando o efeito
de paralaxe, foi de 0,002 metro. O ajuste linear dos dados
foi realizado usando o software Origin, o qual fornece
tanto o coeficiente angular quanto seu desvio padrao,
ou seja, o valor de constante eldstica e a sua incerteza,
resultando ky = 19,2 +0,4 N/m; ks = 19,8 £0,4 N/m
e o valor empirico da constante para as molas associadas
em paralelo é dada por keyp = (38,3 £0,9) N/m. Por
outro lado, pode-se predizer a partir do MTAMP o valor
da constante elastica equivalente, dada pela soma das
constantes eldsticas das duas molas kg = (39,0 £0,6)
N/m.

Considerando tanto as incertezas da predigdo do mo-
delo tedrico quanto da medida realizada, o valor estimado
(kg) e o valor experimental (ke.,) para a constante elds-
tica equivalente se sobrepoem. Pode-se, portanto, afirmar
que os dados experimentais coletadas dao apoio empirico
ao MTAMP, corroborando sua validade para situagoes
em que as constantes eldsticas das molas acopladas sao
similares (k1 = ko). Ou seja, é validada a hipétese de
que ambas as molas 1, 2 e a mola equivalente apresentam
as mesmas elongagoes. No entanto, como ji menciona-
mos, tal hipotese nao é respeitada na situacdo exposta
na Figura 3.c. Para representarmos satisfatoriamente tal
situagao, expandimos o MTAMP e o contrastamos empi-

1.2
[ A molal: k i
10 [ O mola2: k 7 % _
1 % molal+2: k. /* ; O 1
08} ]
: * o4 |
Zosl / ]
g,. : & &
£ 04 : ]
: * o ) k, =(19.2+0.4) N/m
02fF K =(198£04)N/m 4
L a k =(83£09)Nm ]
00l k., =(39.0£0.6)N/m
i s v s 5 1S pa ¢ ops ps P gy g pEen @)y
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

Elongagéo (m)

Figura 4: Forca aplicada em funcdo da elongacdo produzida em
cada uma das molas, com constantes elasticas ki =~ ko, e na
associacdo de molas, com a carga aplicada no centro da haste. O
valor da constante elastica predita pelo MTAMP é representado
por kyr.
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ricamente. Os procedimentos realizados sdo expostos na
préxima secao.

3. Uma expansao do modelo de
associacao de molas exposto em livros
didaticos

A discussdo proposta nessa secdo se constitui em um
exemplo sobre como os modelos tedricos podem ser ex-
pandidos por meio de modificagbes nas suas hipdteses
mais béasicas, ampliando seus dominios de validade. Desse
modo, pode fomentar debates em aulas de Fisica sobre o
crescimento em superficie do conhecimento cientifico, que
é caracteristico do trabalho dos cientistas em periodos
de Ciéncia normal.

Para explicar a configuracdo experimental da Figura
3.c, construimos uma Expansdo do MTAMP (EMTAMP)
para predizer o valor da constante elastica equivalente de
duas molas, com diferentes constantes ki e kg, associa-
das em paralelo. A Figura 5.b ilustra a representagao do
objeto-modelo investigado na EMTAMP, em que duas
molas inicialmente de mesmo comprimento sao associ-
adas em paralelo com uma haste as unindo nas suas
extremidades inferiores (ver Figura 5.a). Cabe destacar
que a expansao do modelo nao pressupoe que a carga seja
aplicada no centro da haste. A carga é pendurada a uma
distancia L1 do extremo inferior da mola 1, sendo que a
distancia entre as extremidades inferiores das molas é L
(= Ly + Lo, comprimento da haste).

Nesse modelo tedrico, busca-se descrever o comporta-
mento eldstico de uma associagdo de molas em paralelo,
unidas por uma haste horizontal com uma carga sus-
pensa em um determinado ponto da haste, por uma tnica
mola, denominada de mola equivalente E| (ver Figura 5.c).
Impde-se que a mola equivalente, quando sujeita a carga
F , tenha elongacao rp.

Assume-se que:

- as massas das molas e da haste, o empuxo do ar e as
pequenas vibragoes das molas sdo despreziveis;

- para cada uma das molas, a forca elastica exercida
pela mola (individualmente) é linearmente proporcional
a sua elongacado, ou seja, F1 = kix1 e Fo = koxo;

- a elongacdo da mola equivalente T é dada pelo des-
locamento entre a posicao inicial da haste sem carga
(posicdo x =0, linha horizontal tracejada da figura 5) e o
ponto de suspensao da carga pendurada na haste quando
as molas estao deformadas (ver seta pontilhada de cor
vermelho da Figura 5.b);

- as duas molas estao paralelas.

A elongacéao equivalente do sistema, £z, ndo somente
estd relacionada com as elongacdes das molas 1 e 2, mas
com os valores de comprimentos L1 e Lo da haste. Ao se
deslocar a haste da posi¢do inicial horizontal (z =0, sem

3 Também neste caso, na mola equivalente é aplicada a mesma forca
F que é aplicada no conjunto de molas. A elongagao equivalente se
relaciona as elongacdes x1,x2 e L1, e sua energia potencial elastica
é a soma das energias potenciais elasticas das molas 1 e 2.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, e20190076, 2020



€20190076-6

Figura 6: A linha tracejada indica a posi¢do inicial da haste, sem
carga. Com carga, a haste desce, saindo da posicdo horizontal.
Pode-se ver na figura um trapézio grande, que contém dois
menores. Observe-se que g é o deslocamento da posicdo inicial
da haste até a posicdo final da mesma haste no ponto onde é
aplicada a forca F.

carga) até uma posigao final inclinada, as molas e a haste
formam um trapézio (ver Figura 6). A propriedade de um
trapézio é que suas bases sdo paralelas, ou seja, ¥1 // s,
por conseguinte, paralelo a Zg. Nessa figura observam-
se dois trapézios menores semelhantes e pode-se, entao,
escrever as seguintes as proporgoes:

X1 TE
D_TE L oLy = 2L 4
L. L, B = ke (42)
X2 g
L, I, TE e = T2l (4b)

Somando + , temos: xg(L1 + Lo) = x1Lo +
SL’QLl.
Como L = Ly + Lo, tem-se:

T = by + 2oLy (4¢)
L
A expressao é a condicdo de paralelismo, a hipétese
principal do modelo tedrico EMTAMP (diferente da hip6-
tese da igualdade das elongagoes do modelo tradicional,
MTAMP)

A Figura 7 apresenta o diagrama de corpo livre da
haste do objeto-modelo da Figura 5.b. Identificamos as
forgas exercidas pelas molas sobre a haste como F 1 e ﬁg,
e a forga deformadora exercida pelos corpos pendurados
em um ponto qualquer da haste como F.

Como a haste ndo se movimenta, entao ela se encontra
em equilibrio tanto de translagdo quanto de rotacao.
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Mola
— Equivalente
F q

(¢)

L

F
Figura 7: Diagrama de corpo livre da haste do objeto-modelo
na EMTAMP.

Logo, da Primeira Condigao de Equilibrio (equilibrio de
translagdo), temos que os médulos das forgas:

F1+F2:F. (5&)

Assumindo que F1, Fo e Fg (= F) obedecem a Lei de
Hooke, da equagao temos:

F1 = klxl, FQ = kg.’l?g e FF = ]{/’EmE <5b)

sendo ki, ko e kg as constantes elasticas dessas molas e
T1, T2 € T, as respectivas elongacgoes.
Isolando-se kg, tem-se:

F
k’E = E 5 (5C)
Substituindo a equagao na equagao :
FL
kp= ——m . 5d
BT a4 a2 Ly (5d)

Por outro lado, da Segunda Condicao de Equilibrio
(equilibrio de rotacdo em torno do ponto O, ponto de
aplicagdo da forca F-F igura 7), temos:

— ML+ F,Lo=0 — F1Li= FyLs. (6&)
De (6a), F> = (L1/L2)Fy . Substituindo em (5al),

Ly L
L L
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Ly
= —F 6b
= T (6b)
De forma anéloga,
Ly
To = Tkz F (GC)

Substituindo (6b]) e (6¢) na equagao , resulta:

1
kg = . (7)
(2) £+ (B)° &

A equagdo representa a predicao da constante elds-
tica equivalente kg na EMTAMP. Deste modelo podem-
se derivar as seguintes situagoes particulares:

-Se Ly = Ly = L/2, temos:

4 k1 ko
kp= ——— . 7
L ki + ko (72)
- Se k1 = ky = k, temos:
k

(7)" + (%)
- Se considerarmos tanto na equagao 7.a, k1 =~ ko =k,
quanto na equacao 7.b, Ly = Ly = L/2, obtém-se:

kg ~ 2k, (7c)

resultando o valor que prediz o modelo tradicional
(MTAMP) kE = k‘1 + kz ~ 2k [77 8, 127 ].3]

Cabe destacar que, diferentemente do MTAMP, que é
limitado pela hipétese de igualdade de elongagdes das mo-
las associadas, a EMTAMP tem seu dominio de validade
restringido pela hipdétese representada na equagao 4.c,
que demanda que a figura formada pela haste, as molas
e a barra de sustentacdo forme um trapézio. Na prética
isso significa assumir que ¥y, T e Zg sdo paralelos. As
distancias entre os extremos superiores e inferiores das
molas sao fixos, delimitados pela distancia L estabelecida
pelas barras que as vinculam. Se a diferenga entre as
elongagdes das duas molas (x2 — 1) é significativa em
relacdo ao comprimento da haste L, se perde a condigao
de paralelismo dos deslocamentos das extremidades in-
feriores das molas e a figura deixa de ser um trapézio,
nao sendo mais valida a hipotese sintetizada na equagao
(4c|) (maior detalhe no material suplementar). Essa di-
ficuldade se apresenta também quando o valor de uma
das constantes de mola é maior do que o dobro do valor
da outra mola, como, por exemplo, para uma situacao
realizada, mas nao abordada neste trabalho, k; ~ 4ks.
Poderiamos, nesse caso, usar hastes de maior compri-
mento, mas, desse modo, estariamos nos afastando da
hipétese de que tais hastes possuem massa desprezivel.

Para contrastar empiricamente o modelo tedrico EM-
TAMP, compararemos os valores de kg estimado pelo
modelo segundo a equagao com evidéncias experimen-
tais. Para isto, coletamos dados em trés situagoes em que
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as elongacoes das molas ndo sdo iguais: para um caso
em que ki e ko sdo semelhantes e a carga é pendurada
fora do centro da haste; para um caso em que ky e
ko sao diferentes e a carga é pendurada no mesmo local
da primeira situacao; e para o caso em que a carga
estd pendurada em uma posicado L; tal que, segundo a
equagdo (7)), a constante eldstica da mola equivalente é
méxima. Finalmente mostramos resultados considerando
cargas suspensas em diferentes posi¢des ao logo da haste.
No que segue, apresentamos os resultados obtidos.

3.1. Contrastacao do modelo para k; =~ k,

Foram coletados dados para a carga colocada mais pré-
xima da mola 2, especificamente em Ly =3L// e Ly =L/4,
sendo o comprimento da haste L = 8cm. Como esperado,
a mola mais préxima da carga sofre maior elongagao
que a mola mais distante. Da curva de ajuste aos dados
experimentais, mostrados na Figura 8, obtém-se keyp =
(33,2 £0,9) N/m enquanto que o valor predito pela equa-
¢ao @, deduzida dentro do modelo teérico EMTAMP, é
kg = (31,650,8) N/m.

Considerando a incerteza da predicao, constata-se que
a predicao e a inferéncia experimental se sobrepoem, o
que pode ser considerado como uma evidéncia da validade
da EMTAMP para representar o evento investigado.

3.2. Contrastacao do modelo para k; # k,

Foram coletados dados em duas condigoes: 7) com a carga
pendurada no centro da haste (L; = Lg) (Figura 3.c), e
it) com a carga colocada a 3L/4 da mola 1. A configuragao
experimental consistiu na associacao em paralelo de duas
molas com constantes eldsticas k1 = (7,2 +£0,2) N/m e
ko = (12,8 £0,2)N/m.

0.8
e
06| i
Z o4l .
]
{2 H
55 I Z k =(192 % 0.4) N/m
=l K, =(19.8 £ 0.4) N/m
k,_=(33.2£0.9)N/m
L k., =(31.6+0.8)N/m
0,0 |+ 2
1 I L © | -1 PR P PR il | -1 1 P L P 2
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

Elongagao (m)

Figura 8: Forca aplicada em L; =3L/4 em func3o da elongac3o
da mola equivalente xr do sistema de molas com constantes
elasticas similares (ki &~ k) associadas em paralelo. O valor da
constante elastica predita pelo EMTEMP é representada por
kemT.
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No caso (i), mesmo quando a carga é pendurada no
centro da haste (L; = Lg), uma das molas sofre uma
deformagao maior do que a outra devido a sua menor
constante de rigidez. Plotando os dados coletados da
forga aplicada no centro da haste em funcao da elonga-
¢do x g, foi feito o ajuste linear dos dados inferindo-se
o valor de kezp = (18,250,4) N/m. Nessa configuracao,
a EMTAMP prediz, segundo a equacao , o valor de
kg =(18,4 £0,6) N/m. Novamente, considerando as incer-
tezas relacionadas, a predicao e a inferéncia experimental
se sobrepdoem, dando apoio empirico ao modelo.

No caso (i), usando a mesma configuragdo experimen-
tal, coletamos dados com as mesmas duas molas, porém
com a carga suspensa a 3L/4 da mola 1. Como esperado,
verificamos que a mola 2, mais proxima da carga, sofria
deformagao maior do que a mola 1, mais distante. Os
resultados podem ser vistos na Figura 9, onde se observa
que o valor obtido para a constante de rigidez das molas
associadas é keyp, =(18,5 £0,4) N/m. Nessa configuragéo,
a EMTAMP prediz o valor de kg =(19,0 £0,7) N/m.
Portanto, podemos inferir que o resultado experimental
corrobora empiricamente o modelo tedrico contrastado.

12
r /A mola 1 k, * 1
10F O mola2 k, * 2 O'IA. n
[ +2 k :
i % mola 1+2 km 4 o ]
08| * o ]
g [ * 7___,0 ]
© 0.5 N A,*’ (o] g V2 'ul ]
W o4} ]
[ k =(7.2£0.2)N/m ]
02 .9 k,=(1280.2)N/m ]
[ 8 k,_=(18.5£04)N/m -
00F o k., =(19.0%0.7)N/m .

o b o e il e o b o sea boaen ol aops oo ls e Lopon eoacl aoe o gl

0,00 001 0,02 0,03 004 005 006 0,07 0,08
Elonaacao (m)

Figura 9: Forca aplicada em func3o da elongacdo para as molas

1, 2 (com constantes eldsticas k1 % k2) e equivalente. Nesta

Gltima, as molas 1 e 2 s3o associadas em paralelo, com a carga

pendurada na haste a 3L/4 da mola 1.0 valor da constante
elastica predito pelo EMTAMP esta representado por kgwmr.

4As molas com k; % ko foram elaboradas pelos autores usando
arame de aco, diferentemente das molas usadas nos casos em que
assumimos k1 & k2, que eram comerciais. Ao se confeccionar as mo-
las, observamos que elas acumulavam tensoes. Quando submetidas
a tratamentos térmicos, essas molas passaram a ter comportamento
linear com menores elongagdes, mas, ainda assim, para elongacdes
muito pequenas, elas ndo eram linearmente proporcionais a forga
aplicada, implicando que o ajuste dos dados com elas ndo passe na
origem. Como mencionado na introducao deste artigo, esse com-
portamento ndo linear para pequenas elongag¢oes da mola foram
observados e explicados por Prior [16] e Lancaster [17].
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3.3. Contrastacao do modelo para pontos do
haste onde kg é maximo.

Da equagao , podemos reescrever, considerando Ly =
L — Lli

f L) = ks = L-1,\° 1 2, ®)
( L 1) T (Tl) k2
O valor méximo da fungao f(L;) para determinado

valor de L satisfaz a condicao: ;—Lf =0.
O valor de L, para o qual kg é maximo é dada por:

koL
= —, 9
P (9)

Logo, de @, substituindo os valores de k1 = 7,2 N/m
e ko = 12,8 N/m, temos L1 = 0,64L, sendo kgmaer =
(20,0 +0,3) N/m o valor predito pelo modelo tedrico a
partir das equagdes (7)) ou (8), no caso em que L = 8 cm.

Para a contrastagao empirica, foram coletados dados
das elongacgoes da associagao em paralelo das duas molas
para diversos valores da carga dependurada no ponto da
haste em que a constante elastica equivalente é maxima
(L1 = 0,64L = 5,12 ¢cm). Tais dados constam na Tabela
1. O valor experimental para a constante eldstica da
associacao obtido por meio do ajuste desses dados na
regido que apresenta comportamento linear é ey, = (19,7
+0,2)N/m. Esse dado d4 suporte empirico ao modelo
teérico no ponto de kg maximo, em que a constante
eldstica predita tem valor (20,0 £0,3) N/m. .

Para estudar a validade da Eq. 7 e mostrar que a
constante eldstica da associagdo depende da posicao da
carga (Eq. 8), também foram determinadas as constantes
elasticas da associagdo das duas molas, colocando a carga
em diferentes pontos da haste. Os dados obtidos constam
na Tabela 2, onde sd@o mostrados a posicao da carga L,
a relagdo L; /L, os valores de kg estimados do modelo
tedrico (Eq. 7) e os resultados empiricos kegp, obtidos
com as suspensao de diferentes cargas na haste para cada
posicao Li. Os valores tedricos contém barras de incerte-
zas pois foram obtidos a partir dos dados experimentais

(Eq. 8).

=~

L,

Tabela 1: Dados da elongacdo da associacdo em paralelo de
duas molas em funcdo da massa da carga colocada no ponto
da haste em que kg é maximo, (L1 = 0,64L= 5,12 cm). As
constantes elasticas das molas s3o k1 = 7,2 N/m e ko = 12,8
N/m.

Xexp (M) m (kg) F=mg (N)
0,000 0,000 0,000
0,006 0,02005 0,196
0,010 0,02995 0,293
0,014 0,04005 0,392
0,018 0,05005 0,490
0,023 0,05995 0,587
0,028 0,06990 0,685
0,033 0,07995 0,783
0,038 0,09005 0,882
0,043 0,10015 0,981
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Figura 10: Constante eldstica da associagdo de duas molas
(k1 =72N/m e ky = 12,8 N/m.) em paralelo em funcio do
ponto de suspensdo da carga em uma haste de L. = 8 cm, que
une as molas. A curva representa os resultados previstos pelo
modelo EMTEMP (Eq. 7). O valor da constante elastica predita
por este modelo é representada por kgm.

Esses resultados sdo mostrados na Figura 10, onde se
pode observar que o modelo EMTAMP descreve bem os

dados experimentais no intervalo de (0,35 a 0,85)L;/L.

Fora dessa regiao, os valores previstos pelo modelo kg
deixam de descrever com precisdo os dados experimentais
(kexp)- Isso se deve a que a hipdtese de paralelismo das
elongacoes das molas 1 e 2, assumida no modelo, deixam
de ser cumpridas & medida que a carga se aproxima de
uma, das molas, como se pode ser visto na Figura 11.

Observe-se desta figura que o paralelismo das molas é
perdido gradualmente quando afastamos a mesma carga
(3 discos metalicos) da parte central (L; =L/2) para
posigoes proxima a mola 1. (No material suplementar é
discutida a condigdo de paralelismo)

Em sintese, a contrastagdao experimental mostra que
o modelo construido levando em conta a inclinacao da
haste (EMTAMP) representa uma melhoria em relagao

Tabela 2: Constantes elasticas experimentais para a associacio
de duas molas em paralelo para diferentes posicdo da carga,
comparadas com o valor teérico (Eq. 8). As molas tém constantes
elasticas k1 = 7,2 N/m e ko = 12,8 N/m, a haste que as une
L =8cme L; é a distdncia da mola 1.

Li(cm) Li/L  kexp (N/m) kgwmr (modelo) (N/m)
0,00 0,000 - 72
1,00 0,125 11,9 9,3
2,00 0,250 14,2 12,0
3,00 0,375 15,5 15,3
4,00 0,500 19,1 18,4
5,12 0,640 19,7 20,0
6,00 0,750 18,5 19,0
7,00 0,875 18,1 16,1
8,00 1,000 - 12,8

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0076

€20190076-9

ao modelo tradicional, contudo, como esperado, pois os
modelos cientificos sdo representacoes da realidade, o mo-
delo expandido também possui um dominio de validade
limitado.

4. Comentarios finais

Um costume dos livros de ensino é de fazer analogias
entre situagoes fisicas diferentes, explorando algumas de
suas representacoes, sejam visuais, algébricas e ou ideias
que apresentarem similaridade. Em termos gerais, uma
analogia é, frequentemente, entendida como a compara-
¢ao baseada em similaridades entre estruturas de dois
dominios de conhecimento diferentes, um mais familiar
(denominado “anélogo”) e outro desconhecido ou menos
conhecido (denominado “alvo”) [26]. Por outro lado, Fon-
seca e Trindade [27] expde a importancia das analogias
ao se referirem ao estudo de Einstein da teoria quantica
do gas ideal monoatémico, mais conhecida como Conden-
sacao de Bose-Einstein. Einstein usou como analogia o
estudo de uma condensacao em gases reais, nao obstante
a condensagao que estudava ter origem fisica distinta.
Em relagdo a associagdo de molas, em particular, é
comum nos livros didaticos se fazer analogia entre a
associacao de molas e a associacao de resistores, o que
pode levar a raciocinios equivocados. Por exemplo, na
associacdo em paralelo de molas no modelo tradicional, a
constante elastica equivalente é dada como a soma kg =
k1 + ko. J4 no caso do modelo de resistores, a resisténcia
equivalente é dada por % = R% + R%' Uma analogia mais
coerente seria entre a associagdo de molas e a associa¢io
de capacitores, em que ambos os modelos apresentam
estrutura algébrica similar. No caso da associagdo em
paralelo de dois capacitores, a capacitancia equivalente
é dada por Cg = Cy + Cs. Agora, se entramos nos
pormenores dos modelos, veremos que mesmo sendo as
estruturas algébricas similares, as ideias inseridas nos
modelos nao se correspondem. Por exemplo, no sistema
de dois capacitores associados em paralelo a diferenca de
potencial elétrico em ambos os capacitores é a mesma.
No entanto, ndo necessariamente a forca F, a grandeza
correspondente & diferenca de potencial para a associagéo
de molas, é a mesma para as duas molas associadas, pois
essa forga é distribuida na haste. A hipétese no modelo

Figura 11: A condicdo de paralelismo das molas é perdida
gradualmente a medida que a mesma carga se afasta (a) do
centro da mola L; =L/2, para (b) L1 = 2L/8 e (¢) L1 =L/8.
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da associacao de capacitores é que, no equilibrio, a carga
equivalente é dada por qg = ¢1 + g2, enquanto o anédlogo
da elongacao equivalente é dada por xg = 1 = z2. Ou
seja, a rigor nao basta que a estrutura algébrica seja
similar para se ter uma analogia adequada.

Como diria um dos arbitros deste artigo, no caso de cir-
cuitos elétricos “a equivaléncia tem um aspecto absoluto”,
pois, por exemplo, na associagdo de resistores os diversos
pardmetros (corrente total, tensdo fornecida pela fonte
de diferenga de potencial e dissipagao total de energia
através do efeito Joule) sdo os mesmos, tanto no circuito
original como no equivalente. J4 no caso da associacao de
molas “a equivaléncia tem um aspecto relativo”, pois kg
e g dependem de caracteristicas intrinsecas (Ly e La) e
extrinsecas do sistema (F; e F»). O produto kg. xg se
ajusta para que Fg ndo dependa de tais caracteristicas.

Uma analogia interessante entre um circuito hidraulico
(dominio familiar) e o circuito elétrico (dominio alvo)
encontra varias correspondéncias interessantes, como: A
bomba faz circular o fluido no circuito hidraulico com
uma diferenga de pressdo enquanto, a bateria faz circular
as cargas elétricas no circuito elétrico com uma dife-
rencga de potencial elétrico, entre outras consideracoes
[27]. Porém, também podem levar a equivocos, como o
aluno pensar que a velocidade de movimento das cargas
elétricas é igual a velocidade de transmissdo da energia
elétrica.

No presente estudo, é ousado fazer analogia do mo-
delo proposto da associacao de molas em paralelo com a
associacao de resistores ou de capacitores em circuitos
elétricos. Uma possibilidade de analogia seria com circui-
tos hidraulicos em paralelo. Para isso, seria necessaria
uma analise criteriosa, o que foge do escopo deste artigo.

Ante isso, todo cuidado é pouco com as analogias que
se fazem na fisica ou na ciéncia em geral, como mesmo
Bunge ensina [1974, p. 199]:

Em resumo, a analogia é indubitavelmente
fecunda, mas dé nascimento tanto a monstros
como a bebés sadios. E, em qualquer dos ca-
sos, seus produtos, assim como os da intuicao,
sdo apenas isto: recém-nascidos que precisam
ser criados, se é que o precisam, mais do que
cultuados. Em outros termos, encontrar uma
analogia (i.é, construir um argumento que
contenha juizos de analogia) é apenas um
comego.

O entendimento de que o enfoque na modelagem ci-
entifica é promissor para a realizagdo de debates sobre
filosofia da Ciéncia nas salas de aula permeia a literatura
da drea de ensino de Fisica [4-7]. No entanto, concretizar
esses debates em suas aulas pode ser um grande desafio
para professores de Fisica.

Neste artigo, buscando contribuir com um exemplo
para a promocao de debates sobre o processo de mode-
lagem cientifica no ensino de Fisica, apresentamos uma
situagdo em que a compreensdo do processo de constru¢ao
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de modelos tedricos é fundamental para uma conscientiza-
¢ao das possibilidades e das limitagoes do conhecimento
cientifico. Particularmente, analisamos o dominio de va-
lidade de dois modelos que representam a associagao
de duas molas em paralelo, mas que se fundamentam
em distintas simplificagoes da realidade. O primeiro dos
modelos discutidos costuma ser abordado em livros di-
daticos de Fisica, mas frequentemente desacompanhado
de reflexdes sobre os seus pressupostos basicos, como o
pressuposto de que as duas molas associadas em para-
lelo se distendem igualmente. Neste artigo, evidenciamos
as idealizagoes consideradas nesse modelo, discutimos a
influéncia delas nas predigoes construidas, e o contrasta-
mos experimentalmente, mostrando que o seu dominio
de validade abarca a situagdo em que duas molas de
constantes elasticas semelhantes sdo associadas.

Destacamos entao que, em eventos reais, dificilmente
teremos elongacoes semelhantes quando associamos duas
molas em paralelo. Por isso, o segundo modelo discutido
neste artigo é uma expansao do modelo tradicionalmente
abordado em livros didaticos. Construimos esse modelo
nos amparando na idealizagdo de que as molas associadas
permanecem perfeitamente paralelas quando sdo disten-
didas, ainda que essas elongacbes possam ser diferentes
para cada uma das duas molas associadas. Realizamos a
sua contrastagdo empirica em trés situagoes: i. para um
caso em que as constantes elasticas das molas associadas
sdo semelhantes, mas a forca que as elonga ¢é aplicada
fora do centro da haste que as une; 7. para um caso em
que as constantes eldsticas das molas sao diferentes e a
forca que elonga as molas é aplicada no mesmo local da
primeira situagao; e 7ii. para o caso em que a forca sobre
a haste que une as molas é aplicada em uma posicao tal
que a constante elastica da mola equivalente é a maxima
possivel. A comparagao entre as predi¢oes construidas
e os dados coletados experimentalmente mostraram que
essas trés situacgoes estdo dentro do dominio de validade
do modelo tedrico expandido.

A partir da discussao realizada sobre as implicagoes
das simplificagoes da realidade consideradas nesses dois
modelos tedricos sobre a associacdo de duas molas em
paralelo, evidenciamos o carater representacional dos
modelos cientificos, mostrando que a construcao deles
envolve intuicao e razao durante o estabelecimento das
idealizacOes consideradas, e que eles sao suscetiveis de se-
rem melhorados segundo as necessidades do investigador
[10].

Além disso, procuramos destacar a importancia das
atividades experimentais no processo de contrastacao
das ideias cientificas como parte importante no processo
de formacao inicial como investigador. Na contrastacao
empirica realizada, enfatizamos o processo de controle de
variaveis pautado pelas simplificagoes da realidade con-
sideradas no conhecimento cientifico contrastado, que é
intrinseco ao fazer experimental, oferecendo uma interpre-
tacao alternativa sobre o papel do trabalho experimental
que se afasta de concepgdes empiristas-indutivistas ingé-
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nuas. Expomos a experimentacdo como uma atividade
focada na avaliacdo das implicagoes das idealizacoes e
aproximagoes assumidas nos modelos cientificos nos seus
dominios de validade e graus de precisao.

Desse modo, pretendemos contribuir para a area de
ensino tanto para enriquecer as reflexoes sobre como a
natureza da Ciéncia pode ser implementada em aulas de
Fisica por meio da experimentagao, como para proporci-
onar uma discussao sobre um modelo teérico da Fisica
que ¢é insuficientemente discutido em livros didaticos.
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