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As rotagoes estdo entre as mais simples e mais importantes das operacoes lineares, e o grupo das rotagoes é uma
estrutura fundamental tanto para a fisica quanto para a geometria. Neste artigo, apresentamos uma discussao
introdutéria sobre rotagdes aleatorias, o que pode ser visto como um exemplo da teoria mais geral dos operadores
aleatorios ou das matrizes aleatdrias, area que atualmente encontra inimeras aplicagdes. Discutimos a estrutura do
grupo ortogonal, um algoritmo para gerar rotacoes aleatorias e resultados para as distribui¢cbes de probabilidade

dos elementos de matriz e dos autovalores.

Palavras-chave: Rotagoes, Aleatoriedade, Probabilidade, Grupo ortogonal.

Rotations are among the simplest and most important of linear operations, and the group of rotations is a
fundamental structure both for physics and geometry. In the article, we present an introductory discussion about
random rotations, which can be seen as an example from the more general theory of random operators or random
matrices, area which finds countless applications. We discuss the structure of the orthogonal group. an algorithm
for generating random rotations and results for the probability distributions of matrix elements and eigenvalues.
Keywords: Rotations, Randomness, Probability, Orthogonal group.

1. Introducao

No comego de um jogo de futebol, o juiz coloca a bola
no centro do campo e, depois do apito, o primeiro chute
a faz rolar. Ao cabo de aproximadamente 45 minutos,
o primeiro tempo acaba e vem o intervalo. Quando o
segundo tempo vai comecar, o juiz coloca novamente a
bola no centro do campo. Muito bem, eis que temos
um teorema: Quando a bola € recolocada para o inicio
do segundo tempo, existem dois pontos sobre a sua
superficie que voltam exatamente a mesma posicdo que
tinham antes do inicio do jogo.

Como podemos ter certeza disso? Afinal, ndo sabemos
o que ocorreu durante a partida e o juiz pode posicionar
a bola de maneira imprevisivel (ele pode posiciond-la de
maneira arbitriria, afinal ele é o drbitro).

Acontece que, seja 14 como a bola for colocada, se a
posicao do centro no inicio do segundo tempo coincide
com a posi¢do do centro no inicio do primeiro, entao
a Unica alteracdo que pode ter ocorrido em sua con-
figuracdo é uma rotacdo: a segunda posicdo pode ser
obtida rodando a primeira de alguma forma (tal fato
é conhecido como Teorema da Rotacdo, de Euler). Ora,
toda rotacao no espago tridimensional é especificada por
um eixo em torno do qual é realizada e por um angulo,
e qualquer rotagao aplicada a superficie de uma esfera
sempre deixa dois pontos fixos: aqueles que pertencem
ao eixo.
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Nossa afirmacao inicial, que pode ter parecido sur-
preendente a primeira vista, acabou se revelando bas-
tante simples (como muitas vezes ocorre no contexto da
probabilidade). Mas o experimento imagindrio envolvido
sugere questoes interessantes: Qual a chance de que as
posigoes inicial e final de um ponto estejam mais dis-
tantes que um certo valor? Qual a chance de que a
posicdo final do ponto z esteja proxima do ponto y?
Qual a chance de que todos os pontos da bola voltem a
mesma posi¢ao?

O que estamos tentando motivar é o estudo de um
conceito que nao se costuma abordar nas aulas de
estatistica, o de rotacées aleatérias. Fisicamente, esta
claro o que queremos: pegamos uma bola e a chuta-
mos ou jogamos para cima e, quando a apanharmos de
volta, ela terd sofrido uma rotagdo que nao sabemos
qual é e portanto podemos dizer que é aleatéria. Mas
é claro que matematicamente a situacdo é um pouco
mais dificil. Afinal, uma rotagdo ndo é um ntmero, e sim
um operador, e a ideia de operadores aleatérios é mais
sofisticada que a ideia de ntimeros aleatérios. Entao, o
que é exatamente uma rotacdo aleatéria? Quais as pro-
priedades dessa criatura? Isso serve para alguma coisa?

A ltima pergunta talvez tenha sido a primeira a
passar pela cabeca do leitor. A resposta é simples: pro-
cessos aleatérios sdo sempre uteis. Isso é verdade porque
os fendmenos naturais costumam ser extremamente
complicados e ndés normalmente nao somos capazes de
descrevé-los em todos os seus detalhes, de modo que
pode ser vantajoso utilizar descrigoes estatisticas. Como
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nao somos capazes de prever qual nimero o dado que
lancamos vai mostrar, entdao dizemos que cada lado tem
1/6 de chance e pronto. Se um sistema sofre uma rotagao
complicada que nao sabemos descrever, consideramos
que ela seja aleatéria. Se ndo estamos preocupados com
a orientacao de um objeto, podemos calcular um valor
médio integrando sobre todas as rotagoes que ele pode
sofrer. Além disso, as rotagoes estao entre os mais sim-
ples dos operadores e entender sua versao aleatéria pode
nos ajudar a entender a versao aleatoria de operadores
[1], que aparecem em estatistica multivariada [2] e em
temas mais aplicados como, por exemplo, no estudo de
desordem em materiais [3], em fendmenos caéticos [4]
ou em engenharia mecénica [5]. A ideia de aleatoriedade
pode operar o milagre de transformar o complicado em
simples.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira.
Comecgamos falando um pouco sobre o grupo de rotagoes
na Sec¢ao [2} Depois, abordamos o problema de como
sortear rotagoes aleatérias no computador, na Se¢ao[3] e
aproveitamos para mostrar alguns resultados numéricos.
Nas segoes [4] e [f] damos atengdo a duas questoes fun-
damentais sobre rotagoes aleatérias: a distribuicao dos
seus elementos de matriz e a distribuicao dos seus auto-
valores. Apresentamos conclusdes na Segdo [6]

2. O grupo de rotacoes e o grupo
ortogonal

2.1. No plano R?

Comecamos com o plano R?, com a coordenada hori-
zontal denotada por z e a vertical por gy, sendo (1 0)
e (0 1) os versores ortogonais correspondentes. Uma
rotacao anti-horaria por um angulo 6, digamos Ry, age
sobre os versores de acordo com

Ry(10) = (cosf sinf), Rp(01)=(—sinf cosh) (1)

e portanto pode ser representada, na base desses ver-
sores, pela matriz

cosf
Ry = (sin@
O quadrado da distancia entre dois pontos é o médulo

quadrado do vetor entre eles, ou seja, é o produto escalar
do vetor consigo mesmo,

@ (5) =402 ®)

Rotagoes preservam distdncia: o modulo quadrado do
vetor rodado é

@ (1) =@ (7). (4)

onde usamos a operagao de transposi¢do para passar de
um vetor coluna a um vetor linha e aplicamos a iden-
tidade RY Ry = 1, que pode ser deduzida diretamente

de (2).

—sinf

COSH)’ 0<6<2nm. (2)
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Se uma matriz qualquer O satisfaz a condicao
OTO =1, ela é dita ortogonal. O conjunto de todas as
matrizes ortogonais em duas dimensbes é chamado de
Grupo Ortogonal e denotado por O(2). E evidente que
esse conjunto é um grupo: o produto de duas matrizes
ortogonais é também uma matriz ortogonal, a inversa de
uma matriz ortogonal é ortogonal, a identidade é uma
matriz ortogonal e o produto é associativo (essas sdo as
condi¢oes que definem um grupo).

Como vimos, rotagoes podem ser representadas por
matrizes ortogonais. Serd que toda matriz ortogonal é

. PR . 1
uma rotacdo? A resposta é ndao. As matrizes ( 0 )

0 -1
-1 0

(i 1)

huma rotacdo. Em vez disso, elas representam reflexdes
em relagdo aos eixos horizontal e vertical, respecti-
vamente. Naturalmente, podemos definir reflexdes em
relacdo a qualquer eixo do plano. A matriz associ-
ada a reflexdo em relagdo ao eixo definido pelo vetor
(cos(0) sin()) é dada por (é uma pena que as palavras
‘rotacdo’ e ‘reflexdo’ comecem com a mesma letra):

- (A3 ) 0z0<r o

(note que o dominio da varidvel 0 neste caso vai sé até
7, pois estamos especificando apenas a dire¢do e nao o
sentido do eixo).

O conjunto das rotagoes é um subgrupo (a composigao
de duas rotacoes é uma rotagdo, RgRy, = Rpie; toda
rotacdo possui uma inversa, R, L' = R_y; a identidade
é Rp) do grupo ortogonal, chamado de Grupo Ortogo-
nal Especial ou SO(2). Por outro lado, o conjunto que
contém somente as reflexdes ndo forma um grupo porque
a composicao de duas reflexdes nao é uma reflexao e sim
uma rotagao:

sao ortogonais, mas nao representam nen-

Hgily = Rag_24- (6)

O grupo O(2) consiste portanto das rotacoes e das
reflexdes (note que a inversao (z y) — (—z — y) é uma
rotagdo de 7). O determinante de uma matriz em O(2)
s6 pode ser igual a 1 ou a —1, pois a condicao OTO =1
implica (det 0)? = 1. As reflexdes tém determinante
negativo, pois alteram a orientacdo de uma das compo-
nentes do vetor em que atuam, enquanto que as rotacoes
tém determinante positivo. Assim, o subgrupo SO(2)
pode ser especificado, dentro do grupo O(2), como con-
tendo as matrizes O tais que det O = 1.

Com relacao a autovalores e autovetores, os dois tipos
de operagao sdo complementares. No caso das rotacoes
Ry, os autovalores sao e? e e™* e dependem do angulo,

enquanto os autovetores sao fixos, <i) e ( 1 >, respec-

tivamente. J& no caso das reflexbes flg, os autovalores é
que sao fixos, sempre 1 e —1, enquanto os autovetores
cos 6 —sinf
dependem do angulo . e respectiva-
p WO { ging cosf ) p
mente.
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Se quisermos rotagoes e reflexdes aleatorias no plano,
basta considerarmos # uma variavel aleatoria. Podemos
tomar uma distribui¢do uniforme no intervalo (0,2)
para as rotagOes e no intervalo (0,7) para as reflexdes.
Nesse contexto, trés problemas sdo muito naturais:
entender a estatistica dos autovalores, dos autovetores
e dos elementos de matriz.

No caso dos autovalores, faz mais sentido olhar para
as rotagoes. Como as matrizes sdo reais, eles existem
sempre em pares conjugados e estao uniformemente dis-
tribuidos sobre o circulo unitario no plano complexo.
No caso dos autovetores, faz mais sentido olhar para
as reflex6es. Vemos que eles s@o ortogonais e também
estao uniformemente distribuidos sobre o circulo unitério
em R2.

Quanto se trata dos elementos de matriz, é mais con-
veniente tratar o grupo O(2) inteiro, entendendo que

2w

(F(O)ow = F(Ro)0 + o /0 " F(o)d0. (7)

4

E facil concluir que o valor médio de todos os elementos
de matriz é zero (Oij)o2) = 0. Com relagdo as cor-
relagoes entre os elementos, temos:

1 . . . .
2 5€ 11 =12 € 71 = J2,
0, caso contrario.

((0)in1 (0)izjn)o(2) = (8)

(convidamos o leitor a verificar esta afirmac@o). Vemos
que os elementos estdo descorrelacionados, o que nao
seria verdade se olhdssemos s6 para as rotagoes ou s
para as reflexoes.

2.2. No espago RV

O grupo ortogonal O(N) é definido como o conjunto das
matrizes que representam transformacoes lineares que
preservam o produto escalar,

N
xly) = zyr, (9)
k=1

ou seja, das matrizes reais N X N que satisfazem
0T0 =007 = Iy, (10)

onde Iy é a matriz identidade. Para uma discussido
pormenorizada sobre o grupo ortogonal e as rotagoes,
incluindo uma interessante introdugao aos quatérnions,
sugerimos a leitura de [6]. Para o caso particular N = 3
e sua conexao com a teoria do momento angular em
mecanica quantica, recomendamos [7].

Assim como no caso N = 2, o grupo O(N) possui
duas componentes distintas: as rotagoes, que tém deter-
minante +1 e formam o subgrupo SO(N), e as reflexoes,
que tém determinante —1 e ndo formam um subgrupo
(o produto de duas reflexdes nao é uma reflexdo). Essas
duas componentes sdo como imagens no espelho uma da
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outra e existe uma bijecdo simples entre elas. Se tomar-
mos uma reflexdo qualquer, por exemplo a matriz diago-
nal cujo primeiro elemento é —1 e todos os outros sao 1,
e multiplicarmos todos os elementos de SO(N) por essa
reflexdo, obteremos justamente o conjunto das reflexoes.
Em marcado contraste com o caso N = 2, para todo
N > 2 o grupo das rotagoes nao é comutativo.

No caso N = 3 toda rotagdo se dd em torno de
um eixo, que permanece invariante. Para N > 3 ¢
interessante introduzir a nogdo de rotagdo elementar.
Uma rotacdo é elementar se afeta apenas um espaco de
dimenséo 2. Toda rota¢do em SO(2) ou em SO(3) é ele-
mentar, mas isso ndo é mais verdade para N > 3. Por
exemplo, toda matriz em SO(4) pode ser escrita, por
meio de uma mudanca de base, na forma

cosf) —sinf 0 0

sinf  cos@ 0 0
0 0 cosp —sing |’ (11)
0 0 sing cos¢

ou seja, como duas rotacoes elementares independentes.
Note que ndo se pode falar em eixo de rotacdo neste
caso. Essa estrutura se repete em dimensoes mais altas.
Todo elemento de SO(5), por exemplo, consiste de
duas rotacoes elementares e uma direcdo invariante.
Resumindo, os elementos de SO(2N) consistem de N
rotagoes elementares; essas matrizes possuem N pares
de autovalores conjugados (que podem ser iguais a 1
caso haja rotagoes elementares triviais). Por outro lado,
elementos de SO(2N + 1) consistem de N rotagoes
elementares e uma dire¢do invariante; nesse caso, pelo
menos um dos autovalores serd sempre igual a 1.

Também no caso das reflexdes é interessante introduzir
a ideia das operacoes elementares. Uma reflexao elemen-
tar age sobre RY mantendo um espaco RY~1 invariante
e trocando o sentido de um espaco unidimensional. Essas
matrizes sempre tém portanto N — 1 autovalores iguais
a 1 e um autovalor igual a —1. A composicdo de um
numero par de reflexdes elementares é uma rotacgao, e
a composicao de um nimero impar é uma reflexao, que
nao sera elementar se o autovalor —1 for degenerado. De
fato, um teorema de Cartan garante que qualquer ele-
mento de O(N) pode sempre ser escrito como o produto
de no maximo N reflexdes (ver, por exemplo, o capitulo
8 de [q]).

Como podemos fazer para considerar rotagoes
aleatérias em RYN? Uma possibilidade é escrever as
matrizes explicitamente em termos de algumas variaveis,
tais como o angulo § no caso do R? ou os angulos de
Euler no caso do R3, e depois tomar essas varidveis
de forma aleatéria. Mas como sdo as matrizes? Antes
de mais nada, quantas variaveis precisamos? Essa é a
dimensdo do grupo. Uma matriz N x N possui N? ele-
mentos, porém o vinculo garante que nao sao todos
independentes.

A melhor maneira de encontrar a dimensao do grupo
SO(N) é expressar seus elementos na forma O = eX
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para algum X, sendo a exponencial definida simples-
mente em termos da série de Taylor,
2 3
K=y x4 X (12)
2! 3!
Para a matriz X, a condicdo de vinculo OT = O~ se
traduz em X7 = —X, de modo que X deve ser anti-
simétrica. Essa é a tnica restricio que devemos impor
a X. Assim, seus elementos diagonais sdo todos nulos
e os elementos abaixo da diagonal sdo os negativos dos
elementos acima da diagonal. Cada elemento acima da
diagonal é um grau de liberdade, ou seja contribui para
a dimensdao do grupo, que portanto é N(N — 1)/2. A
relacdo eT™X = det O mostra que det O = 1, por isso esse
procedimento permite a construg¢ao apenas das rotacoes
e ndo das reflexoes.

Enquanto SO(N) é um grupo de Lie, o conjunto das
matrizes reais anti-simétricas forma uma dlgebra de Lie.
Para uma introducao a essa teoria, recomendamos o livro
de Stillwell [9].

Entdo sabemos que sdo necessdrias N(N — 1)/2
varidveis para parametrizarmos SO(N) ou O(N). Mas
qual é a cara das matrizes? Elas sao relativamente
complicadas e, por simplicidade, preferimos omitir essa
discussdao. A construcdo explicita pode ser encontrada
por exemplo em [I0] ou em [II]. Em vez de usar-
mos essas parametriza¢des, vamos recorrer a argumentos
mais gerais.

3. Resultados Numeéricos

No grupo ortogonal, assim como em outros grupos de
matrizes, existe uma medida de probabilidade natural,
conhecida como medida de Haar. Vamos denotéa-la por
P(O). No caso do O(N), essa medida é invariante por
multiplicacdo tanto a esquerda quanto a direita, ou seja,
P(OA) = P(AO) = P(O) para qualquer A pertencente
ao grupo. Isso quer dizer simplesmente que a medida é
uniforme e que todos os elementos do grupo sao igual-
mente provaveis em um sorteio. A medida de Haar sobre
os grupos de matrizes é analoga a distribui¢do uniforme
sobre a circunferéncia ou sobre qualquer intervalo finito.
Como podemos, entdo, sortear uma matriz de rotacao
distribuida segundo a medida de Haar? Bom, as col-
unas de O sdo N vetores ortonormais. Precisamos
entdo construir N vetores ortonormais aleatorios. Isso
pode ser feito aplicando o processo de ortogonalizacdo
de Gram-Schmidt aos autovetores de alguma outra
matriz aleatéria, com elementos independentes e gaus-
sianos, como descrito por Mezzadri [I2]. Esse algoritmo
estd implementado na maioria das linguagens de pro-
gramacao e é chamado decomposicao QR: ele escreve
uma matriz qualquer como o produto de uma matriz
ortogonal, (), e uma matriz triangular superior, R.
Entretanto, a decomposicdo QR nao é unica, pois
basta trocar @ por QA e R por A~'R para obter outra
decomposicao equivalente. Para torna-la tinica, impomos
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que os elementos nao nulos da diagonal principal de R
devem ser positivos. Com isso, a matriz @) terd exata-
mente a distribuicdo de Haar sobre o grupo O(N). O
codigo a seguir implementa esse algoritmo em Python:

import numpy as np
import scipy.linalg as spl

def random_rot(N):
a = np.random.randn(N,N)
Q, R = spl.qr(a)
r = np.diag(R)

A = np.diag(r/np.abs(r))
M = np.dot(Q,A)
return M

O algoritmo comega sorteando uma matriz a com dis-
tribui¢do normal. Depois, aplica a decomposicio QR.
Os elementos diagonais da matriz R sdo colocados no
vetor r e seus sinais s@o colocados na matriz diagonal
A. Finalmente, a matriz ortogonal que havia resultado
da decomposicdo QR é multiplicada por A pela direita,
garantindo unicidade.

Se quisermos o grupo SO(N) em vez do O(N), pode-
mos simplesmente calcular o determinante da matriz O
e descarta-la se este for —1, ou entdo podemos multi-
plicar O por uma reflexao fixa para transforma-la numa
rotacao.

Agora que somos capazes de gerar matrizes aleatorias
distribuidas uniformemente sobre o grupo O(N) de
acordo com a medida de Haar, podemos investigar
numericamente suas propriedades estatisticas. Comece-
mos com seus autovalores.

Eles s@o uniformemente distribuidos no circulo
unitario, conforme vemos na Fig. [Ip, onde mostramos
os autovalores de uma tnica matriz ortogonal aleatoria
de ordem 100. Entretanto, é possivel notar que os auto-
valores ndo sdo varidveis independentes. Basta comparar
com a Fig. [Th, onde temos 100 pontos aleatérios inde-
pendentes sobre o circulo. Esses pontos tendem a formar
aglomerados, em contraste com os autovalores, que pref-
erem manter distdncia entre si. Este comportamento é

o a3
ey T
2 1 e .
1! : 1
g 2] . ; 2 Y,
i - : : :
i | 19 . .m
= 1 | i = 1 i
% 3 _0 3 } % -1 0 ! }
. 1 . .
. 1) . 1 7
‘. ~3] ! 2 o
“oy | . L . .
Teagl et BRI D R

Figura 1: Comparagdo entre 100 pontos independentes dis-
tribuidos no circulo unitario (3 esquerda) e o autovalores de uma
matriz de rotacdo de ordem 100 (a direita). Podemos detectar
que ha repulsdo entre os autovalores, que tém uma distribuigdo
mais uniforme.
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chamado de repulsdo. Os autovalores comportam-se mais
ou menos como cargas de mesmo sinal dispostas sobre
o circulo, ou seja, tendem a se afastar uns dos outros.
Veremos isso com mais detalhes a seguir.

Como os autovalores tém modulo 1, podemos escrevé-
los como ¥ com 6 € [0,27). A distribuigdo dessas aut-
ofases encontra-se na Fig. (sorteamos 10° matrizes
de ordem N = 100). Encontramos de fato uma dis-
tribuicdo aproximadamente uniforme (igual a % para
normalizacdo), exceto por uma ligeira prevaléncia das
fases 6 = 0 e # = 7, associadas aos autovalores 1, mas
esse efeito diminui conforme IV se torna maior.

Uma quantidade de destaque no estudo de matrizes
é o trago, a soma dos elementos da diagonal princi-
pal ou a soma dos autovalores. A distribuicdo do trago
encontra-se na Fig. 2b (calculada usando as mesmas 10°
matrizes de ordem N = 100). Como o trago é a soma
de um grande ntimero de variaveis aleatérias, ainda que
nao independentes, poderiamos suspeitar que tivesse dis-
tribui¢do normal, devido a um processo semelhante ao
Teorema Central do Limite. Vemos que sua distribui¢ao
é de fato bem aproximada por uma distribuicdo normal
com média zero e desvio padrao 1. Na Secao vere-
mos que a distribuicdo é realmente essa e nao depende
do tamanho das matrizes.

Também podemos nos perguntar sobre a distribuicao
dos elementos de matriz. Na Fig. 3| temos a distribui¢ao
de um elemento da diagonal principal, O;1, e de um
elemento fora da diagonal, Os4. A distribui¢do dos ele-
mentos parece nao depender dos indices. Entretanto,

0.2;

04 D * Histograme
. 0 N(0,])
0.15 v M
S 01
a
005/ *  Histograma
— PO)=4
0_’,, ;; 0 3 x
[

Figura 2: A esquerda, distribuicdo das fases dos autovalores de
matrizes ortogonais. A direita, distribui¢do do traco, x = TrO.
Nos dois casos, sorteamos 10°> matrizes de dimens3o 100.

0.8;

On

— P(=3(1-x})
0 © O
-1 -05 0 05 1
X

Figura 3: Distribuicio dos elementos de matriz: O11 em ver-
melho e O34 em preto. A esquerda, as matrizes tém dimensao
N =5 e a curva azul é o resultado exato. A direita, N = 50 e
a curva azul é o resultado assintético, gaussiano.
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depende da ordem das matrizes. A esquerda, temos a
distribuicdo para matrizes de ordem N = 5; a dire-
ita, matrizes de ordem N = 50. Conforme o tamanho
das matrizes aumenta, a distribui¢do se aproxima cada
vez mais de uma distribuicdo normal com média zero e
desvio padrao 1/v/N.

4. Elementos de Matriz

Como os elementos de uma matriz ortogonal podem ser
positivos ou negativos com igual probabilidade, é natural
que todos tenham valor esperado nulo, (O;j)o(n) = 0.
E a variancia? Como a distribuicdo das matrizes é
invariante por rotagdo, todos os elementos devem ter a
mesma varidncia. A condicdo OTO = 1 é equivalente a
Z;V:l O?j = 1 para todo i, de modo que podemos con-
cluir que

1
<Oi2j>(9(N) =N (13)

4.1. Dimensao grande

E quanto as correlagoes entre os elementos de matriz?
Eles ndo podem ser independentes, pois as colunas da
matriz O devem ser ortogonais e normalizadas.

Olhemos apenas uma das colunas, esquecendo a ortog-
onalidade e levando em conta somente a normalizagao.
Temos entdo um vetor ¥ de dimensdo N, normalizado,
Ef\il 2? = 1, e queremos saber qual é a distribuigao con-
junta dos primeiros m elementos. Se o tnico vinculo que
as variaveis precisam satisfazer é a normalizagao, entao
essa distribui¢ao é proporcional a

N
/dl’erl-'-diL'N(S I—Z,T? . (14)
i=1

Usando a representacdo integral da distribuicdo delta,
§(z) [ e**dk, temos

N—-m
/dk@ik(l_21;1 If) (/ dﬂieikzz) s (15)

que é proporcional a

m (N—m)/2—1

/dkeik(l—z:il @) —(N-m)/2 o (1 _ szz
i=1

(16)
Em particular, a distribuicdo de um tnico elemento é
proporcional a (1—z2)(N=3)/2 Essa é a distribui¢io que
aparece na Figura 3a. Note que a varidvel reescalada
y = 2v/N adquire distribuicio normal para N grande,
pois (1 — y2/N)N ~ e=v".

De forma mais geral, podemos olhar para um bloco
de elementos de matriz. Seja v o bloco que contém os
elementos O;; com 4,5 < m. Entdo, u é uma matriz
aleatdria e sua distribuigdo é conhecida [I3]: ela é pro-
porcional a

det(1 — yuT)(N=1/2=m (17)
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Note que este resultado é analogo a . Novamente, se
N > 1 entao a matriz renormahzada v = u\/> N tem dlb—
tribuicdo normal, pois (1 — vv? /N)N=1D/2=m o g=vv"
Concluimos que se a dimensdo N for muito grande, o
vinculo da ortogonalidade nao é muito forte e os ele-
mentos de matriz se tornam varidveis aleatérias aproxi-
madamente independentes.

4.2. Dimensao finita, exemplos

Podemos dizer mais sobre a distribuicado dos elementos
de matriz, mesmo para dimensées N finitas. E possivel
mostrar, por exemplo, que [14]

3

N(N +2) (18)

<0111>O(N) =

e que [14]

(N+1)

2 M2 _
<011022>O(N) = NN = 1)(N+2)'

(19)

Vemos que, para N grande, este ultimo resultado se

aproxima de (O%)o(n)(032)o(n) (ver ), como deve-
ria em vista da independéncia assintotica. Como ultimo
exemplo, temos

-1

(012012032034) 0 () = (N +2)

20
NV = (20)
Note que este resultado é de ordem 1/N vezes menor que
o de cima, refletindo também a independéncia assintotica
das varidveis para N grande.

4.3. Dimensao finita, teoria

Vamos chamar de pareamentos as particoes do con-
junto {1,2,...,2n} em pares, ou seja, em n blocos de
tamanho 2. Expressamos um pareamento m na forma
{{m(1),m(2)},{m(3),m(4)},...}. Por exemplo, no caso
de quatro elementos, existem trés pareamentos,

my; = {{172}7 {374}}7 myp = {{173}7 {274}}7
mg = {{1,4},{2,3}}. (21)

Seja M,, o conjunto dos pareamentos possiveis em um
conjunto de 2n nimeros. O tamanho desse conjunto é
Cn—-1)'=02n-1)2n—-3)(2n—5)....

Dada uma lista de ndmeros, digamos (i1,...,%2,),
dizemos que essa lista satisfaz o pareamento m se seus
elementos coincidem de acordo com m. Ou seja, se
Im(2k—1) = %m(2k) Para todo k. Vejamos alguns exem-
plos. A lista a = (1,1, 2,2) satisfaz m; porque

Ui (1) = 01 = G,y (2) = a2 = 1,

Uy (3) = 03 = Qmy(4) = A4 = 2. (22)

Por outro lado, a lista b = (1,2, 1, 2) satisfaz ms porque

by (1) = b1 = biy2) = b3 =1,
by (3) = b2 = bimya) = bs = 2. (23)
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Finalmente, a lista ¢ = (1,2, 2, 1) satisfaz mg porque

Cms(1) = C1 = Cmy(2) = €4 = 1,

Cm3(3) = C9 = Cm3(4) = C3 = 2. (24)

A lista (1,1,1,1) satisfaz todos os pareamentos.
Por que estamos falando em pareamentos? Porque a

integral
2n
< H O ji > (25)
k=1 O(N)

s6 é diferente de zero se a lista de nimeros (i1, . ..,42,)
satisfizer algum pareamento, e o mesmo para a lista
(j1,---,J2n). Em termos concretos, se Ay (i) é a fungdo
que vale 1 quando a lista ¢ satisfaz o pareamento m e zero
caso contrario, entdo a integral pode ser escrita assim:

2n
<H Oikjk> = Z Am(l)An(])W(m>n)
k=1 O(N)

m,neEM,
(26)
Por exemplo, podemos notar que as listas i =
(1,1,3,3) e j = (4,2,2,4) aparecem no exemplo
e portanto, de acordo com a férmula acima, temos que
o lado direito da equacao é igual a W(my, mg).
Resta dizer quem é a funcao W, chamada de func¢do
de Weingarten. Para isso, definimos um grafo I'(m, n) da
seguinte maneira: temos vértices com indices de 1 a 2n e
ligamos dois vértices se seus indices aparecem no mesmo
bloco em m ou em n. Depois, definimos uma matriz G
cujos elementos sdo dados por Gy, = Nemm) - onde
¢ é o nimero de caminhos fechados no grafo I'(m,n).
Finalmente, a fun¢do W(m,n) é igual [14] ao elemento
(m,n) da inversa da matriz G.
Por exemplo, para n = 2 temos os trés pareamentos
em . A matriz G nesse caso é

N2 N N
G=| N N2 N (27)
N N N2
e sua inversa é
1 N+1 -1 -1
G l= -1 N+1 -1
N(N —-1)(N+2) 1 1 N1

(28)
De fato, o elemento (G71)13 dessa matriz coincide com
o lado direito de . Por outro lado, no célculo de
<O‘111>O(N) todos os pareamentos sao possiveis, e o resul-
tado é igual & soma, de todos os elementos de G~!.

(O leitor atento terd percebido que a matriz acima
nao estd definida para N = 1. A matriz G associada aos
pareamentos de 2n ntimeros de fato nao tem inversa se
N < n. Nesse caso é preciso usar a pseudo-inversa [15].
Omitimos essa discussdo por simplicidade).

Como aplicagao desta teoria, podemos considerar a
distribuicdo do trago da matriz. Vamos abordar esse
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problema usando o método dos momentos, ou seja, cal-
culando ((TrO)?") o(n) bara todo n (poténcias fmpares
do trago tém média zero). Usando a férmula (26]), temos

W= T T e

Jion MNEM,,

2n
(TrO)™),, n (D)W (m,n)

(29)
(note que a lista j é igual a lista 7 neste caso).
Trocando a ordem das somas, temos a quantidade
D iz, Am(1)An(4). As fungdes A requerem que algu-
mas das varidveis i sejam iguais e o resultado da soma
serd N elevado ao nuimero de varidveis independentes.
Alguma reflexdo nos convencerda de que esse ntmero é
exatamente ¢(m, n). Assim, ficamos com

{(TrO)*™) > GuaW(m,n). (30)

m,neM,,

O(N) —

Mas definimos W (m, n) justamente como os elementos de
matriz da inversa de G, de modo que o resultado se reduz
a <(Tr0)2">o(N) = mem, 1 = (2n — 1! Esses sdo os
momentos de uma variavel aleatéria com distribuicao
normal (esta conta pressupde a existéncia de G~1, por-
tanto s6 vale se N > 2n, de modo que a distribuig¢ao s6
se aproxima da normal para grandes valores de N).
Existe uma férmula mais explicita para a funcéo de
Weingarten, que esta relacionada ao fato de que parea-
mentos podem ser vistos como representantes das classes
laterais do grupo do hiperoctaedro em relagdo ao grupo
de permutacoes So,. Preferimos omitir essa discussao,
que pode ser encontrada em [I4], por ser muito técnica.

5. Autovalores

5.1. Distribuicao conjunta

Como ja vimos, os autovalores das reflexdes sao fixos
(sempre iguais a 1 ou —1). Portanto, para discutir
autovalores restringimos a discussao ao subgrupo das
rotagdes, o SO(N). Além disso, é preciso distinguir
os casos de dimensdao par e os de dimensdo impar.
No segundo caso um dos autovalores é sempre igual a
1. Tanto para SO(2N) quanto para SO(2N + 1), os
(demais) autovalores sao denotados por €+ e e~ com
1 <k < N.Os valores 0 < 0, < 7 sao as autofases.

A distribuicdo de probabilidade conjunta das auto-
fases foi obtida por H. Weyl [16], sendo dada por

Pso@n)(01,...,0n) < H (cos(By) — cos(6;))?
1<j<k<N
(31)
em dimensao par e por
Pso@eni1)(01,-..,0N)
N
x H sin®(6;/2) H (cos(8) — cos(,))* (32)
j=1 1<j<k<N
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N
o [[sin?(0;/2) [] (cos®(0k/2) — cos?(6;/2))?
j=1 1<j<k<N
(33)

em dimensao impar.

Vemos que os autovalores sdo varidveis aleatérias cor-
relacionadas e podemos enxergar o seu comportamento
repulsivo, ja que as distribui¢es se anulam quadratica-
mente quando dois deles sao préximos, 0) ~ 0;, de modo
que degenerescéncias sdo improvaveis.

Se no caso da dimensdo par denotarmos cos(6,) = x;,
a distribuicao fica sendo

PSO(QN)(xla-“al‘N)

o<H1—a: -1/2

com —1 < z; < 1. Analogamente, se no caso da
dimensdo {mpar denotarmos cos?(6;/2) = y;, a dis-
tribuigao fica sendo

I G@e—=)? (4

1<j<k<N

Psoen+1)(y1, -, yn)

N
< [To 0 =w)” TI r-w)® ©9)

1<j<k<N
com 0 <y; <1.

Feito isso, é possivel calcular o valor médio de
vérias fungdes simétricas dos autovalores (relacionadas

ao polindmio caracteristico da matriz, por exemplo)
usando a famosa integral de Selberg:

S(a,b,vy) = /01) dyH
H e — y; >, (36)

1<j<k<N

l—yj -1

cujo resultado é

h (a+jy)T(b+ )T+ (§+1)y)
Fla+b+(n+j—1)y)I(1+7)

(37)
Note que, fazendo z; = 2y; — 1, podemos expressar a
integral em termos das varidveis x.
Essa integral é uma generalizacdo para muitas
variaveis da classica integral de Euler,

Al dyya71(1 o y)bfl — F(a’)r(b) (38)

E interessante observar que, assim como os classicos
polinémios de Jacobi P%*(y) sdo ortogonais em relagio
ao integrando de Euler

S(a,b,y) =

1
dyy* (1 — )" PE () PR (Y) o Spms (39)
0
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é possivel definir polindmios em varias varidveis que sao
ortogonais em relagio ao integrando de Selberg (ver

[I7]). Nos casos particulares das equagoes e ,

em que (a,b) = (3,1) e (3, 2), respectivamente, esses
polinémios sdo os caracteres do grupo, que mencionamos

a seguir.

5.2. Caracteres

7

Outra forma de abordar os autovalores é escrever sua
distribuicdo em termos dos niimeros complexos z;, = e'%¢
e zp = e~ Nesse caso, temos

Pso@ny(z1,. -, 2N, 215+, ZN)
S | B (40)
1<j<k<N
e
Pso@nt1)(215- -3 2N, 215 - -+, 2N)
N

< [TIh==P I loe—2P0n -z (41)

j=1 1<j<k<N
Essas distribuigbes admitem wuma familia de

polinémios ortogonais, que generalizam a relagdo
§2"Z™ X Opm, na qual a integral é realizada sobre
o circulo unitario. Além de terem vérias varidveis,
esses polindmios também tém véarios indices inteiros,
tradicionalmente denotados por A = (A1, A2,...) com
Ai > Ait1. Eles s@o dados por [18]

(2N) _ _
0y (21,1 2N, 21, -, ZN)

N+Nj—j _N+X;—7
det(zi+] ]+Z,L-+J J)

et (zzN A ) )

em dimensao par e

2N+1 _ _
og\ + )(zl,...,zN,zl,...,zN)
det (Zlgv+,\j —j+1/2 2£v+,\,- —j+1/2)
- N—j+1/2 N—j+1/2 (43)
det (z —i+l/ -z ARy )

i

em dimensao impar. Os determinantes sdo polinémios
anti-simétricos, enquanto que a razao entre eles produz
um polinémio simétrico.

Vamos demonstrar essa ortogonalidade ¢ O(AQN)OLZN) o<
Oxu, nos restringindo & dimensdo par por simplicidade.
Primeiro, usamos o fato de que

det (zfvfj + Ziij) x H (21 — 25)(1 — Z,Z;)
1<j<k<N

~ I

1<j<k<N

(44)
(ik — Zj)(l — Zij).

(45)
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Como temos duas funcées na integral, esse denominador
aparece duas vezes e cancela com os termos presentes na

medida (40)). Ficamos entdo com

]{OE\QN)OELQN) x fdet (sz”\j_j +z —j)
det (27977 4 2N (46)

Recorremos agora a um teorema conhecido como iden-
tidade de Andreief, que relaciona uma integral miltipla,
sobre N variaveis, de dois determinantes ao determi-
nante de uma matriz N X N, cujos elementos sdo
integrais simples:

[ et dettas ) = et ([ fitdant2) ).
(47)
Aplicada ao nosso caso, essa identidade fornece

j{OE\QN)O;(LQN)
o det <j{(zN+’\"_i 4 FNFX=) (N1 =) 4 ZNFH _j)>
(48)

x det (j{(zN+’\'i_izN+“f I 4 FNFXmi Nty _j)>

ox det (6>\i_i7llj_j) 0(5)\#' (50)

Para o leitor que quiser verificar a ortogonalidade em
coordenadas reais, oferecemos um exemplo em N = 2.
Nesse caso,

o)1) = 1+ 2cos(fh) cos(02) (51)

e
0(4) _ 20(4) +2 COS(29 ) + 2 COS(29 ) -1 (52)
(2,0) (1,1) ! ? 7

enquanto que Psoq) o (cos(f2) — cos(6))?.

Em termos mais gerais da teoria de grupos, as fungoes
og\N) sdo ortogonais porque correspondem aos carac-
teres das representacoes irredutiveis do grupo ortogo-
nal O(N). Esses polinémios formam uma base para o
espago dos polindmios que sdo simétricos nos autoval-
ores. Assim, a integral de qualquer funcdo desse tipo
pode ser calculada expandindo-a na base ortogonal. Para
uma exposigdo dessa teoria, recomendamos [19].

6. Conclusao

Apresentamos neste artigo uma discussdo introdutéria
sobre rotacgoes aleatérias, acessivel a estudantes de
graduacéo em fisica. Fizemos a distin¢éo entre rotacoes e
reflexdes e introduzimos a medida de Haar sobre o grupo
ortogonal, o que permite calcular diversas quantidades
de interesse estatistico. O tema mais geral das matrizes
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aleatdrias encontra intimeras aplicagdes e integrais sobre
o grupo ortogonal foram recentemente usadas em trabal-
hos do nosso grupo de pesquisa, por exemplo em [20H23].
Esperamos que esta apresentagio possa ajudar a dissem-
inar o interesse por esse tema.

M. Novaes foi financiado pelos processos 306765/2018-
7 e 400906/2016-3 do CNPq. L.H. Oliveira tem bolsa
de doutorado da Capes. Agradecemos a um parecerista
andénimo por suas excelentes contribui¢oes a clareza do
artigo.
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