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Quase todos os problemas relevantes na fisica envolvem equagoes diferenciais. Dentre esses, uma classe especial
e muito importante de problemas envolvem equacoes diferenciais parciais de segunda ordem. Um bom exemplo é
a equagao de Laplace que é fundamental em eletrostatica, dindmica de fluidos e termodindmica, por exemplo. Em
geral, a solucdo da equagdo de Laplace ndo é tarefa facil e muitos sdo os métodos desenvolvidos para resolvé-la.
Separagdo de varidveis e método das imagens sdo bons exemplos desses métodos. Nesse trabalho, apresentaremos
as transformacoes conformes como uma ferramenta muito 1til na solucdo da equacgdo de Laplace. Esse método
é pouco utilizado por nédo ser apresentado aos estudantes em um curso regular de exatas, tal omissdo é ainda
mais acentuada nos cursos de licenciatura. Nosso objetivo é ajudar a sanar essa lacuna apresentando um texto
didético, introdutério e de facil compreensao ao publico interessado.
Palavras-chave: transformacdes conformes; equacdo de Laplace; problemas de fisica; varidveis complexas.

Most of the relevant physics problems involve differential equations. A special class of problems is those
that involve second-order partial differential equations. The Laplace equation, for example, is fundamental in
electrostatics, fluid dynamics, and thermodynamics. In many cases, obtaining the solution to the Laplace equation
is difficult with the frequently used methods, namely: separation of variables and the method of images. In this
work, we will present the conformal transformations as an additional tool that, in certain cases, is much simpler
to use. As this tool is often overlooked in regular exact courses, our goal is to help fill this gap by presenting a

didactic, introductory, and an easily understood text to the interested public.
Keywords: conformal mapping; Laplace’s equation; physics problems; complex variables.

1. Introducao

E comum que os alunos se impressionem com os nimeros
complexos quando os estudam pela primeira vez. Isso é
muito natural, uma vez que foram previamente ensina-
dos a considerar como inexistentes quaisquer solucoes de
variaveis ao quadrado que sejam iguais a algum nimero
negativo. Ao estranhamento inicial pode-se somar a
incompreensdo posterior porque os nimeros complexos
fazem parte daqueles contetidos com forte componente
abstrato, cujas situacoes de aplicacdo estao além da
matemética escolar [1].

Aceitando estoicamente nossa limitacdo em tornar
o assunto mais claro no nivel do ensino médio, nao
o precisamos fazer, contudo, em um nivel superior.
E no reino da matemética avangada que os numeros
complexos florescem e nos permitem ver sua extensa
aplicabilidade.

Essa aplicabilidade encontra-se, sobretudo, no auxilio
que a utilizagdo de ntimeros complexos podem oferecer
para a solucdo de integrais e equagOes diferenciais;
entidades matemaéaticas ubiquas na fisica.
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Nesse trabalho, mostraremos como utilizar as trans-
formagoes conformes, um tipo de transformacado com-
plexa, para resolvermos a equacgdo de Laplace com
condi¢oes de contorno ou problemas de Dirichlet. Es-
sas transformacOes possuem forte apelo geométrico e
aplicam-se a uma gama de problemas de fisica tais como
eletrostatica, termodinamica, fluidos entre outros.

O trabalho estda estruturado da seguinte forma, na
secdo 2] apresentaremos algumas transformagoes elemen-
tares que serdo essenciais para nossos propoésitos. Na
secao 3| definiremos as transformagoes conformes e suas
principais propriedades. A segdo [d] serd dedicada a fazer
a conexao entre as variaveis complexas e os problemas
de fisica que pretendemos abordar. Abordaremos as
aplicacbes & dindmica de fluidos, termodindmica e &
eletrostatica na secdo [5} Dedicaremos a segdo [0] para as
conclusoes.

2. Transformagoes elementares

Uma varidvel complexa z sempre pode ser escrita em
uma forma que separa sua parte real de sua parte
imaginaria da seguinte forma

z=x+iy, (1)
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em que x e y sdo numeros reais, e ¢ é um numero
imaginério.

Outra forma comum de escrevermos os nimeros com-
plexos é em sua forma polar

z=re?, (2)

com r = |z| = /22 +y2 e € = cosh + isend.

Se w é uma funcao de z, i.e., w = f(z), entdo a fungao
w pode ser separada na sua parte real e imaginaria da
seguinte forma:

w = u(z,y) +iv(z,y). (3)

Denominamos de transformac¢do a correspondéncia
entre os pontos do plano-z e os pontos do plano-w.
Os pontos do plano-z sao transformados em pontos do
plano-w por meio da transformagao f.

Com intuito didatico e devido ao seu cardter de
transformacoes basicas, apresentaremos algumas fungdes
elementares e como ocorrem as transformacoes por meio
das mesmas. E preciso ressaltar que nas soluc¢oes dos
problemas que serao tratados posteriormente se faz
necessario o uso de outras fung¢des mais complexas do
que as que serdo apresentadas. A forma como essas
fungbes se transformam pode ser obtida através de ta-
belas, facilmente encontradas na literatura [2H4]. Outra
forma de se obter transformagoes adequadas a problemas
especificos é por meio das transformacgoes de Schwarz-
Christoffel, muito util nas aplicagées em dindmica dos
fluidos. Essas transformacdes, no entanto, fogem ao
escopo deste trabalho. O leitor interessado podera en-
contrar uma boa discussdo sobre essas transformacoes
nas referéncias [2, [3].

2.1. A transformacio afim
Tomemos a transformacdo
w=f(z) =2+ K, (4)

onde K =
Portanto,

K1 + iKy; é uma constante complexa.

w = (u,v) = (x + K1,y + K3). (5)

Torna-se claro que essa fungao translada cada ponto
z através do vetor K. Como todos os pontos sdo trans-
ladados da mesma forma, as duas imagens possuem a
mesma forma, o mesmo tamanho e a mesma orientacéo.
Analisemos também a funcao

w = Cxz, (6)
que escrita na forma polar assume a forma
pe'® = crel @t (7)
onde

c=1C]. (8)
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Dessa forma,

p — cr, (9)

6 — a+0. (10)

Portanto, podemos concluir que essa transformagao
gira o raio vetor do plano-z em torno da origem de um
angulo a = arg(C) e dilata (ou contrai) o raio vetor por
um fator c.

Como consequéncia da discussao anterior, podemos
dizer que a funcao

w=Cz+ K, (11)

translada os raios vetores do plano-z de acordo com K,
os rotaciona de acordo com o arg(C) e os expande ou
contrai de acordo com o médulo de C.

A titulo de exemplo, tomemos w = Cz + K com
C =3+2i,e K =1+1, além disso, vamos considerar
z = x+1i (uma reta horizontal no plano-z). Da discusséo
anterior, vemos que essa transformacgdo desloca, no
plano-w, a reta de uma unidade tanto para a direita
quanto para cima. Além disso, rotaciona a reta de um
angulo arg(C) = /4 no sentido anti-horério (positivo) e
expande a reta por um fator de |C| = 3/2. Essa situacio
estd ilustrada na Figura [T}

2.2. A transformagao exponencial

A forma como se da a transformacgao
w = €e*, (12)

é nosso objeto de interesse nessa subsecao.
Observe que podemos escrever a equagdo (12) na
seguinte forma

w = pe'® = =T, (13)

emque p—>e’ e —y.

Dessa forma, podemos concluir que a transformagao
exponencial leva as retas = ¢ em circulos de raio p = e¢
e as retas y = ¢ em semiretas com coeficiente angular
¢ = ¢, conforme ilustrado na Figura

¥y vA

Plano — z Plano —w

Figura 1: Segmento de reta no plano-z sendo transformado em

outro segmento de reta no plano-w através da transformacdo
w=Cz+K.
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y‘A vA‘
m'D C

0 1 x Planow 1 € U
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Figura 2: Retangulo no plano-z sendo transformado em um
semi-anel no plano-w através da transformagdo w = e*.

Observe que sob essa transformagao, se tomarmos a
faixa infinita —co < z < 00 e 0 < y < 7 no plano-z, ela
serd transformada em todo o semiplano superior no eixo-
w, ja que, nesse caso, teremos 0 < p<ooel <o <.

2.3. A transformacgao polinomial

A transformacdo denominada polinomial é da seguinte
forma:

w=z". (14)

Na forma polar, ela se torna

w = pe' = e, (15)
E facil ver que
p—r" (16)
e
¢ — nb. (17)

Dessa maneira, fica claro que essa transformacao leva
a regiao angular r > 0, 0 < 6 < 7 do plano-z no
semi-plano superior do plano-w, conforme ilustrado na
Figura [3]

3. Transformacgoes conformes
Consideremos uma funcao complexa f analitica em z; e
tal que f'(z0) # 0. Nosso objetivo agora é mostrar como

se processa uma mudanca de dire¢ao de curvas no ponto
2o através da transformacgdo w = f(z).

s
w‘\" >

Plano-z

i
Plano-w u

Figura 3: llustracdo da transformag¢3do de uma regido angular
do plano-z no semi-plano superior do plano-w através da
transformac3o polinomial w = 2".
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Consideremos uma curva C' no plano-z passando por
zp € a inclinagdo da tangente ao ponto zg como sendo «.
Essa situagdo estd ilustrada na Figura[d] A inclinagao da
reta tangente ao ponto wp no plano-w sera dado por ¢.

Se usarmos o pardmetro t para parametrizar a curva
C, entdo o caminho z(t) ao longo de C no plano-z
corresponde ao caminho w(t) ao longo de C’ no plano-w.
Pela regra da cadeia,

dw dzdw
27 _ =2 1
dt  dt dz’ (18)
que, na forma polar, calculada em ¢t = #3 onde wy =
f(20), leva a

pet® = ret®Rye? (19)
de onde fica evidente que
o=a+0. (20)

Como 6 = arg(f'(z0)) podemos concluir que sob a
transformacao f a tangente a curva C' no ponto zy gira
de um angulo 6 = arg(f’'(z0)) a tangente & curva C' no
ponto wy no plano-w.

Observe que o angulo 6 é determinado pela trans-
formacao f e pelo ponto zg, dessa forma, esse angulo
deve ser o mesmo para todas as curvas que passam por
esse ponto. A titulo de ilustracéo, considere a; e ay 0s
angulo de inclinacdo em zy de dois arcos orientados C e
C5 no plano-z. Além disso, considere ¢ e ¢ os angulos
correspondentes as imagens C] e C% no plano-w. Como
ja VimOS, gf)l = 041+9 € ¢2 = 012+9 ou ¢27¢1 = Qg —01.

Isso nos mostra que a transformagdo f preserva
angulo, em modulo e sentido, entre pares de curvas
em cada ponto de um determinado dominio. As trans-
formagGes com essas caracteristicas damos o nome de
transformacdes conformes. Esse nome se da devido ao
fato de que sob essas transformagoes, nas proximida-
des de um ponto, sua imagem tem aproximadamente
a mesma forma, ou seja, é conforme a original. No
entanto, como os tamanhos dos segmentos podem ser
alterados e os angulos de rotacdo variam de ponto para
ponto, a imagem formada pela transformacao pode nao
apresentar nenhuma semelhanga com a original.

As transformagoes conformes serdo de grande uti-
lidade para resolvermos problemas de fisica ao nos

¢ = a+arg (f'(2))

_ . - . i u

Plano-z Plano-w

Figura 4: Curva suave C no plano-z e sua imagem C' no
plano-w.
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permitir transformar um problema complexo e de dificil
solugdo imediata em um determinado plano para outro
onde essa solucao se dé de forma mais facil. Muitas vezes,
tal solu¢ao no plano imagem se da de forma trivial. Esse
fato levou Henri Poincaré a dizer:

Desse modo, mno estudo das funcoes de
varidveis compleras, o analista, ao lado da
imagem geométrica, que é seu instrumento
habitual, encontra vdrias imagens fisicas que
pode usar com o mesmo sucesso (...) gragas
a essas imagens, num breve olhar ele pode
ver o que a deducdo pura sé lhe mostraria
sucessivamente. Retne assim os elementos
esparsos da solugcdo e, por uma espécie de

intuicdo, advinha antes de poder demonstrar.

Depois de encontrada a solu¢cdo no plano imagem,
devemos apresentar a soluc¢ao no plano original. De sorte
que para isso temos um teorema da analise complexa que
garante a inversa: sendo f uma funcdo analitica no ponto
20, no qual f(2z9) # 0 e tomando wy = f'(z0), existe uma
vizinhanga do ponto wg no qual a fungdo w = f(z) possui
uma dnica inversa z = F(w). Além disso,

4. A fisica e as variaveis complexas

Para fazermos a conexdo entre variaveis complexas
e os problemas de fisica, vamos deduzir o que ficou
conhecido como equagdes de Cauchy-Riemann, essas
equagoes serao de fundamental importancia para nossos
propositos.

4.1. As equagdes de Cauchy-Riemann

Seja f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) uma funcdo analitica
complexa. Por defini¢do, a derivada de f(z) é dada por:

o fErh) — )

21

dz h—0 h ( )
Tomemos h tendendo para zero por dois caminhos par-

ticulares, um pelo eixo real e outro pelo eixo imaginario.
Pelo eixo real temos

ﬁ — lim (u(x + hvy) — U(iE,y)

dz  h—0 h
Lt hy) —v(w,y)>7
h
df Ou .Ov
@ = % “V‘Z%. (22)
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Pelo eixo imaginario obtemos

dz  h—0 ih
Hﬂ(mﬁ@) —v(x,y))’
ih
L (23)

dz _ZaT/ Ox’

Obviamente as equagoes (22) e (23) sdo iguais e,
portanto,

ou Ov ov ou

que sao as famosas equagoes de Cauchy-Riemann.

4.2. A equacio de Laplace

As derivadas parciais das equagoes de Cauchy-Riemann
com relagdo a x e y, respectivamente, sdo dadas por:

0%u 8%v 0%u 0%v

— = — = 25

0x2  Ox0y © Oy? Oydx’ (25)
como f é analitico, temos que
%u  0%u

— + — =0. 26

Ox? * 0y? (26)

Uma expressao corresponde para v (equagio pode
ser obtida de forma similar.

v 0%
2 + 87y2 =0. (27)

As equagoes (206) e possuem a mesma forma.
Sendo assim, tanto u quanto v respeitam a bem conhe-

cida equacao de Laplace:
2 Po %9
Vo (x,y) = 92 + i 0. (28)
Qualquer fun¢do f que possua uma derivada parcial de
segunda ordem continua que satisfaca a equagdo de La-
place é denominada de funcado harmonica. Portanto,
a funcao analitica f = w4+ iv é harmonica. As fungoes u
e v s8o denominadas de fun¢oes harmonicas conjugadas.
Em muitas areas da fisica, a equacao de Laplace é
fundamental. O fato de que u e v respeitarem a equacao
de Laplace nos permite utilizar as ferramentas da anélise
complexa na solucdo de problemas de fisica.

5. Aplicagoes: Fluidos, Termodinamica e
Eletrostatica

5.1. Dindmica dos fluidos

Consideremos um fluido ideal, i.e., com densidade cons-
tante p, ndo viscoso e irrotacional. A velocidade do fluido

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0354



Fumia and Silva

¢(z,y) é um campo vetorial que informa a velocidade de
um elemento do fluido em uma dada posigao.
A equacédo da continuidade para o fluido é dada por

2+ V- (p7) = Q, (29)

em que @ ¢é a taxa de massa que uma fonte (sumidouro)
introduz no sistema.

Na auséncia de fontes ou sumidouros a equacao (29)
se reduz a

L4V (p]) =0. (30)

Como em nosso caso a densidade p é constante, temos
que

On | g2

=0. 1
or 0y 0 (31)

Além disso, como estamos tratando de um fluido
nao viscoso, seu escoamento é laminar e, portanto sera
irrotacional (sem “redemoinhos”). Sendo assim,

= . O Oq
\Y =—=—-——=0. 2
d ox y 0 (32)

Das equacdes e é facil ver que

o O 0w On g
or dy Or dy

Observe que essas sao as equagoes de Cauchy-Riemann
para ¢. Sao essas relagdes que ligam o estudo do
movimento de fluidos bidimensionais a teoria das funcgoes
de varidveis complexas.

Observe que como

podemos definir a funcdo potencial de velocidades
¢(x,y) de tal forma que

7=Vo. (35)

E imediato ver que a funcao potencial de velocidades
¢(x,y) satisfaz a equagdo de Laplace

V24 = 0. (36)

Podemos agora definir a fun¢do harménica conjugada
a ¢(x,y) como sendo a funcdo corrente 1 (z,y). Observe
que as familias de curvas ¥ = ¢1 e ¢ = co s@o ortogonais.
Como ¢ = 6¢, fica evidente que os vetores velocidade
sdo tangentes as curvas ¥ = c¢1, por esse motivo essas
curvas sdo chamadas de linhas de corrente.

A funcdo potencial complexo do escoamento serd
definida por
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Observe que

L0900 09 .09
F(Z)_%+Z%_8x Zay’ (38)

de onde podemos concluir que

7=F'(z) (39)

|71 = [F'(2)]. (40)

Uma vez determinado o potencial complexo do escoa-
mento podemos tirar todas as informagoes sobre a o
vetor velocidade do escoamento, bem como a forma do
mesmo [2].

5.2. Conducao de calor: Lei de Fourier

A lei de Fourier é utilizada para descrever os fenémenos
de transferéncia de calor. A lei possui a seguinte forma

H = —kAVT, (41)

em que k é a condutividade térmica do material entre as

superficies, T é a temperatura e A é drea da superficie.
Considerando que entre as superficies onde o calor se

propaga nao hé fontes nem sumidouros de calor

V.-H=0, (42)
concluimos que
VT = 0. (43)

Como T'(x,y) satisfaz a equagdo de Laplace, podemos
relacionar o estudo da termodindmica com as varidveis
complexas introduzindo a fungdo conjugada a T', .
Como isso, escrevemos a temperatura complexa §2(z):

Qz) =T(x,y) +ith(z,y). (44)
Por construcao, a familia de curvas T'(z,y) = ¢ e
Y(x,y) = co sdo ortogonais em cada ponto onde se

encontram e representam fisicamente as linhas isotermas
e linhas de fluxo, respectivamente.

5.3. Eletrostatica

Sabemos que o eletromagnetismo classico tem sua base
nas famosas equacoes de Maxwell. A primeira equacéo
de Maxwell, conhecida como lei de Gauss, é dada por

V- E=2, (45)
€o
em que E é o campo elétrico, €9 é a constante de
permissividade elétrica para o vacuo, e p é a densidade
total de carga elétrica (carga por unidade de volume).
Na auséncia de cargas (fontes e sumidouros), a lei de
Gauss toma a seguinte forma

—

V-E=0. (46)
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Como o potencial elétrico é dado por

—

E=-VV, (47)
isso implica que
V2V = 0. (48)

A relacao com as varidveis complexas se dard definindo
U(z,y) como a fungao conjugada a V(zx,y) e escrevendo
o potencial complexo na forma

[(z) =V(z,y)+iU(x,y). (49)

A familia de curvas V(z,y) = ¢ e U(z,y) = co
sdo ortogonais em cada ponto onde se encontram e
representam, fisicamente, as linhas equipotenciais e as
linhas de fluxo, respectivamente. Interessante ressaltar
que o campo elétrico E tem a direcdo das linhas de fluxo.

5.4. Exemplos

¢ Dinamica de fluidos: Escoamento uniforme

Tomemos o potencial complexo F(z) = Az, com
A sendo uma constante real positiva. Ora, nesse caso,
d(x,y) = Az e ¥(x,y) = Ay. Dessa forma, as linhas de
corrente ¢ = ¢ sdo retas horizontais y = ¢/A. Portanto,
este potencial descreve um escoamento para a direita,
com vetor velocidade dado por

7= F'(z) = A. (50)

Esse potencial pode descrever tanto todo o semi-plano
superior do plano-z, como apenas uma faixa infinita a <
y < b, como mostrado na Figura

¢ Escoamento em um canto
Consideremos o escoamento através de um canto,
conforme mostra a Figura [6}

J4 vimos que a transformacdo z = w? transforma o
primeiro quadrante do plano-w no semiplano superior do

Ay

Y

\ 4

Plano-z

Figura 5: llustracdo esquemaética de um escoamento descrito
pelo potencial F(z) = Az.
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Plano-w

Figura 6: llustracdo esquematica de um escoamento em um
canto.

plano-z. Sob essa transformagao, portanto, transforma-
mos 0 escoamento em um canto no escoamento uniforme
visto anteriormente. O potencial de escoamento para o
plano-w sera

F(w) = Aw?, (51)

com linhas de corrente dadas por v = 2Auv e vetor
velocidade dado por §= F'(w) = 2A(u — iv).

Analogamente ao que fizemos aqui, podemos usar a
transformacdo z = w™ para estudar o escoamento em
um canto com angulagdo qualquer.

e Escoamento ao redor de um obstaculo
circular
Consideremos a situagdo de um rio que possui
em seu interior uma pilastra circular. O problema
do escoamento nesse rio pode ser resolvido en-
contrando o potencial que descreva a situagao
ilustrada na Figura [7}

Fazendo uso de uma tabela de transformagoes con-
formes ou utilizando o teorema do circulo de Milne-
Thomsom veremos que a transformagao

a2

= — 52
z w—l—w, (52)

) e S i,
- WS N
- — —
>
U
. —> — /‘)
- — — >
—_——1 S—

Plano-w

Figura 7: llustragdo esquematica de um escoamento com um
obstaculo circular.
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v

V = Vo
Plano-z

Figura 8: llustracdo esquemditica de regiGes paralelas com
potenciais elétricos distintos.

transforma a regiao apresentada na Figura m na regiao
apresentada na Figura [p] Sendo assim o potencial que
desejamos serd dado po

Flw)=Az = A (w + ‘i) (53)

¢ Elestrostatica: Potencial elétrico no espacgo
entre planos
Consideremos o problema de determinar o poten-
cial elétrico no espago entre os planosy = 0ey = a,
com V = 0 naregidoondexz > 0 eV = Vj naregido
onde z < 0, conforme ilustrado na Figura

E interessante ressaltar que esse problema é simples
apenas na aparéncia. Ele difere dos problemas classicos
apresentados nos livros didaticos em dois aspectos es-
senciais: 1) ndo estamos interessados na diferenga de
potencial entre as placas extremas, mas no potencial
em qualquer ponto interior as placas e 2) os efeitos
de borda na juncao de placas com potenciais diferentes
nao podem ser desprezados aqui. O método tradicional
para a solucao desse problema seria por separagao de
variaveis. Qualquer um que tenha feito um curso mais
avancado de eletromagnetismo sabe o quao trabalhoso é
a aplicacao de tal método.

Vamos mostrar que através de uma escolha adequada
de transformagoes, é possivel transportar esse problema
para outro plano onde ele se torne bem mais simples
de se obter a solugdao. Conforme vimos na Sec¢do [ a
transformagcao

w =e, (54

~—

. . fude}
transforma as retas © = ¢ em circulos de raio p = e’a
e as retas y = ¢ em semi-retas de inclinacdo ¢ = Z¢

@ "

1 Esse problema do escoamento em torno de um obstéculo circular
é de grande interesse tanto tedrico quanto pratico. Por esse
motivo encotramos na literatura varias formas de resolvé-lo, olhar
por exemplo as referéncias [2] 4H6|. Apenas para explicitar a
vantagem do método apresentado aqui, por meio da separagio
de varidveis a solugd desse problema é V(r,¢) = ag + bolnr +
220:1 [7”“ (ap, cos ko) + s~ F(cy cos k¢ + d, sen kqﬁ)] , que apds a
aplicagoes das condigbes de contorno recaem na Equagio .

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0354

€20200354-7

Como os dois planos variam de —oco < x < oo eles serao
mapeados em todo o semi-plano superior do plano w’.

Para = < 0, teremos que p < 1 e, nesse caso, para y =
0, teremos ¢ = 0. J& para y = a, teremos ¢ = 7, de onde
concluimos que a regido onde V' = V) estara confinada a
regiao —1 < v’ < 1, no plano-w’. J4 para z > 0, p > 1,
o comportamento para y = 0 e y = a nao se altera e a
regido em que V' = 0 estard na regiao em que |u’| > 1, no
plano-w’. Essas considera¢des nos levam a concluir que
sob a transformacdo w’, o plano-z da Figura [8| é levado
no plano-w’ apresentado na Figura

Embora tenhamos apresentado apenas algumas das
infinidades de transformagdes possives, com auxilio de
uma tabela de transformagoes, podemos ter acesso a
véarias outras. Por exemplo, a transformacéo

w —1

_ 55
w +1’ (55)

w = log
com w' # {1, -1}, transforma a regido apresentada na
Figura [0 na regido destacada na Figura [I0]

Dessa forma, vemos que agora o nosso problema se
resume a encontrar V em funcdo de u e v que satisfaga
a equacao de Laplace com as seguintes condicoes de
contorno

V(u,7) =V, (56)
e

V(u,0) = 0. (57)

vl
v="y -1 oy 1 V=0 "

= Vo

Plano-w’

Figura 9: |llustracdo esquemdtica do plano-w' sob a

transformacdo w’' = e’a .

A 4

Plano -w

Figura 10: llustracdo esquemaética do plano-w sob a trans-

formagdo w = log Z,H
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Uma funcdo que satisfaz essas condicoes é
WV
Vi(u,v) = v, (58)
™

com 0 <wv <.
Nos interessa, no entanto, a solucao no plano-z. Para
obté-la, observe que

-1 -1
d ’—i—iarg (w > (59)

w = log w' +1 w +1

Além disso, como w’ = v’ + iv’, podemos escrever

w —1 2v’
v = arg (w’ T 1) = arctg (7‘[/2_’_1)/2_1> . (60)

Como w' = e’ , decorre que
u' = e’ cos (%y)’ (61)
e
v’ = e sen (%y) (62)

Substituindo esses valores na equagéo [60, obtemos a
solugdo de interesse no plano-z

V(e,y) = %arc‘cg (sen(?g))) , (63)

com (z,y) € Rx[0,a]—{(0,0),(0,a)} e 0 < arctg(t) < =.

Definitivamente, essa solu¢do nao é uma solucao tri-
vial tais como as obtidas de problemas de capacitores
encontrados frequentemente nos livros didéticos de fisica
bésica.

¢ Conducao de calor: condugao de calor em
um sélido em forma de cunha
Considere um sélido em forma de cunha conforme
a ilustragdo da Figura Considere que nas
fronteiras § = 0 e § = 6y as temperaturas sejam
T = 0e T = Tp, respectivamente. Além disso,
considere que a fronteira r = ry seja um material
perfeitamente isolante. Nosso problema é obter a
funcdo que descreve a temperatura em qualquer
lugar dentro desse sélido.

Para tornar esse problema mais simples, vamos pro-
ceder duas mudancas de planos. Primeiramente vamos
usar a transformacao

w' = 270, (64)

ou

W' = 1% ¢ T , (65)

que transforma a regido ilustrada na Figura[I1] na regido
ilustrada na Figura [12]
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As transformacdes conformes como auxilio as resolugées dos problemas de fisica

aplicando agora ao plano w’ a transformacao

w = logw’, (66)
ou
T T
= " Logr+ —~if
w 20, ogr + 2901 , (67)

transformamos a regido ilustrada na Figura[I2] na regiao
ilustrada na Figura [I3]

"1

Plano-z

Figura 11: llustracdo esquemética de um sélido em forma de
cunha com bordas mantidas a diferentes temperaturas.

i

v

T=0 '
Plano-w' U

Figura 12: llustrac3o esquematica da transformac3o feita pela
-
funcdo w’ = 2% .

v

T=0
26,

Plano-w Log 1y C.

Figura 13: llustrac3o esquematica da transformac3o feita pela
fungdio w = Logw’.
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O problema agora é determinar uma funcgdo T'(u,v)
que satisfaca a equacdo de Laplace e as seguintes
condigoes de contorno

T(u,0) =0, (68)

T (u g) =T, (69)
aT

5o =0, (70)

ao longo da fronteira u = ﬁlogro, ja que se trata de
uma fronteira isolante.
Facilmente podemos concluir que uma funcdo que
satisfaz a todas essas condicoes é
2T,
T(u,v) = —v. (71)

™

Podemos obter a solugao no plano-z substituindo

a equacio na equagao e observar que 0 =
arctg (%) Dessa forma, obtemos

T
T'(z,y) = efsarctg (%)
com z # 0.

6. Grupos Conformes

Estudos mais aprofundados e tema de pesquisas atuais
sobre as transformagoes conformes podem ser encontra-
dos no estudo sobre os chamados grupos conformes. A
nocao de grupo é uma das nogdes mais fundamentais em
matematica. Um grupo é um conjunto nao vazio C' em
que dois elementos desse conjunto podem ser associados
por uma determinada operagao “x” tal que os chamados
axiomas de grupo sejam satisfeitos. Os axiomas de grupo
sdo:

o Associatividade: para todo z, y, z € C, (x X y) X
z=ax (yxz).

e celemento neutro: para todo ¢ € C, existe um inico
elemento a € C' tal que c X a =a X c=c.

e elemento inverso: para cada ¢ € C existe um tnico
elemento c™' € Ctalque c x ¢! = ¢! x ¢ = a.

O conjunto das funcgbes analiticas complexas sob
operagoes de transformagoes conformes (que preservam
angulos) formam o que chamamos de grupos conformes
e todos os grupos conformes sdo grupos de Lie (de
importancia fundamental em vérias dreas da fisica).
Existem varios grupos conformes de grande interesse
em teorias fisicas, entre eles estd o grupo conforme
ortogonal. Esse grupo pode ser entendido como o grupo
ortogonal vezes o grupo das dilatagoes. O estudo desse
grupo, em particular, estd associado aos chamados gru-
pos conformes do espaco-tempo que compreendem os
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grupos de Minkowski, Lorentz e Poincaré, de grande
importancia nos desenvolvimentos da teoria da relati-
vidade, por exemplo. Sobre a importancia dos estudos
desses grupos O. A. Barut disse [7].

One of the prime reasons for the interest in
the conformal group is that it is perhaps
the most important of the larger groups
containing the Poincaré group. It opens the
door to applications far beyond the standard
kinematical framework provided by the local
symmetries of flat space-time.

Ao leitor interessado em se aprofundar no tema, reco-
mendamos as referéncias [7THII].

7. Conclusao

Como vimos, o uso das transformagoes conformes no
auxilio a resolucao de problemas envolvendo a equagao
de Laplace pode ser muito vantajoso e poupar muito
tempo de célculo. Com a transformagao apropriada,
vocé é capaz de inferir a solucdo de um problema
complexo apenas com uma rapida analise do problema
em um plano conveniente. Embora esse método seja
abordado nos livros de andlise complexa apenas nos
capitulos finais, nosso intuito aqui foi mostrar que ele
pode ser compreendido mesmo por quem possua apenas
um conhecimento intermedidrio sobre o calculo com
variaveis complexas. Além disso, mostramos que esse
tema pode ser aprofundado através do estudo dos grupos
conformes, que possuem grande aplicacdo em teorias
fisicas de fronteira e vasta literatura para consulta.
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