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Este trabalho apresenta um estudo que explica a fisica associada ao conjunto das sucessivas colisdes inelasticas
de um sélido esférico contra a superficie rigida do piso do laboratério, apds ser lancado de uma determinada
altura. O centro de massa do sélido é rastreado a partir da videoanélise realizada através do conhecido software
educacional Tracker, possibilitando a obtencdo da velocidade de seu centro de massa durante todo o caminho
percorrido. O momento linear do s6lido é obtido nos instantes imediatamente antes e apds as colisées, permitindo
o célculo de sua dissipagdo, assim como da dissipagdo da energia cinética, durante esses eventos. O papel
desempenhado pela for¢ca de atrito durante as colisbes também é avaliado, através de uma grandeza pouco
conhecida na literatura de fisica basica, designada por coeficiente de restituicdo tangencial. Medidas dessa grandeza
apresentaram valores proximos a unidade e, portanto, revelaram quantitativamente que, para o experimento
realizado, é infima a contribuicdo da forga de atrito para o impulso durante as colisdes, se comparada a fornecida
pela forca normal, também exercida pelo piso do laboratério. Esse resultado é implicitamente considerado em
modelos de colisdes apresentados em livros didéticos de fisica bésica, onde, sem nenhuma justificativa, a forca de
atrito é ignorada.

Palavras-chave: ColisGes inelasticas, videoandlise, coeficiente de restituicdo tangencial.

This paper presents a study that explains the physics associated to the set of successive inelastic collisions of
a spherical solid against the rigid surface of the lab’s floor after being launched from a certain height. The solid’s
center of mass is tracked by means of a video analysis through the well-known educational software Tracker,
allowing us to obtain its velocity in the whole described path. The solid’s linear momentum is then obtained for
the instants immediately before and after the collisions, permitting to evaluate its dissipation as well as the kinetic
energy dissipation during these events. The role played by the friction force during the collisions is also evaluated
through a not widely known quantity in basic physics literature, named by tangential restitution coefficient.
Measurements of this quantity presented values close to unit and, therefore, quantitatively revealed that, to the
performed experiment, the frictional force contribution to the impulse during the collisions are tiny if compared
to that provided by the normal force applied by the lab’s floor. This result is implicitly considered in the collisions
models presented in the basic physics’ textbooks, where, without any justification, the frictional force is ignored.
Keywords: Inelastic collision, video analysis, tangential restitution coefficient.

What if the surface is rough? A study on the influence of the friction force in inelastic collisions through
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1. Introducao

O fenémeno da colisdo é observado com frequéncia na
natureza e manifesta-se desde eventos mais cotidianos,
como o cair de um objeto sobre uma superficie, ou
o choque entre duas esferas rigidas durante um jogo
de bilhar, a eventos mais complexos, que necessitam
de equipamentos sofisticados para serem analisados,
como ¢ o caso das colisoes entre particulas subatémicas
produzidas em aceleradores de altas energias, geral-
mente em projetos que tém por objetivo investigar a
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possivel existéncia de constituintes elementares dessas
particulas e a natureza das forgcas que mantém coesas
suas estruturas [IJ.

Nos cursos de fisica basica [2H4] o estudo das colisdes
é geralmente apresentado com base nos principios de
conservacao do momento linear e da energia cinética
total do sistema, esse ultimo com validade restrita
ao caso especifico das colisdes perfeitamente elasticas,
precisando, no caso das colisoes ineldsticas, ser adaptado
com o auxilio de um coeficiente de restituicdo que
quantifica a energia dissipada [5]. No infinitésimo de
tempo que corresponde & duracdo da colisdo entre dois
ou mais corpos [6], ocorre uma interagdo entre eles, que
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se manifesta pela atuagdo reciproca de uma ou mais
forgas, responsaveis por alterar seus momentos lineares.
Se o sistema estiver isolado, ou seja, se inexistirem forgas
externas atuando sobre seus componentes, o momento
linear total é conservado. Quanto a variacdo da energia
cinética total, dependera do grau de elasticidade da
colisdo, podendo ser avaliada através do coeficiente de
restituicdo mencionado anteriormente.

Neste artigo consideramos um “sistema” nao isolado,
composto apenas por um corpo sélido, de massa m e
velocidade inicial de médulo vy, que tem seu momento
linear e energia cinética alterados apés colidir de forma
obliqua com a superficie plana e rigida do piso do
laboratoério. Durante a colisdo, duas forgas atuam sobre
esse corpo, a saber, a forga normal a superficie do piso e
a forga de atrito, ambas, em alguma proporcao, contri-
buindo para o impulso aplicado e para a consequente
variagdo do momento linear e da energia cinética do
solido. Em relagao a essa ultima, sua variagao é analisada
a partir do coeficiente de restituicdo, que, neste artigo,
serd designado por coeficiente de restitui¢do normal, ex-
plicitando a contribuicdo predominante da for¢a normal
de contato para o impulso sobre o sélido em relagdo a
contribuicdo dada pela forga de atrito. A pertinéncia de
tal especificacdo encontra justificativa em um contexto
de discussoes geralmente ausentes nos livros didéticos
[7H9] e que estdo relacionadas & contribuicgdo efetiva das
forcas de atrito para a variacdo do momento linear e da
energia cinética do sélido. Tais discussoes sdo levantadas
neste artigo com base no estudo da atuacao de cada uma
dessas forcas e da quantificacdo de seus efeitos, obtida
a partir de medidas experimentais realizadas com base
no monitoramento das colisoes através da técnica de
videoanalise.

Com relagdo a colisdo descrita no paragrafo anterior,
a Figura [I] mostra um diagrama onde sdo indicadas
as forcas peso e normal que atuam sobre o corpo no
infinitésimo de tempo que corresponde a esse evento.
Diagrama esse que corresponde ao modelo geralmente
considerado mnos livros didédticos, que desconsidera a
atuacao da forca de atrito tangente & superficie do piso.
Esse diagrama também indica os angulos de incidéncia
04 e de reflexdo 0p, além das velocidades de médulos
v4 e vp consideradas nos instantes imediatamente antes
e depois da colisdo. Na maioria das vezes os autores
consideram uma reflexdo especular em que 0p = 04,
como indicado na Figura a). Esse tipo de colisao ocorre
quando o coeficiente de restituicdo normal, designado
pela letra e, é igual a unidade, e = 1, caracterizando
assim uma colisdo perfeitamente eldstica. Nesse caso o
momento linear do corpo sofre uma reflexao, preservando
seu moédulo, e, em consequéncia, a energia cinética do
corpo. No caso da reflexdo nao especular, mostrada na
Figura b), temos um coeficiente de restitui¢do menor
que a unidade, e < 1, indicando uma dissipagdo de
energia cinética em decorréncia da variagdo do moédulo
da componente vertical y do vetor momento linear,
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(a) (b)

Figura 1: Colisdo bidimensional de uma esfera com o solo.
(a) Colisgo elastica com coeficiente de restituicdo normal e = 1.
(b) Colisdo inelastica com coeficiente de restituicdo normal
e<1.

perpendicular a superficie do solo. Ja a componente x do
momento linear, tangencial a essa superficie, ¢ mantida
constante. Nesse caso temos p < 6 4, conforme indicado
na figura.

Em ambas as situagoes descritas no paragrafo anterior
e ilustradas na figura 1, a discussao acerca da rugosidade
da superficie na qual a colisao ocorre é geralmente
omitida nos livros diddticos de fisica bésica [10HIZ],
que deixam implicita a ideia de que essa superficie é
lisa ao ponto da forca de atrito poder ser desprezada
durante a colisao. E se essa superficie for dspera, o quéo
significativo seria o seu efeito, a ponto de termos que
considerar a forca de atrito no modelo da colisao? Para
responder a essa pergunta, investigaremos a contribuigao
da forg¢a de atrito para a variagdo do vetor momento
linear da particula durante as colisbes, verificando se a
componente horizontal desse vetor sofre ou néo variagoes
significativas em decorréncia desses eventos. Nesse con-
texto, apresentamos um estudo experimental das colisoes
através do monitoramento do movimento do sélido por
videoanadlise, onde o efeito impulsivo da forca de atrito
nas colisbes é mensurado por meio de uma grandeza
conhecida como coeficiente de restituicdo tangencial e
designada pela letra 8 [I3], grandeza essa muito pouco
discutida na literatura de fisica basica, como mencionado
anteriormente.

O surgimento de softwares de videoandlise [14]
tem acarretado uma crescente expansao de trabalhos
académicos destinados ao desenvolvimento de técnicas
didaticas voltadas ao aprendizado de determinados
tépicos da disciplina de fisica, entre os quais desta-
camos 0s que envolvem problemas relacionados aos
sistemas mecanicos abordados no ensino médio e nos
primeiros periodos dos cursos de graduacdo das car-
reiras de ciéncias exatas. Tais problemas envolvem
desde aplicagoes esportivas [I5], passando por problemas
classicos de queda livre [16, [I7] e de dindmica de rotacao
de sélidos [I8H20], até a analise de colisdes, que é o tema
objeto de estudo deste artigo. O uso das Tecnologias
da Informacao e Computagio (TICs) vem sendo pro-
gressivamente incorporado ao ensino de fisica [21], 22],
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legitimando, nos tultimos anos, uma area de pesquisa
em ensino de fisica com énfase na modelagem compu-
tacional por meio de simulag¢des computacionais [23]
e de videoandlise educacional [24]. Do ponto de vista
epistemolégico, a utilizacdo das TICs permitem trazer
para a sala de aula a discussao acerca de como os
modelos fisicos sdo pensados e concebidos [25], bem como
os seus limites de validade, promovendo assim um ensino
de fisica mais participativo e com maior enfoque no
desenvolvimento do senso critico dos alunos, colocando-
os na posicao de protagonistas do processo ensino e
aprendizagem.

Neste trabalho utilizamos o software livre Tracker
para monitorar o movimento do corpo associado ao
problema cldssico de colisdo descrito nos paragrafos
anteriores, ilustrado na Figura a) e que consiste em um
corpo colidindo sucessivas vezes com a superficie rigida
do piso do laboratério apés abandonar, com velocidade
horizontal de mddulo vy, a base de um perfil curvo,
localizada a uma altura h, medida em relac¢ao a esse piso.
Inserimos o nosso trabalho no contexto da modelagem
computacional voltada para o ensino de fisica, onde, por
meio dos resultados da videoanalise, discutimos a plausa-
bilidade de se considerar a conservacdo da componente
horizontal do momento linear em uma colisdo obliqua
contra uma superficie aspera.

Por fim, este trabalho encontra-se dividido com a
segunda secdo dedicada a descricdo do experimento
realizado, a terceira secdo dedicada a apresentagdo e
desenvolvimento do modelo tedrico adotado, a quarta
secao a andlise e discussao dos resultados obtidos, a
quinta, as conclusoes e consideracgoes finais, e a sexta,
aos agradecimentos.
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2. Descricao do Experimento e
Monitoramento por Videoanalise

O experimento realizado tem por objetivo investigar a
fisica que governa as colisbes de um pequeno soélido
esférico com a superficie horizontal rigida do piso do
laboratério e encontra-se ilustrado na Figura a), que
mostra uma fotografia estroboscépica indicando a tra-
jetoria percorrida por esse sélido no periodo de tempo
contado a partir do instante em que ele abandona,
com velocidade horizontal de médulo vy, a base de
uma rampa que é utilizada para acelera-lo. Essa base
marca a posicdo do lancamento horizontal e encontra-
se a uma altura Hy, medida em relagdo ao solo. Apos
o lancamento, o sélido segue perdendo altura, devido a
atuacao da forga peso, até colidir obliquamente com a
superficie rigida do piso do laboratoério, com velocidade
de moédulo vy e angulo de incidéncia 64, momento em
que é impulsionado pelas forcas a ele aplicadas por
essa superficie, sendo desviado com uma velocidade de
moédulo vp, que forma um angulo #p com a horizontal.
Em seguida, o sélido volta a subir, atingindo uma
nova altura Hy; < Hy em um determinado instante,
a partir do qual volta a perder altura, até sofrer uma
segunda colisdo. Esse processo se repete com o soélido
sofrendo sucessivas colisdes e atingindo determinadas
alturas maximas, sempre com H, < H,_;, onde H,
indica a altura maxima atingida apos a enésima colisao,
sendo, no caso do experimento realizado, n = 1,2,3 e 4.
Além dessas, a altura Hy, correspondente a posicdao do
lancamento inicial, também é de grande importancia
para o calculo da energia mecanica dissipada nas suces-
sivas colisoes, como serd visto na secao a seguir.
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Figura 2: (a) Fotografia estroboscépica do movimento da esfera, obtida a partir da videoanalise realizada utilizando o Tracker.
(b) Coordenada horizontal do centro de massa da esfera em fungdo do tempo.
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A perda gradativa de energia mecénica é indicada
na relagcio H, < H,_; entre as sucessivas alturas
atingidas pelo sdlido e esta relacionada ao grau de
elasticidade das colisoes, que, como mencionado na
introducédo, pode ser quantificado através de um coe-
ficiente cujo valor numérico esté relacionado ao material
que constitui o piso do laboratério e o préprio sélido
lancado. No caso, o experimento descrito foi realizado
sobre a superficie rigida de um chao de cimento e
o sélido lancado consiste em uma pequena esfera de
borracha. A andlise desse experimento tem por base
o monitoramento do centro de massa dessa esfera por
meio de videoanalise realizada com o software Tracker
(versdo 5.1.3) [14]. O video analisado foi produzido a
partir de uma camera 16 Mp + 12 Mp de um celular
Xiaomi Modelo Mi 9 com capacidade de captura de
30 fps (frames por segundo). O Tracker opera a partir
de marcagoes realizadas manualmente com o cursor do
mouse nas posigoes percorridas pelo centro de massa
do solido lancado, identificadas através da sequéncia
de imagens do video analisado. A fim de quantificar
de forma correta as grandezas fisicas fornecidas, como
posicdo, velocidade e aceleracdo do sélido, o Tracker
precisa ser calibrado com a definicao da distancia real
entre dois pontos quaisquer de um determinado frame.
Com isso ele reescalona as distdncias em cada frame e,
com o rastreamento da posi¢cao da esfera no decorrer do
video, consegue atribuir valores reais para as grandezas
fisicas mencionadas. No experimento foi utilizado como
referéncia a altura da base da canaleta, medida em
relacdo ao piso do laboratério. Essa altura é de 60 cm,
conforme indicado na Figura (a)

A Figura [2(b) mostra o gréfico obtido através da
videoanalise para a componente horizontal = da posi¢do
do centro de massa da esfera em fungdo do tempo. A
dependéncia temporal praticamente linear dessa com-
ponente indica que a componente horizontal da velo-
cidade do centro de massa da esfera, v,, permanece
aproximadamente constante durante o movimento, o que
conduz, em um primeiro momento, a conclusao de que
sdo minimos os efeitos produzidos por forcas resistivas
horizontais que eventualmente atuam sobre esse sélido,
tais como a componente horizontal da for¢a associada
a resisténcia do ar e a propria forca de atrito aplicada
pela superficie durante as colisbes. Em relagdo a forga
de atrito, cabe mencionar a relevancia de sua atuacao
sobre o s6lido em circunstancias especificas, motivo pelo
qual essa forga encontra-se incorporada ao modelo de
colisdo apresentado na se¢ao a seguir, sendo os efeitos
provenientes de sua atuacdo sobre o sélido estimados
a partir dos resultados experimentais extraidos por
videoanalise.

3. Modelo Teoérico

Esta secao é dedicada ao estudo da fisica que governa as
colisoes entre o sélido lancado e o piso do laboratério,
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Figura 3: (a) Fotografia estroboscépica mostrando o instante
em que a esfera colide com o solo pela primeira vez. (b) Dia-
grama mostrando as forcas que atuam sobre a esfera durante
as colisdes com o solo.

tendo por base a proposi¢cao de um modelo que incor-
pora as grandezas fisicas relacionadas a esses eventos.
Tal modelo encontra-se representado na Figura [3 que
mostra em (a) uma fotografia da primeira colisdo e
em (b) um diagrama indicando as grandezas fisicas a
ela associadas. Em particular, os vetores em verme-
lho representam as velocidades de moédulos vy e vp
nos instantes imediatamente antes e depois da colisao,
respectivamente. Nessa figura também sao indicados
os angulos de incidéncia 04 e de reflexdo fp, assim
como as forcas peso, P normal, N e de atrito, f, que
atuam sobre o solido, sendo a atuacao das duas tltimas
restrita ao intervalo de tempo infinitesimal, da ordem de
1 ms, correspondente & duragdo da colisdao [6]. Durante
esse 1nﬁn1te81mo de tempo, a for¢ga normal de contato
N ea forga de atrito f sdo responsaveis por alterar
a velocidade do centro de massa do sélido e podem
ser entendidas, respectivamente, como as componentes
normal e tangencial da forca de contato aplicada ao
solido pelo piso do laboratério. Para quantificar essa
alteracao utilizamos os coeficientes de restituicdo de-
finidos ao longo das dire¢cbes normal e tangencial, e
designados pelas letras e e [3, respectivamente. Pensando
em aplicar a andlise desse problema em uma classe
de ensino médio, faremos aqui uma abordagem mais
simplificada, na qual desprezaremos a velocidade de
rotacdo da esfera, tratando-a como uma particula. Essa
aproximacao é valida, desde que a velocidade tangencial,
no momento da colisdo, em um ponto da borda da esfera,
possa ser desprezada frente a velocidade do centro de
massa. Assim, as velocidades relativas de aproximacéo
e afastamento em relacdo ao solo serdo as mesmas para
o centro de massa da esfera e para um ponto qualquer
localizado em sua superficie. No caso, o coeficiente de
restituicdo normal e aparece com frequéncia nos livros
didaticos convencionais, sendo definido pela razao entre
as componentes verticais das velocidades de afastamento
(depois da colisdo) e de aproximagao (antes da colisdo)
do centro de massa do sélido, medidas em relagdo a um
observador ligado ao piso do laboratério. Sendo essas
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componentes designadas, respectivamente, por vy, e
vp,y, Obtém-se, para o coeficiente de restituicdo normal,

e=——D (1)
vA’y

Desprezada a resisténcia do ar, o que é razodvel,
se a esfera lancada ndo for por demasiado leve, essas
componentes também se relacionam com as alturas
maximas, H 4 e Hp, entre duas colisdes sucessivas, sendo
Vay = —v29H 4 e vpy = /29Hp, que, substituidas na
equagao , fornecem

e = \/Z»Z 2)

A equacgdo pode ser generalizada de modo a con-
siderar a enésima colisao com o piso do laboratério,
resultando na expressao

e=/Hy/Hp1, (3)

onde H,_ 1 e H, sa@o, respectivamente, as alturas
maximas atingidas pelo sdlido antes e depois dessa
colisdo. Por meio da equacgao temos as seguintes
relacOes para as alturas maximas consecutivas atingidas
ap6s cada umas das colisdes: H; = Hpe?, Hy = Hie?,
Hs; = Hyeé?,..., H, = H,,_1€%, a partir das quais, obtém-
se, por recursividade,

H, = Hye®", (4)

que estabelece a relagdo entre o coeficiente de restituicao
normal e, a altura méaxima atingida apds a enésima
colisao, H,, e a altura Hy do ponto de langamento
horizontal localizado na base da rampa.

O coeficiente de restituicdo tangencial [ associado
a enésima colisdo é definido pela relacdo entre as
componentes horizontais das velocidades relativas de
afastamento, v, 5, € de aproximacao, v,_1,4, do centro
de massa do sélido, medidas em relagdo ao ponto de
colisao [26],

f= (5)

Un—1,z

Essa equacao é valida na hipétese de nao deslizamento
entre as superficies da esfera e do piso, ou seja, se, du-
rante o contato, a magnitude da forga de atrito estatico,
f, obedecer a restricao f < pueN, sendo pe o coeficiente
de atrito estatico entre as superficies envolvidas e N
a forca normal de contato. A adogdo de tal hipdtese é
razoavel no experimento descrito neste artigo, tendo em
conta os baixos valores que foram obtidos para a com-
ponente horizontal da aceleracao, resultante da atuacao
da forga f, como indicado no resultado da Figura b),
que mostra o comportamento aproximadamente linear
da coordenada x da posi¢cao do centro de massa da esfera
em fungdo do tempo. Utilizando a equagdo (b)) temos
as seguintes relagdes para as componentes horizontais
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da velocidade, entre colisdes sucessivas: vy ; = V.0,
V2,2 = U17x67 V3,2 = ’UQ,Iﬁ""a Un,x = Un—l,;vﬁ~ Por meio
das equagbes anteriores, obtém-se, por recursividade, a
expressao

Un,x = 'UO,:cﬂna (6)

que estabelece uma relagdo entre o coeficiente de res-
tituicdo tangencial 3, a componente horizontal v, , da
velocidade do centro de massa da esfera imediatamente
apo6s a enésima colisao e a velocidade horizontal vg = vg 5
do centro de massa da esfera no instante em que ela
abandona a canaleta.

Uma grandeza importante a ser considerada no estudo
das colisdes é o impulso J proveniente da resultante
F (t) das forgas aplicadas a esfera durante as colisoes,
grandeza essa que, de acordo com o teorema do impulso,
estd associada a variagdo do momento linear P dessa
esfera, AP = mvp — m¥v A, através da equagao

t
J=lim [ F(t)dt =mvp —mva, (7)
t—to to

em que o limite t — ¢y indica a magnitude infima
das escalas de tempo associadas a duracao das colisoes.
A analise das forgas que atuam sobre a esfera durante
essas colisoes, de acordo com o modelo apresentado na
Figura a), conduz a conclusdo de que a componente
do impulso normal & superficie do piso é proveniente
da forca normal aplicada a esfera durante o contato.
Essa componente, correspondente a enésima colisdo, é
designada por Jy,, e, de acordo com a equagdo acima,
estd associada a variacdo da componente vertical do
momento linear da esfera através da equacdo Jy, =
MUy y — MUp_1,y, sendo Up—1,y € Un,y, respectivamente,
as componentes verticais das velocidades relativas de
aproximacao e de afastamento do centro de massa da es-
fera, medidas em relagdo ao ponto onde a colisdo ocorre.
Como a energia mecanica é conservada no intervalo entre
duas colisoes sucessivas, essas componentes podem ser
escritas como vVp_1,y = —+/29H,_1 € vpy = 29H,,
sendo essa hipdtese de conservagao, entre duas colises
sucessivas, valida desde que a resisténcia do ar possa
ser desprezadall] Substituindo essas velocidades na ex-
pressdo de Jy , apresentada acima, chegamos a relacao
INn = my2gH, + m\/2gH,_1. Assim, utilizando a
equacao , obtém-se que a componente normal do
impulso exercido pelo piso do laboratério durante a
enésima colisdo é expressa em termos do coeficiente de
restituicdo normal e, como

1
JInn = my/29Hy <ch6)6”. (8)

1 No caso, o comportamento aproximadamente linear do gréafico
z versus t na Figura b) e o valor obtido para a aceleragdo da
gravidade local, na se¢do 4, préoximo do experimentalmente aceito,
de 9,81 m/s27 considerando as incertezas experimentais, justificam
essa hipétese.
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No caso da componente tangencial do impulso produzido
pela atuacdo da forga de atrito durante a colisao conside-
rada, a equacao fornece que essa componente, desig-
nada por Jr,, corresponde a variagdo da componente
horizontal do momento linear da esfera, sendo escrita
como Jr, = MUy, g —MUp—1 5, COM Up_] g € Vp, g COITES-
pondendo, respectivamente, as componentes horizontais
do vetor velocidade nos instantes imediatamente antes e
depois da colisdo. Assim, considerando conjuntamente a
equacao @, obtém-se
1-p

JT,n = —MYo,x <ﬁ>ﬁna (9)

que relaciona o impulso associado a enésima colisao,
a velocidade inicial de lancamento vy, e o coeficiente
de restituicdo tangencial S. A partir das equagoes
e @ e dos resultados obtidos através da videoanalise,
investigamos o papel desempenhado por cada uma das
componentes da for¢ga de contato durante as colisoes
obliquas. Inicialmente, através das equacoes , pode-
se concluir que, se a componente tangencial do vetor
velocidade do centro de massa da esfera se mantiver
aproximadamente constante durante as colisoes, como
indicado pela dependéncia temporal aproximadamente
linear da componente x do vetor posicao apresentada
no resultado da Figura b), o coeficiente de restituicao
tangencial devera assumir valores préximos a unidade,
B = 1,0, resultando, de acordo com a equagio @[), em
um impulso tangencial praticamente nulo, Jr, ~ 0. Esse
resultado serd demostrado experimentalmente na segdo
a seguir, onde serd estabelecido de forma quantitativa
que o impulso tangencial é praticamente nulo durante
as colisoes, Jr, ~ 0, motivo pelo qual é sumariamente
desprezado nos livros de fisica basica.

4. Andlise e Discussao dos Resultados

A analise de video do movimento descrito pelo sélido,
considerado a partir do instante em que ele abandona
a rampa com velocidade horizontal de moédulo vy, e
passando pelas sucessivas colisbes com o piso do labo-
ratério, como apresentado na Figura (a), permitiu a
obtencao de grandezas fisicas a ele associadas, extraidas
de forma direta a partir de andlise grafica, a exemplo
da componente horizontal da velocidade do centro de
massa, dada pela inclinagdo da reta obtida para a
componente horizontal da posi¢do em funcao do tempo,
apresentada na Figura b). Esse resultado é de fun-
damental importancia e estda fortemente relacionado ao
objetivo deste artigo, pois assinala a relevancia minima
atribuida a atuagao da forga horizontal de atrito durante
as colisoes, corroborando assim com o modelo frequente-
mente apresentado nos livros didaticos. Tal constatacao
é discutida de forma quantitativa nesta secdo, através
de medidas obtidas para os coeficientes de restituicao
tangencial 8 associados as colisoes.

Uma das grandezas fisicas obtidas a partir da analise
grafica do movimento é a velocidade da esfera nos
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instantes imediatamente apds as colisdes, composta, no
caso, por uma componente horizontal vy, = v,, extraida
a partir do gréfico da Figura b)7 e uma componente
vertical, vo,, obtida a partir dos graficos apresentados
na Figura [4] que mostram a dependéncia temporal da
coordenada y do vetor posicao do sélido nos intervalos
de tempo (a) entre o lancamento inicial e a primeira
colisao e (b, ¢ e d) entre as colisdes sucessivas, até
a quarta colisao (n = 4). Os resultados apresentados
na Figura [ ilustram a dependéncia quadratica da
componente y do vetor posicdo em funcdo do tempo,
descrita por y(t) = yo + voyt — 1gt?, sendo yo e vo, 0s
valores iniciais das componentes y dos vetores posicao e
velocidade, respectivamente, e g, o médulo da aceleracao
da gravidade local. Com o objetivo de analisar esses
resultados de forma quantitativa, utilizamos o préprio
Tracker para ajustar os pontos experimentais obtidos
com uma parabola dada por y(t) = At? + Bt + C,
cujos coeficientes sdo identificados com as grandezas
fisicas correspondentes, sendo A = —g/2, B = vy, e
C = yp. Os valores dos parametros extraidos a partir
desse ajuste (A, B e C) sdo mostrados nos insets dos
painéis da Figura [4] e estdo em unidades do Sistema
Internacional (SI). Do painel (a) podemos extrair a
altura e a velocidade horizontal de langamento, dada
por yo = C = 63,3 cm (dyp = 0,6 cm). Observa-se
que essa altura corresponde & altura da canaleta, de
60 cm, mais a medida do raio da esfera, de 2,2 cm, com
uma pequena diferenga que pode ser justificada por erros
associados ao lancamento do solido, como, por exemplo,
ao fato de ndo ser perfeitamente horizontal, dado o
pequeno valor da velocidade extraida da videoandlise,
de vo, = B = —0,29 m/s (dvgy, = 0,09 m/s), ou a
uma pequena imprecisdo na captura do plano em que
o movimento ocorre. As incertezas associadas a essas
grandezas, apresentadas entre parénteses, foram obtidas
com o software SciDAVis [27]. A partir dos valores
extraidos para a aceleracdo da gravidade local g em
cada um dos painéis, através da relagdo g = —2A4,
obtivemos um valor médio para essa grandeza, dado por
g =9,7m/s?, com um erro de §g = 0,3 m/s?, estimado a
partir da diferenca (g™ — gm{")/2, sendo g% e gm{",
respectivamente, os valores maximo e minimo de g, obti-
dos com os parametros extraidos a partir dos resultados
apresentados nos painéis correspondentes. Esse erro re-
presenta um desvio percentual de aproximadamente 3%
e o valor obtido para g é muito proximo do valor médio
conhecido para a aceleracao da gravidade na superficie
da Terra, que é de aproximadamente 9,81 m/s?, com
desvio percentual de 1%. Esse resultado assegura que o
Tracker realizou o rastreamento de forma adequada e
que as magnitudes dos pardmetros extraidos a partir da
videoanalise estdo em conformidade com os valores das
grandezas fisicas a eles associadas.

O resultado apresentado na Figura a) mostra as
medidas obtidas para a altura de lancamento (n = 0) e
para as alturas maximas, H,, atingidas apés a enésima
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Figura 4: Coordenada vertical do centro de massa da esfera em func3o do tempo entre duas colisdes sucessivas. Pontos: experimento.

Curva vermelha: ajuste.
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Figura 5: (a) Altura méxima atingida apés a enésima colisdo
com o solo. Circulos: pontos experimentais. Curva sélida: ajuste
a partir da fun¢do f(xz) = ab®, com a = 0,63108 e b =
0,679397. (b) Médulos dos impulsos normal Jy , (curva preta)
e tangencial Jr, (curva vermelha) calculados em fung3o de n.

colisao, sendon = 1,2, 3 e 4. O ajuste desses dados a par-
tir da fungdo f(x) = ab® encontra correspondéncia com
a equacao @ através da identificacdo dos pardmetros a
e b com a altura de lancamento Hy e com o quadrado
do coeficiente de restituicdo normal e, respectivamente.
Os valores obtidos para essas grandezas a partir da
andlise grafica foram Hy = a = 0,631 m + 0,006 m,
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Tabela 1: Tabela contendo a componente horizontal da velo-
cidade apés a enésima colisdo, vy -, € a razdo entre os valores
consecutivos dessa velocidade, 8 = vn,o/Un—1,5, com n > 1,
representando as medidas para o coeficiente de restituicdo
tangencial.

n Un,z (M /8)

0 [ 1,196 £0,006 | B = na/Un_1.0
1| 1,166 + 0,007 0,975 + 0,008
2 | 1,047 4+ 0,009 0,898 4+ 0,009
3 1,08 £ 0,02 1,03 £0,02
42| 1,06+£0,04 0,98 £ 0,04

medida entre o centro de massa da esfera e o piso do
laboratério, e e = vb = 0,824 + 0,003. Uma vez que a
razao entre as alturas maximas sucessivas é igual ao qua-
drado do coeficiente de restitui¢io e? (ver equacio ) e
que a energia potencial é proporcional a altura do sélido,
temos que essa energia, apés cada colisdo, preserva
aproximadamente 68% do valor que possuia na colisao
anterior. A funcdo do coeficiente de restituicao normal
no estudo de colisoes ineldsticas bidimensionais, como as
investigadas no experimento descrito neste artigo, é a de
quantificar a perda e indicar a parcela da energia pre-
servada apods cada colisdo. Essas perdas sao atribuidas
a dissipacOes associadas a deformagoes permanentes nas
superficies da esfera e do piso do laboratorio.

Também realizamos um estudo de v, nos instantes
imediatamente apds as colisbes, cujos resultados estao
apresentados na segunda coluna da Tabela com
vo,e = 1,195 m/s (dvg, = 0,006m/s) representando
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a velocidade da esfera no momento em que é lancada.
Esses resultados foram obtidos pelo ajuste das medidas
da coordenada x do centro de massa da esfera em fungao
do tempo nos intervalos temporais definidos entre o
langamento inicial e a primeira colisao e entre as colises
sucessivas, até a quarta colisio (n = 4). Em cada
um desses intervalos a componente x apresentou um
comportamento linear tipico do movimento uniforme,
indicando a auséncia de efeitos dissipativos, como o
proveniente da resisténcia do ar. Os valores obtidos
para a componente horizontal da velocidade apds as
colisdes foram entdo, a partir da equagdo (b)) e para
1 < n < 4, utilizados para estimar os coeficientes
de restitui¢do tangenciais f; apresentados na terceira
coluna da tabela. A partir desses valores obtivemos o
valor 8 = 0,97 + 0,05, com 3 = 0,97 correspondendo
a média aritmética dos valores 3; e a barra de erro
88 = 0,05 estimada a partir do desvio padrio da
distribui¢do correspondente. A apreciagdo do coeficiente
de restituicao tangencial 8 a partir de seu valor médio
se faz pertinente pelo fato desse valor se aproximar da
unidade e, com isso, indicar a influéncia pequena da forca
de atrito na dinamica das colisoes, justificando o modelo
tedrico proposto nos livros didaticos. Nao obstante, a
analise de cada uma das colisoes sucessivas a partir dos
valores [3; a elas associados acabou por revelar toda
a riqueza associada a dindmica desses eventos e que é
atribuida ao movimento de rotagdo da esfera, conforme
discutido a seguir.

O conjunto de valores obtidos para o coeficiente de
restituicdo tangencial possui uma distribuicdo em que
um desses valores supera ligeiramente a unidade, como
observado para o coeficiente associado & terceira colisao
(n=23) =1,03 (68 = 0,02) apresentado na Tabela
sendo a incerteza ¢ obtida a partir da expressio

(10)

que descreve a propagacao das incertezas associadas as
medidas das componentes horizontais da velocidade.
Esse fato, que estd associado ao aumento um tanto
quanto inesperado da componente v, da velocidade do
centro de massa da esfera apds a colisao mencionada,
pode ser entendido a partir das discussoes apresentadas
na referéncia [28], na qual esse mesmo fenémeno ¢é
relatado pelo autor ao analisar uma série de colisoes
sucessivas sofridas por uma “super ball”’, que, no caso,
possui as mesmas caracteristicas da esfera utilizada
em nosso experimento. Esse comportamento pode ser
entendido a partir da mudanca de sentido da forga
de atrito, que as vezes aponta no mesmo sentido da
componente horizontal da velocidade e, outras vezes,
contra. Em particular, nas primeiras colisoes, a veloci-
dade angular de rotagdo, w, da esfera é relativamente
baixa, de modo que a forca de atrito se opde a v,
(ver Figura b)), produzindo um torque que acaba
por aumentar o valor de w. Esse cenario se repete nas
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colisbes subsequentes até que w atinge um valor critico,
a partir do qual, devido ao aumento da compressao do
piso pela superficie da esfera no sentido contrario ao de
vz, a superficie do piso passa a reagir com uma forga de
atrito horizontal que aponta no sentido do movimento
(da esquerda para a direita), favorecendo o movimento
de translagdo em detrimento do movimento de rotagao,
quando observamos um aumento de v, acompanhado de
uma reducao da velocidade angular de rotagao da esfera.

Voltando a andlise do coeficiente de restitui¢do tan-
gencial § a partir de seu valor médio /3 e considerando a
expressao apresentada na equagao @ para o impulso
tangencial Jp, temos que o valor 8 = 0,97 obtido,
com desvio percentual de 3%, resulta em um impulso
tangencial Jr muito pequeno, Jr =~ 0, o que, como
mencionado anteriormente, corrobora com o resultado
experimental apresentado na Figura b), que descreve
um comportamento aproximadamente linear para o des-
locamento horizontal x em fungdo do tempo. O infimo
impulso tangencial obtido em nosso experimento esta
associado & deformagdes de cisalhamento na direcéo
tangencial a superficie, que sdo muito pequenas se
comparadas as deformagdes na dire¢do normal. Acredi-
tamos que a magnitude dessas tensoes de cisalhamento
podem ser intensificadas em um cenario no qual tanto o
coeficiente de atrito estatico entre a esfera e a superficie
quanto a velocidade do centro de massa da esfera no
instante do langamento assumam valores maiores. No
caso, o aumento do coeficiente de atrito estatico se
faz necessario mediante o aumento da velocidade de
lancamento, para que a esfera ndo deslize durante as
colisGes, 0 que acarretaria uma reducao das deformagoes
de cisalhamento promovidas pela forga de atrito estatico.

Na Figura [5[b) confrontamos os impulsos normal e
tangencial, calculados, respectivamente, pelas equagoes
e @ definidas com os pardmetros g = 9,7 m/s?,
e =0,824, Hy = 0,63 m, § = 0,97, vo, = 1,19 m/s e
m = 0,044 kg. Esse resultado evidencia o fato do im-
pulso tangencial Jr, produzido pela forca de atrito, ser
minimo se comparado ao impulso normal .JJy produzido
pela forca normal de contato, o que é coerente com o
comportamento aproximadamente constante observado
para a componente horizontal da velocidade da esfera
e acaba por justificar de forma quantitativa o modelo
de colisdo apresentado na Figura [I| e considerado nos
livros didaticos de fisica, que nao leva em consideragao
a atuacao da forca de atrito.

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos a dindmica associada as
colisbes de uma esfera de borracha com a superficie
do solo, apds ser lancada de uma altura Hy com
velocidade horizontal vg,. A partir da videoanalise do
movimento descrito por essa esfera, obtivemos valores
para grandezas a ele associadas, como a altura de
lancamento, as alturas maximas atingidas pela esfera
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apds as colisoes, as componentes horizontais e verticais
das velocidades imediatamente apds essas colisoes, além
da prépria aceleragdo da gravidade local. Ainda, par-
tindo do diagrama de forgas apresentado na Figura b),
que adotamos como modelo para as colisoes observadas,
apresentamos um estudo com o objetivo de avaliar o
papel desempenhado pelas forgcas que atuam sobre a
esfera durante as colisdes. Estudo esse que teve por
base os valores obtidos para os coeficientes de resti-
tuicao normal e tangencial, associados, respectivamente,
a atuacao das forgas normal e de atrito aplicadas a
esfera durante as colisoes. No caso, os valores obtidos
para os coeficientes de restituicdo tangencial § foram
préximos da unidade, indicando que a contribui¢do da
forca de atrito para o impulso fornecido & esfera durante
as colisbes é infima se comparada a da for¢ga normal,
como pode ser observado pela dependéncia praticamente
linear obtida para o deslocamento horizontal =z em
funcdo do tempo t mostrada na Figura b), que indica
a invaridncia da componente horizontal da velocidade,
vz, € a auséncia de forcas contrdrias ao movimento.
A importancia desse resultado estd no fato dele justificar,
quantitativa e experimentalmente, o modelo de colisao
que é considerado com frequéncia nos livros didaticos
para abordar o problema no qual um sélido com de-
terminada massa colide de forma obliqua contra uma
superficie horizontal rigida, e que desconsidera a atuacéo
da forga de atrito. Quanto ao coeficiente de restitui¢ao
normal e, obtivemos que ele estabelece uma relacao entre
as alturas de lancamento Hy e da enésima colisao H,,
através da equacao (4]). Relagdo essa que foi considerada
no ajuste dos dados experimentais que obtivemos para
H,,, conforme mostrado na Figura a). A partir desse
ajuste foi extraido um valor médio de e = 0,824 para
as colisoes consideradas (n = 1,2,3,4), que em seguida
foi utilizado para estimar a fracdo da energia dissipada
e o impulso normal Jy , fornecido a esfera durante as
colisbes, esta ultima grandeza representada pela curva
preta na Figura (b), que mostra também, através da
curva em vermelho, os resultados obtidos para o impulso
tangencial Jr, associado a essas colisdes, evidenciando
quantitativamente o dominio praticamente absoluto da
for¢a normal de contato em comparacao a forga de atrito
no que tange a influéncia dessas forgas na dinamica das
colisoes estudadas.

Como ultima consideragao, destacamos o valor ligei-
ramente superior a unidade obtido para o coeficiente de
restituicdo tangencial 8 associado a terceira colisdo, 8 =
1,03, indicando um aumento da componente horizontal
da velocidade apés esse evento. Esse resultado aparen-
temente inexpressivo sugere a existéncia de um cenario
ainda mais rico associado a dindmica das colisbes pro-
duzidas em nosso experimento, no qual a forca de atrito,
que, de fato, como discutido, possui um efeito dissipativo
praticamente desprezivel, quantificado pelos infimos va-
lores obtidos para Jr, apresentados na Figura b), se
revela importante devido a sua contribuigdo, como uma
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forga nao dissipativa, para o torque e, consequentemente,
para a dindmica de rotacao da esfera. Essa conclusao se
baseia na discussao apresentada na referéncia [28] e serd
explorada em trabalhos futuros nos quais pretendemos
maximizar o efeito ndo dissipativo da forca de atrito
utilizando sélidos regulares de dimensoes maiores, como
esferas e discos, lancados de modo a colidirem com
superficies rigidas de diferentes rugosidades.
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