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Neste trabalho, apresentamos a analogia 6ptico-mecénica de Hamilton, que foi utilizada por Schrédinger para
obter a famosa equagdo da mecénica quéntica que leva seu nome. A partir desta analogia, mostramos passo
a passo como obter a equagdo de Schrodinger (independente e dependente do tempo). Em seguida, discutimos
o significado da funcdo de onda e as interpretacdes propostas durante o desenvolvimento da teoria quéntica.
Também apresentamos solugbes ndo difrativas para a equagdo de Schrédinger baseadas em solugdes jé conhecidas
em areas como Optica e acistica. E por fim, damos alguns exemplos de outras analogias que existem entre a 6ptica
e a mecanica quantica.
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In this work, we present Hamilton’s optical-mechanical analogy, which was used by Schrédinger to obtain the
famous quantum mechanics equation that bears his name. From this analogy, we show step by step how to obtain
Schrodinger’s equation (time independent and dependent). Then, we discuss the meaning of the wave function
and the proposed interpretations during the development of quantum theory. We also present non-diffractive
solutions for the Schrodinger equation based on solutions already known in areas such as optics and acoustics.

And finally, we give some examples of other analogies that exist between optics and quantum mechanics.

Keywords: Schrodinger, Hamilton, Analogy.

1. Introducao

No inicio do século XX, a fisica sofreu mudangas pro-
fundas devido ao surgimento da mecanica quantica.
Da mesma forma que a mecanica relativistica pode ser
vista como uma generalizagdo da mecéanica classica para
altas velocidades, geralmente acima de 10% de ¢ [1],
a mecanica quantica pode ser enxergada como uma
generalizagdo da mecanica classica para dimensées muito
pequenas, geralmente menores que 1072 m [2]. O termo
“quantico” vem da solugdo proposta por Max Planck
em 1900 para resolver a divergéncia entre a teoria e
experiéncia da distribuicao espectral da radiacao térmica
emitida por um corpo aquecido. Como a divergéncia
se da a partir de frequéncias no espectro ultravioleta,
o problema foi chamado de “catastrofe ultravioleta”.
Planck sugeriu que a troca de energia no corpo nao
ocorria de forma continua como sugeria a fisica classica,
mas sim em multiplos inteiros de hu Em 1923, Louis
de Broglie propés que da mesma maneira que a luz,
antes considerada uma onda, podia apresentar propri-
edades corpusculares (como evidenciado pelos efeitos
fotoelétrico e Compton), os elétrons, até entdao conside-
rados particulas, poderiam apresentar comportamento

* Endereco de correspondéncia: joaoquaglio@hotmail.com

1 Planck adimitiu mais tarde que adotou esta hipétese pela
necessidade de encontrar uma explicagdo tedrica a qualquer preco.
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ondulatoério, onde o comprimento de onda associado é
dado por A = h/p. Por fim, em 1926, baseando-se
na analogia éptico-mecanica formalizada por William
Rowan Hamilton, Erwin Schrédinger encontrou uma
equacgao de ondas para as ondas de matéria de de Broglie.

2. A Analogia Optico-Mecanica
de Hamilton

Apesar do nome, a analogia ja fora estudada an-
tes por Ibn al-Haytham (965-1037) e René Descartes
(1596-1650) [3] mas foi William Rowan Hamilton em
1831 que a formalizou matematicamente, através da
comparagao entre a trajetoria de uma particula em um
campo de forgas conservativas com potencial V(r) e a
trajetoria de um raio de luz em um meio com indice de
refragdo n(r).

Vamos considerar a trajetéria de um raio luminoso
representada por:

dr = ads (1)
onde dr é um deslocamento infinitesimal ao longo de
uma trajetéria curva, ds seu comprimento e @t um vetor
unitério. Agora, invocando a identidade (n1)? = n? e
diferenciando ambos os lados em relagdo a n, temos:

- d(nd) =dn

(2)
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Sabendo que dn é a variacdo de n na direcao de dr,
vem da definicdo do gradiente que:

dn =Vn -dr (3)
e multiplicando a equagao por ds/ds obtemos:

dr
= - —_ 4
dn =Vn o ds (4)

Da equacao , temos que & = dr/ds, entdo levando
este resultado na equagao ficamos com:

dn = Vn - ads (5)

e comparando a equagao com a equacao 1} temos:

- d(nh) = Vn - ads (6)
e portanto:
_d(nn)
Vn = I (7)
ou:
d dr

que é conhecida como equac¢do diferencial dos raios.
No caso de uma particula, também podemos represen-
tar sua trajetoria através da equacdo de modo que:

dr drds .
e da segunda lei de Newton:
dp _ dpds _ dp
dt  dsdt  ds

L))

ds ds p£
logo:
1dp d dr
mu—@@@> (11)
portanto:
d(pa) d dr
ds  ds (pds> (12)

o que leva (por semelhanga com a equacio |7) a:

d dr
Vp = s (pds> (13)

que é conhecida como equacao diferencial das trajetorias.
Comparando as equagcoes e (13)), vemos que possuem
)
2
al’|

exatamente a mesma formal*|Como o indice de refracgéo

2 Vale a pena mencionar que a forma d/ds(fdr/ds) onde f é n ou
p, pode ser escrita como V f 4 a onde a é um vetor que satisfaz a
relacdo a -1 = 0.
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n e o momento p sdo grandezas analogas, para escrever
n (adimensional) em fungdo de p, basta dividir p pela
constante pg = v2mE que é o momento da particula
livre Assim, temos da conservagao da energia que:

FE = W + V(I’) (14)
logo:
p(r) = V2m[E — V()] (15)
portanto:
Po 2mE E

Isto quer dizer que a trajetéria de uma particula
com energia E em um campo de forcas conservativas
associado a um potencial V ¢é idéntica a trajetéria de
um raio de luz em um meio com indice de refracao dado
pela equagao . Esta é a analogia apresentada por
Hamilton.

3. A Equacao de Schrodinger

Entre o final de 1925 e o comecgo de 1926, Schrodinger
publicou uma série de quatro artigos (cerca de um
por més) sobre sua mecinica ondulatdria, onde revela
que talvez mossa mecdnica cldssica seja completamente
andloga a dptica geométrica e como tal, estd errada |[...]
portanto € preciso estabelecer uma mecanica ondulatoria,
e 0 método mais 6bvio € a partir da analogia Hamiltoni-
anaf4][5]. Sendo assim, partindo da equacdo de ondas:

1 0%(r,t)
V2i(r,t) — “ gz~ =0 (17)
e fazendo:
Y(r,t) = A(r)B(1) (18)
ficamos com:
VA 1 9°B
A Bov? 9¢2 (19)

Como cada lado da equagao (19) “enxerga” o outro
como uma constante, chamando essa constante de —k?

e A(r) =¢(r) e B =1(t), temos:

V23(r) + k*(r) = 0 (20)
*yY(t) _
ozt E*0%i)(t) = 0 (21)

onde a equagio é conhecida como equacdo de
Helmholtz, com k? = n%kZ. Usando a relagio de de

3 Isto vem da relacdo k = nkg onde k = p/h é o nimero de onda.
Logo p = npo < n = p/po.
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Broglie, A = h/p, onde A = 27/k, podemos mostrar que
k3 = p3/h? = 2mE/h?. Levando este resultado junto
com a equacao na equacao , obtemos:

V() + <1 - V](;)) (2’7;E > b)) =0  (22)

e rearranjando os termos, chegamos a:

TR+ V) = Bor)  (2)

que é a equacdo de Schridinger independente do tempo.
Uma vez que ¢(t) = exp(—iwt) é uma solugdo da

equacao , podemos usar as relagoes w = kv, k =

27v /v e E = hv para mostrar que w = E/h, entao:

v =exp (i) (21)

e da equacéo (18)):

wlr,t) = vty exp (-i77 ) (25)

Agora, derivando ambos os lados da equacio em
relagdo a t, temos:
0 t
in2@0 _ gy (26)
ot
de modo que ao comparar ambos os lados, podemos
observar que:
0
E=ih— 27
iha (27)
Assim, multiplicando ambos os lados da equagao (23))
por ¥ (t), e reescrevendo E como dado pela equagao (27))
obtemos:

—h? L OY(r,t)
%Vz/)(r, t)+ V(r)y(r,t) = th

que é a equacdo de Schridinger dependente do tempo.

(28)

4. Qual o significado da fun¢ao de onda
de Schrodinger?

Inicialmente, Schroédinger acreditava que a fungdo de
onda era uma expressao matematica capaz de descrever
com precisdo as ondas de matéria de de Broglie no
espaco e no tempo, e assim como na fisica classica,
dadas as condigOes iniciais, seria possivel prever sua
configuracado futura. Isto foi motivo de orgulho para
Schrédinger, afinal, pensava ter conseguido resolver o
problema trazido pela fisica atomica [6]. Acontece, que
esta interpretagdo nao poderia estar correta, pois Werner
Heisenberg havia demonstrado recentemente que ao
realizarmos uma medida, a interacdo com o que esta
sendo medido provoca alteracbes na mesma, tornando
impossivel por exemplo, medir simultaneamente e com
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precisao, tanto a posicdo quanto o momento de uma
particula. Este principio ficou conhecido como principio
da incerteza de Heisenberg.

Foi em 1928, que Max Born propds que a funciao de
onda estava associada a probabilidade de encontrarmos
uma particula em uma determinada regiao do espaco,
que é dada por:

To
P@) = [ u(e)Pds (29)
1
onde [¢p()|? é chamada de densidade de probabilidade.
Ou seja, P(x) é a probabilidade de encontrarmos uma
particula no intervalo [z1, 2] em um instante t.

Esta interpretagdo probabilistica gerou algumas
questoes. Ao realizar uma medida, o sistema descrito
pela funcao de onda ja possuia a configuracao observada
(interpretagdo realista) ou foi o ato de medir que obri-
gou o sistema a entregar uma resposta (interpretacdo
ortodoxa)? Existem até mesmo aqueles que afirmam que
trata-se de uma questdo metafisica (posicdo agndstica),
por isso deve ser ignorada.

Para os realistas, a teoria quéntica era incompleta,
pois a funcdo de onda nao era capaz de descrever com
precisao o sistema em questdo, sendo necessiario uma
outra quantidade chamada de variavel oculta para tal.
Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky, e Nathan Ro-
sen publicaram um artigo questionando a interpretagao
ortodoxa. Chamado de paradoxo EPR, defendiam que
o resultado de uma medida realizada em uma parte do
sistema nao poderia ter um efeito imediato no resultado
de uma medicao realizada na outra parte, independente-
mente da distancia entre as duas partes. Isto devia-se ao
fato de acreditarem que nenhuma informacéao poderia ser
transmitida a uma velocidade superior a da luz no vécuo.
Este princicpio é conhecido como localidade. Vejamos
uma descri¢do do paradoxo proposta por David Bohm.

Imagine um méson pi neutro que decai em um elétron
e um positron conforme abaixo:

' =e et (30)

Uma vez que o méson pi estava inicialmente em re-
pouso, o elétron e o pdsitron movimentam-se em sentidos
opostos e pela conservacao do momento angular, tanto o
elétron como o poésitron possuem spin, a questao é quem
possui spin up ou down.

Caso estejam separados por uma distdncia muito
grande, 10 anos-luz por exemplo, e mecamos o spin do
elétron como down, o do pésitron serd up. Para os realis-
tas, o spin do elétron era down desde o comeco e apenas
nao sabiamos. J4 para os ortodoxos, ele ndo era nem up
nem down, foi o ato de medir que forcou o sistema a dar
uma resposta. Em outras palavras, o estado do elétron
é uma superposicao dos estados up e down e quando
uma medida é realizada, a funcdo de onda colapsa
entregando um estado. Assim, ao obtermos o spin do
elétron como down, o spin do positron imediatamente
se tornou up. Essa acdo instantanea a longas distancias
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(também conhecida como entrelagamento quintico) era
inaceitdavel para os realistas.

Em 1964, John Stewart Bell provou que a teoria
das variaveis ocultas era imcompativel com a teoria
quantica, através da seguinte desigualdade:

[C(a,b) = Cla,¢)] <1+ C(b, ) (31)

onde a, b e ¢ sdo trés vetores unitarios com orientacoes
distintas e C' é chamado de correlagdo, que é o valor
esperado do produto das medidas obtidas de dois desses
vetores. Em outras palavras, ele mostrou que se a
desigualdade for satisfeita, ou seja, existirem varidveis
ocultas, a teoria quantica nao é s6 incompleta, mas total-
mente errada [7]. Varios experimentos foram realizados
nos anos 60 e 70 para testar a desigualdade de Bell,
resultando no trabalho de Aspect, Grangier, e Roger
[8], onde citam que nosso experimento produz a violagdo
mais forte da desigualdade de Bell jd alcan¢ada, e em
excelente acordo com a mecdnica quantica. Uma vez que
€ uma transposicdao direta do esquema ideal de Einstein,
Podolsky, Rosen e Bohm, o procedimento experimental é
muito simples, e nao precisa de medicées auxiliares como
em experimentos anteriores com polarizadores de canal
unico. Somos, portanto, levados d rejeicdo de teorias
realistas (ou seja, “varidveis ocultas”) se aceitarmos a
suposicao de que nao hd viés nas amostras detectadas, e
existe suporte experimental para esta suposi¢Go. Assim,
a interpretagao ortodoxa, também conhecida como inter-
pretagdo de Copenhague, ganhou forca e é a mais aceita
até hojeE|

5. Solugoes Nao-Difrativas para
a Equacao de Schrodinger

Como vimos na se¢ao anterior, a probabilidade de encon-
trarmos uma particula (como um elétron, por exemplo)
em uma regiao do espaco, estd relacionada & funcao de
onda e portanto, exibe comportamento ondulatério. Isto
fica evidente em experimentos de dupla fenda como o de
Tonomura et al. [9] em que elétrons passavam um por
vez por duas fendas até atingirem um anteparo onde
um padrao de interferéncia ondulatério era observado
De fato, mesmo ao se propagar livremente, a funcdo
de onda que descreve uma particula difrata, ou seja,
a probabilidade de encontrar ela no espago diminui a
medida que se propaga [10]. Solucoes nao difrativas para
equacoes de ondas, como ondas planas e feixes de Bessel,
sdo conhecidas a tempos [ITHI3] e também existem para
a equacao de Schrodinger [14) [15].

4 Existe ainda uma resisténcia em aceitar essa interpretacio por
parte de alguns fisicos, que recorrem a teorias de varidveis ocultas
ndo locais, ou seja, que ndo obedecem a desigualdade de Bell, mas
essas teorias encontram-se na marginalidade.

5 Isto é feito sem observar por qual das fendas os elétrons passam.
Ao observar por qual das fendas os elétrons estdo passando, a
fun¢do de onda colapsa e a interferéncia desaparece.
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Vamos assumir uma solucao do tipo:

1/)(Pa2a¢a t) = F(p,Z,¢) exp(iiwﬂ (32)

onde w = E/h e F satisfaz a equagdo (20), que
é a equacao de Helmholtz. Assumindo que F tenha
o formato espacial de um feixe de Bessel, ou seja,
F(p,z,¢) = Jn(k,p) exp(ik,z + im¢), temos que:

V(p, 2, ¢,t) = Jm(kpp) exp (zkzz +ime — z?)

(33)

¢ uma solugdo da equacdo de Schrodinger, onde k, e
k., sdo os numeros de onda transversal e longitudinal
respectivamente e m é chamado de carga topoldgica.
E importante deixar claro que os nimeros de onda
transversal e longitudinal obedecem a restricio k? =
ki + k% onde k = p/h. Assim, temos que k, = p,/h
e k, =p./h e a equagdo (33) torna-se:

V(ps2,¢,1) = I (p%p) exp <z1;z + ime — z?)
(34)

Na optica, feixes de Bessel do tipo ¥(p,z,¢,t) =
Im(kpp) exp(ik,z + im¢ — iwt) ndo sdo quadrado in-
tegraveis, isto é, carregam energia infinita, portanto
nao podem ser gerados experimentalmente. Porem é
possivel obter versoes truncadas dos mesmos [16] [17]
incidindo feixes gaussianos em uma abertura anular
e atravessando uma lente posteriormente. Estes feixes
truncados resistem & difragdo por uma certa distancia
até comegarem a se degradar.

Como a equagdo tem sua parte espacial cons-
truida a partir destes feixes de Bessel, ela também nao
é quadrado integrdvel. Assim, um arranjo similar aos
feixes 6pticos truncados pode ser obtido por exemplo,
para elétrons, substituindo a lente convencional por uma
magnética. Desta forma, a probabilidade de encontra-
los no espaco nao difrata por uma certa distdncia, e
nesta regiao podem ser descritos pela equagao sem
problemas.

6. Outras Analogias

Como vimos, a analogia Optico-mecanica de Hamilton
teve um papel fundamental no desenvolvimento da teoria
quantica. Desde entdo, varias outras analogias entre
a Optica e a mecinica quantica foram desenvolvidas
para tentar entender fen6menos quénticos sob uma
perspectiva mais cldssica da Optica.

Por exemplo, ao considerar uma solugdo para
a equacdo de Helmholtz na forma ¥(z,y,z) =
A(z,y,z)exp(ikz) onde A(z,y,z) é um envelope que
varia muito lentamente na direcdo de propagacao z,
é possivel mostrar que A(z,y, z) satisfaz uma equagio
conhecida como equagéo paraxial de ondas, dada por:

DA(z,y,2)

V2 A(x,y, 2) + 2ik oy

=0 (35)
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que é andloga a equacao de Schrodinger dependente do
tempo. A varidvel z ocupa o lugar de t, o laplaciano
transversal V2 ocupa o lugar do laplaciano completo V2
e nado existe um termo analogo ao potencial V' devido ao
meio ser homogéneo. No caso de meios nao-homogéneos,
surge um termo analogo ao potencial, que é responsavel
pelo surgimento da refracdo e espalhamento [I8] [19].

Existem também os chamados cristais fotdnicos,
que sao estruturas artificiais formadas por arranjos
periédicos de materiais dielétricos que afetam o movi-
mento de fétons de maneira semelhante a que redes
cristalinas afetam o movimento de elétrons. Estes cristais
podem limitar a propagacao de fétons com determina-
das energias em regides chamadas de bandas proibidas
(ou bandgaps) fotonicas, da mesma forma que bandas
proibidas limitam a movimentacao de elétrons em redes
cristalinas [20]. Até mesmo analogias envolvendo a rela-
tividade foram propostas, como em [2I], onde os autores
mostram que para meios fracamente nao-homogéneos,
isto é, quando a permissividade elétrica do meio varia
suavemente com a posi¢do, as equagoes de Maxwell
assumem uma forma paraxial semelhante a equagao de
Dirac.

Muitas outras analogias podem ser encontradas na
literatura, e as abordadas aqui, evidenciam muito bem
a importancia do tema.

7. Conclusoes

A meclnica quantica é sem duvidas uma ferramenta
poderosa para descrever sistemas fisicos em uma escala
inacessivel para os modelos classicos. No mundo do
muito grande, a mecénica classica é suficiente devido
ao fato das massas dos objetos de estudo envolvidos
serem grandes o bastante para tornar os comprimentos
de onda de de Broglie muito pequenos, tornando efeitos
quanticos imperceptiveis nessa escala. Quando vamos
para o mundo do muito pequeno, onde as massas sao
muito pequenas, os comprimentos de onda de de Broglie
ja nao podem ser ignorados, o que atribui caracteristicas
ondulatorias a objetos que antes eram considerados
particulas. A revelacdo da natureza dual da matéria
nédo sé abalou a comunidade cientifica, como modificou
profundamente o nosso entendimento da realidade.
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