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As simulagbes computacionais tém assumido um papel cada vez mais importante no cendrio de ciéncia e
tecnologia e também tém se tornado uma grande ferramenta no ensino de fisica. De forma a contribuir com o
ensino de técnicas de simulagdo aplicadas & matéria condensada, este trabalho visa demonstrar o desenvolvimento
tedrico do célculo do fator de compressibilidade e seu respectivo resultado numérico através de simulag¢des de
dindmica molecular cldssica para um sistema formado por discos rigidos.

Palavras-chave: Simulacdo Computacional, Dindmica Molecular, Discos Rigidos, Teoria cinética, Teorema

do Virial.

Computer simulations play an important role in science and technology and have become a great teaching tool.
In order to contribute to the field of computer simulation teaching applied to condensed matter, this work aims to
demonstrate the theoretical development of compressibility factor calculation and its respective numerical result
by classical molecular dynamics simulations of a system formed by hard disks.

Keywords: Computer Simulation, Molecular Dynamics, Hard-disks, Kinetic theory, Virial theorem.

1. Introducao

As simulagoes computacionais tém assumido um pa-
pel cada vez mais importante no cenario internaci-
onal de ciéncia e tecnologia. O impacto desse tipo
de estudo é mais diretamente percebido quando ¢é
oferecida uma alternativa vidavel aos experimentos de
laboratério que, por vezes, requerem um dispendi-
0so orcamento ou até mesmo quando as simulagoes
possibilitam inferir certas propriedades de um sis-
tema em condigbes extremas, muitas vezes inacessiveis
experimentalmente.

Do ponto de vista de um estudante de ciéncias fisicas,
a literatura disponivel para a aprendizagem de modelos
e técnicas computacionais é vasta. Particularmente, a
modelagem computacional aplicada a fisica da maté-
ria condensada é bem documentada em livros [IH3]
e artigos [4, [B]. Também sdo encontradas iniciativas
ladicas para o aprendizado de simulacoes fisicas de
propésito variado [6, [7]. Por outro lado, ainda que
técnicas computacionais, como a dindmica molecular,
tenham sido desenvolvidas a partir das décadas de 1950
e 1960 e alguns trabalhos visando o seu aprendizado
tenham sido publicados desde entao, observamos, a
partir de trabalhos de conclusdo de curso em nivel
de graduacao e projetos de iniciacdo cientifica, que
os aspectos técnicos sobre linguagens de programagcao
e modelos computacionais nem sempre sdo 0s Unicos
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desafios a serem superados pelos estudantes. Em geral,
a habilidade em lidar com modelos fisicos discutidos
desde o ensino médio, manipulando-os de forma con-
veniente com o objetivo de extrair equagoes adequadas
para serem utilizadas em simulagdes computacionais
é algo nao-trivial e que merece atengdo nesse nivel
de ensino.

Nesse contexto, este trabalho aborda um assunto
tradicionalmente presente nas ementas de disciplinas de
fisica e quimica tanto no ensino médio quanto no ensino
superior em ciéncias exatas: o gas ideal e o gas real
[BHIO]. O desvio da idealidade em experimentos com
gases reais é tradicionalmente estudado pelo comporta-
mento do fator de compressibilidade Z = (PV)/(nRT)
em funcdo da pressao P. Como a equacgao de estado do
gas ideal é dada por PV = nRT, o sistema idealizado
exibe o valor unitario para Z no eixo das ordenadas para
qualquer valor de pressdo P no eixo das abscissas. Em
gases reais, o fator de compressibilidade pode assumir
valores menores ou maiores que a unidade e assume
Z = 1 apenas na situagdo em que se comporta como
um gés ideal em uma determinada condigdo. Isto ocorre
pois, diferentemente do gas ideal, o gés real é submetido
as forcas de interagdo atrativas e/ou repulsivas entre as
particulas influindo, portanto, na magnitude da pressao
do sistema em relacao aquela experimentada por um gas
ideal nas mesmas condigbes, ji que interagoes atrati-
vas/repulsivas tendem a aproximar/afastar as particulas
uma das outras, eventualmente modificando a taxa
de colisbes das moléculas com as paredes da caixa,
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consecutivamente alterando a pressao, diminuindo-a ou
aumentando-a.

O artigo visa demonstrar as principais equagdes que
viabilizam um algoritmo que permite calcular o fator
de compressibilidade de um sistema formado por discos
rigidos. Essa grandeza é relevante quando o aspecto
do tamanho relativo das moléculas torna-se importante
e tem influéncia na equacdo de estado do sistema,
afastando-se da conhecida equacao de estado do gas
ideal. Simulagoes de dindmica molecular cldssica sdo
utilizadas com essa finalidade e dessa forma, o leitor é
apresentado as técnicas tedricas e numéricas da area.
O modelo computacional utiliza a teoria da colisdo
bidimensional, discutido com certo rigor mateméatico nos
primeiros anos de um curso superior em ciéncias exatas
e, portanto, apenas a compreensao das leis de Newton
e um pouco de termodindmica sdo suficientes para o
acompanhamento das ideias, sem a necessidade de um
profundo conhecimento em mecéanica estatistica, neces-
sario para uma completa e rigorosa descrigao tedrica do
sistema em questao.

2. Modelo e Metodologia

A implementacdo computacional de sistemas formados
por discos rigidos foi fruto do trabalho pioneiro de
Alder e Wainwright [I1) [12] ao longo das décadas de
1950 e 1960, quando a técnica conhecida por Dindmica
Molecular apresentava os primeiros resultados. Embora
o principal cédigo computacional tenha sido reescrito
em FORTRAN 90 especialmente para este trabalho,
é possivel encontrar uma versdao em linguagem Java
no excelente livro introdutério as técnicas de fisica
computacional escrito por Harvey Gould, Jan Tobochnik
e Wolfgang Christian [3].

O modelo fisico-quimico faz alusdo a um fluido con-
finado em wuma caixa, modelado por discos rigidos
idénticos de massa m e didmetro o colidindo elastica-
mente entre si e com uma caixa quadrada no papel de
recipiente. Por julgarmos mais intuitivo para o estudante
conceber o sistema confinado através da abordagem
explicita de colisoes das particulas com a caixa, suprimi-
mos o emprego de condigdes periddicas de contorno (do
inglés, Periodic Boundary Conditions (PBC)) que usu-
almente sdo utilizadas nesse tipo de simulacao visando
minimizar efeitos de superficie indesejados no estudo
do interior de materiais. Portanto, a parede da caixa é
concebida como um conjunto de quatro anteparos ideais
de comprimento L, situacao na qual os particulas, ao se
chocarem com ela, sdo rebatidas com o mesmo angulo de
incidéncia a colisdo, respeitando as leis de conservacao
de momento linear e energia cinética. A dindmica é
descrita em relagdo as posicoes r;(t) = ()i + i ()]
e as velocidades v;(t) = v; (H)i+ viyj(t) de cada disco
rigido ¢ ao longo do tempo t.

As simulagbes preveem dois tipos de colisoes:
particula-particula e particula-parede. A Hamiltoniana
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do sistema de IV discos rigidos é dada por:

N 2 N-1 N N 4
i
H= + E E u(rij)—&—g g w(rik),
— 2m ; S ‘
i=1 1=1 j=i+1 i=1 k=1
——
termo cinético particula-particula particula-parede
(1)
em que

o0, Ty § g

ulrij) =
O, Tij >0

e p; representa a magnitude do momento linear da

particula 7. A distancia entre os centros de massa das

particulas ¢ e j é dada por r;; = |r; —r;|. O terceiro

termo da equagao refere-se as interagdes entre um

disco e os quatro anteparos:

o0, Tik S
w(riy) =

0, Tik >

TSI CYRY

sendo r;; = |r; — rg|, onde r; é a posigdo do centro de
massa da particula i e rj representa a posi¢ao do k-ésimo
anteparo da parede da caixa de simulagao.

2.1. Dindmica do sistema

Dada a Hamiltoniana escrita na forma da equa-
¢ao , — que exprime apenas interagoes instantaneas
entre particula-particula e particula-parede — a dindmica
a ser simulada dependerd apenas dos eventos de colisao
entre estes entes. Diferentemente de simulagdes em que
o tempo é discretizado em intervalos At regulares e su-
ficientemente pequenos, os sistemas formados por discos
rigidos permitem que o lapso temporal da simulacao
ocorra por meio de intervalos irregulares de tempo, uma
vez que a auséncia de forgas externas entre colisdes
propicia um movimento retilineo e uniforme (MRU) das
particulas entre sucessivos choques.

Com o objetivo de deixarmos o texto o mais auto-
contido quanto possivel, de forma a deixé-lo conveniente
ao uso pedagégico e instrucional, as proximas segOes
visam explicitar a deducdo das principais equacoes
que possibilitam a escrita de um c6digo computacional
descrito pelo fluxograma da Figura[I]

2.1.1. Determinacgao do instante de colisdo entre
duas particulas

Duas particulas ¢ e j irdao colidir de acordo com a
geometria ilustrada na Figura b). O instante de colisao
t;; entre elas é determinado de tal modo que seus vetores-
posigéo r;(t) e r;(t) satisfacam a condigéo

[ri(ti;) — v;(ti;)| = o (2)

Uma vez que a forga de interagdo entre as particulas
atua apenas no instante de contato entre suas superficies,

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0225



Reis and Batista

INicio

{ri} e {v7}

Detecta colisao

" A= min {tw, tp}

'

Desloca em MRU
(e} « (e} + {vae

Calcula J
! 4 1 3 Altera sinal da
i = Vi i Colide com outra . componente de v¢
m | —: 0—>] A
1’ SIM particula? NA( perpendicular a ’
vi=veyr 3, parede
J J m J

Calcula as propriedades de interesse

!

Atualiza posigoes e velocidades

{7} {xf}
vt < v

l

n? de colisbes
> n? maximo de
colisbes?

N, Ac

SIM

FIM

Figura 1: Fluxograma da simulagdo de discos rigidos.

nenhuma outra forga externa é aplicada no decorrer das
trajetérias entre duas colisoes sucessivas, de forma que o
movimento de todos os discos é um MRU entre colisoes.
Em particular, as equagdes horarias dos discos que irdo

:&z

A= oo
-,

2 \\ o rj
] T
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colidir entre si até o instante do choque sao dadas por:

._3
-
—
~
<8
N
Il

r; (to) +v; (to)tij

5 (t) £ v, (to) b1, )

em que v;(t,) € v;(t,) sdo os vetores-velocidade das par-
ticulas 7 e j em um instante inicial ¢,, respectivamente.
Substituindo as equagoes na equacao , obtém-se

O':’I'z 2_7 —I‘] |

= [(rilto) = 7;(to)) + (vi
’AI‘O -+ Avotl-j | y

em que Ar, =r;(t,) —r;(t,) e
Desenvolvendo a equagao
de segundo grau em ¢;;

o) = Vjto )tij| (4)

Av, = vi(to) — V(o).
, chega-se a uma equagao

AV, 282, + (2Aro : Avo)tij FIArP2 — o2 =0, (5)

cuja solugao

Ar, - Av,

tij = ———2
" |Av,|?

V(Bro - Av)2 — [Av, [2(|Ar|2 - 02)
|Av, |2 (6)

+

admite, em principio, até dois valores reais distintos. No
contexto do problema, apenas o menor valor positivo
possui significado fisico, que é o tempo necesséario para
se observar a condicao da equacgao pela primeira vez.
Do ponto de vista da simulacao, é necessario calcular
e armagzenar os tempos de colisdes entre todos os pares
de particulas que formam o sistema para que seja
identificado o par que colidird primeiro de acordo com
tp:min{t127t13,...,tij,...,thlN}, (7)
em que t;; é o instante de tempo em que ocorrerd a
colisdo entre a i e j-ésima particulas. Certamente, este é
o trecho do programa mais critico e que demanda mais
tempo de processamento.

P

(0,0

z (0.0 - L T

Figura 2: Caixa de simulaco e momento do impacto de uma particula com outra particula e com a parede. (a) Representacio de
um instante da simulac3o para N particulas. As setas representam os respectivos vetores-velocidade. (b) Colisdo particula-particula.

(c) Coliséo particula-parede.
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2.1.2. Determinacao do instante de colisao entre
uma particula e a caixa

Em relacao a origem do sistema de coordenadas mos-
trado na Figura c), os quatro anteparos que compoem
a caixa quadrada sao representados pelas retas y = 0 e
y = L (anteparos horizontais) e x = 0 e x = L (anteparos
verticais). Considerando a posicao r;(t,) = 21 + %] e
velocidade v;(t,) = vfﬁ + vgyj do i-ésimo disco em um
instante t,, pode-se determinar o instante de tempo da
colisao desse disco com cada um dos quatro anteparos
que compoem a caixa:

fi L A ladoy = 0

= — | = — ¢ adoy = 0.

w1 Ufy 2 y’L Y y

; 1 , O

th:;{‘L Liylig s 1ad0y:L

(8)

o= (7 ladoz = 0

ws = 4o | 2 x¢ |, ado z = 0.

i e %) adow—1

wi = e 2} -5 ], ladoz=L.

Dessa forma, a determinacdo do disco que colidira
primeiro com a caixa é feita a partir do menor valor
calculado pelas equages para os N discos:

tw = min{tl, ,th, i, 1

N 4N 4N 4N
w1 Ywa? Yws) w47"'7tw17tw2atw37tw4}' (9)

Por fim, a identificacdo do préximo evento de colisdo
¢ determinado pela comparac@o entre ¢, (equagao :
colisdo com outra particula) e t,, (equagdo ([9): colisao
com a parede). O menor valor entre os instantes ¢, ¢ t,,,
obtidos entre todos os pares de particulas e particula-
parede, fornece o lapso temporal da simulacio:

At = min{t,, t,}. (10)

2.1.3. Caélculo das velocidades ap6s uma colisao

Um disco pode colidir com a caixa ou com outro disco.
Apés a identificacdo do tipo de alvo e do instante de
tempo do préximo evento de colisdo, desloca-se em MRU
todos os discos durante um intervalo de tempo At.
Em seguida, o vetor-velocidade da(s) particula(s) envol-
vida(s) de acordo com o tipo de choque é atualizado.

2.1.4. Colisao particula-particula

A partir do teorema impulso-variagdo do momento
linear, a grandeza impulso J pode ser escrita como:

J = Ap, (11)

em que p = mv é o momento linear de uma particula
de massa m e velocidade v.

Denota-se por py = m;v{ o momento inicial do disco
/' seu momento posterior a uma colisao

i

i e por p{ =m;V
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com outro disco. Deste modo, os vetores-velocidade pés-
colisdo entre as particulas i e j sdo escritos como
1
V,{ =v? =+ 7.]2'3',
m

K3

' (12)

f_ 0_|_LJ..
Vi =V m.dh

J

em que J;; é o impulso aplicado ao disco i devido
ao choque com o disco j e consequentemente, pela
terceira lei de Newton, J;; = —J;;. Contudo, para
que as equagoes (12) sejam tteis do ponto de vista
algoritmico na atualizagao das velocidades das particulas
apo6s um choque, deve-se encontrar J;; em termos das
variaveis conhecidas antes da colisdo entre os discos, isto
é, das posigoes ry e r?, das velocidades v{ e v e das
massas 1m;, m;.

Sem perda de generalidade, o impulso J;; pode ser
decomposto ao longo do eixo “normal” fi cuja direcéo
é dada pela reta que interliga os centros de massa dos
discos e ao longo do eixo “tangencial” t, perpendicular
ao anterior e que é tangente as circunferéncias dos dois
discos no instante de colisao:

Jij = (Jij - 0)A+ (I - )R (13)

Todavia, um modelo simplificado da dindmica das coli-
soes considera que as superficies ndo apresentam rugosi-
dade. Isto significa que, apds uma colisdo, os discos néo
adquirem rotacao em torno de seu proprio eixo, por nao
sofrerem um torque promovido por uma eventual forca
de atrito tangencial ao disco; situagao inexistente para
discos perfeitamente lisos. Consequentemente, o termo

(Ji; - £)t da equagdo é nulo:
Ji;j-t=J;-t=0 (sem atrito/rugosidade).  (14)

Logo, o vetor J;; deve estar posicionado integralmente
ao longo do eixo normal a colisdo, conforme ilustrado na
Figura b). Além disto, como nao ha forcas externas
atuando em um subsistema isolado formado pelos discos
1 e j, é garantida a conservacdo do momento linear
deste par:

p +pf =p! +p. (15)
cujo carater vetorial pode ser rearranjado em termos es-
calares em fungdo das componentes normal e tangencial
a colisao:

in

{p?n +p5, = vl +p], (16)

pgt +pJQt :plft +p.{t

Como apenas colisdes elasticas sdo consideradas nas
simulagoes, a energia cinética dessse subsistema também
é conservada:

2 2 2 2
A Rt A e A AR
+ = + :
Qmi Qmj 2mz Qmj
(17)
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Neste procedimento surgem quatro incognitas
pln, pzt que podem ser resolvidas com as
equagoes - . Particularmente, a partir da
equagao 1 ) e do teorema impulso-variagdo do momento
linear (equacgao 1 é deduzido que os momentos

lineares na direcao tangencial a colisdo ndo se alteram.
Com isto, as incognitas podem ser determinadas através
do sistema:

g, + 05, =pl +0].
2 2
wt w2 vl p,
+ + ;
ps, =pl,
—
p]qt =Pj,>
que ap0s alguma algebra, resolve-se para pZ{ e pfn:
2m m; i
fo— L0 d J 0
pln m; + mjpjn m; + mjp'Ln7
(19)
P L LU S L
In m; + m] in m; + m] Jn

A partir deste resultado e verificando que o vetor-
impulso possui apenas componente normal a colisdo, a
equacao ([13)) pode ser reescrita levando em conta apenas
os respectivos momentos nesta direcdo. Uma vez que

L N o . .
Jij-h=Jy; =p; —pj , pode-se resolver para o disco

Qmimj
i = m; + m; (’U;n - ,U?n)a
(20)
N 2mimj .

sendo o vetor unitario i definido por

(o i (21)

que pode ser obtido pelas equagoes do MRU no
instante de colisao calculado pela equacao @ Neste tra-
balho, as massas dos discos sdo consideradas idénticas,
logo m; = m; = m. Assim, o vetor-impulso escrito em
sua forma final é dado por

3y = -m (AV, - Ary) = ary (22)

Apesar da equacao ter sido obtida a partir
dos eixos normal e tangencial a colisdo, ela também é
aplicavel ao sistema candénico quando os vetores-posicao
e velocidade sdo escritos em termos das coordenadas
retangulares x e y, como é o caso das simulagoes
realizadas. Em vista disso, os vetores-velocidade dos
discos i e j ap0ds colidirem um com o outro podem ser
atualizados empregando-se as equacoes e (22).
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2.1.5. Colisao particula-parede

A caixa pode ser considerada um alvo de massa infi-
nitamente maior que a de um disco, de forma que o
momento linear de uma particula ¢ logo apds a colisao
com a parede j pode ser obtido analisando o limite
m; — 00 Na equacao . Pode-se concluir, portanto,
que p{n ~ —p§ , isto é, a colisdo de uma particula com
uma parede plana resulta simplesmente na modificacao
do sinal do momento da componente normal a ela e
consequentemente modificard apenas a componente da
velocidade perpendicular a parede da caixa onde ocorre
o choque.

3. Simulacgoes

O esquema geral da simulagdo estd ilustrado no fluxo-
grama da Figura[I] Os parametros previamente definidos
para a simulagdo s@o: o ntmero de discos rigidos (N)
de mesma massa, o didmetro (o), o tamanho do lado
da caixa de simulagdo (L) e a quantidade méaxima de
colisbes permitidas.

3.1. Posigoes iniciais

O conjunto das posicdes iniciais das particulas {r¢}
poderia ser obtido de forma aleatéria no interior da
caixa de simulagdo tomando-se o cuidado para que os
discos nao se sobreponham uns nos outros, sendo uma
abordagem satisfatéoria para o estudo de gases mas
inadequada para o estudo de cristais, por exemplo. Por
outro lado, essa abordagem introduziria uma dificuldade
adicional no estudo de sistemas suficientemente densos,
onde o espago entre discos é escasso e um arranjo
possivel dificilmente seria obtido de maneira aleatéria.
Para contornar essa dificuldade, a melhor pratica em
simulacoes de dindmica molecular é iniciar o sistema em
uma configuragio tipo rede cristalina perfeita e aguardar
um certo nimero de passos até que o sistema atinja o
equilibrio.

2. Velocidades iniciais

O conjunto de velocidades iniciais dos discos {v¢}
também poderia ser escolhido de forma aleatéria se-
melhantemente as posigoes iniciais. Apds algum tempo
de evolucdo do sistema, a distribuicao de velocidades
atinge o equilibrio e permite que medidas de grandezas
fisicas representativas deste estado possam ser calcula-
das. Entretanto, um método mais eficiente para ajustar
as velocidades iniciais é empregar o algoritmo de Box-
Muller [19] que amostra as velocidades iniciais de forma
a satisfazer a distribuicio de Maxwell-Boltzmann em
uma dada temperatura T, ou equivalentente, em uma
dada velocidade mais provavel vp da distribuigdo de
velocidades, j& no ponto de partida da simulacéo [14].
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4. Propriedades de Interesse

Pretende-se avaliar o comportamento do sistema sobre-
tudo em relacgao a fracdo de ocupacgao ¢ bem como ante
a abordagem de colisoes explicitas das particulas com as
paredes da caixa que introduz uma situacao diferente em
relagdo as simulagoes tradicionais que empregam PBC.

A grandeza mecéanica diretamente relacionada as coli-
sOes com a caixa é a pressdao. Qutra grandeza associada
a pressao mas que também esta ligada a termodindmica
é o fator de compressibilidade. Ambas propriedades séo
discutidas nas préximas segoes.

4.1. Fracao de ocupacgao

Dado o conjunto de parametros iniciais da simulagao, a
densidade

P= (23)
é calculada pela razao entre o nimero de particulas e
a area A L? da caixa. Porém, no caso de discos
com tamanho nao-desprezivel, a grandeza denominada
“fracdo de ocupacao” é mais relevante para caracterizar
a compacidade do sistemas:

A, Nt roN\2 7po?
o=F = o=(7) =" @
e mensura a area A, ocupada por todos os discos em
relagdo a area da caixa. Para um sistema de esferas
rigidas, por exemplo — andlogo tridimensional dos discos
rigidos — o valor ¢3p =~ 0,50 define uma transicdo de
fase de primeira ordem liquido-sélido [I5], [16] enquanto
que para o caso bidimensional, o valor encontrado na
literatura é ¢op ~ 0,70 [17 [18].

Como apenas a fase fluida é de interesse neste traba-
lho, o intervalo escolhido para a fracdo de ocupacao é
0<¢<0,6.

4.2. Pressao

A “pressao” (p)7 interpretada aqui como forca por
unidade de comprimento e com origem puramente me-
canica, pode ser escrita para o sistema em questao
como sendo

ext

D |Ft0tal

P= Al (25)
em que 4L é o perimetro da caixa e [FXF || ¢ o médulo da
forga externa total que o sistema de particulas esta sub-
metido devido a caixa que, por sua vez, é constantemente
colidida pelos discos. Devido ao confinamento, o sistema
de particulas possui velocidade do centro de massa nula
e, portanto, a soma vetorial das forcas externas oriundas
dos lados da caixa serd zero, uma vez que a propria
caixa nao se move. Por isso, consideramos uma parede
de comprimento igual ao perimetro da caixa e somamos
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o modulo da forca que cada um dos quatro lados exerce
nos discos:
ext _
|Ftotal - |Fw1| + |Fw2| + |Fw3| + |Fw4|' (26)
Evocando-se a segunda lei de Newton, na sua forma da
variagdo do momento linear em um intervalo de tempo,
e levando-se em conta que as colisoes dos discos com a
caixa sao instantdneas, a pressao média neste intervalo
advém da forca média associada as colisdes ocorridas
com a caixa em um intervalo de tempo 7:

- Z Api), (27)

em que as variagoes dos momentos Ap; sdo aquelas
relacionadas aos choques dos discos com a caixa no
intervalo de tempo 7.

4.3. Fator de compressibilidade

O teorema do Virial [20] é bastante 1til na andlise de
sistemas de particulas, pois permite estabelecer uma
relacdo direta entre a energia cinética e a energia poten-
cial do sistema. Em particular, simulagées de Dindmica
Molecular e de Monte Carlo utilizam o resultado deste
teorema para derivar um modo de calculo da equacao de
estado a partir do estudo da grandeza G, definida como

N
GEZI‘i~pZ‘, (28)
=1

onde r; e p; representam o vetor-posicdo e o vetor-
momento linear da particula ¢ e o somatoério corre para
todas as N particulas do sistema.

A variagdo temporal instantdnea da equacio é
dada por

dG drZ

=1

que pode ser analisada por meio de sua média temporal
em um intervalo de tempo 7:

dG 1

- /0 it = T(G(T) G(O)). (30)

Em um sistema confinado em uma caixa, como é
o caso do modelo proposto, as coordenadas x e y
das particulas estdo restritas ao intervalo [0,L]. No
equilibrio, as velocidades sao limitadas pela distribuicao
de Maxwell-Boltzmann e, consequentemente, a grandeza
G tem uma cota superior. Portanto, para intervalos T
suficientemente longos, a média temporal de < W7 dada
pela equagao , converge a zero. A partir deste
resultado e em conjunto com as relagoes dindmicas
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convencionais
_ dI‘i
vl - dt bl
Pi = MV, (31)
do.
F, = pla
dt

faz-se a média temporal da equacdo (29):

N N
dG dr; dp;

T i=1

)

N N
i=1 N i=1 T
.+

T

sendo K a energia cinética do sistema de particulas, F; a
forga resultante aplicada a i-ésima particula e o simbolo
“<>,” denotando a média temporal em um intervalo de
tempo 7 — oo.

Apesar do sistema de N discos rigidos trocar cons-
tantemente momento linear nas colisdes, os choques
elasticos fazem com que a energia cinética total néo
varie, uma vez que esse tipo de energia nao é armezenada
em nenhum tipo de energia potencial, logo (K), = K.
Além disto, o sistema apresenta 2N graus de liberdade
e, de acordo com o teorema de equiparticdo de energia,
a energia cinética do sistema ¢é associada a temperatura
T na forma:

1
K =2N (2kBT> — 2K =2NkgT,  (33)

cujo resultado pode ser substituido nas equagoes .
O termo relativo a forca sob a particula i pode ser
decomposto em mais dois termos: um deles refere-se as
forcas externas que sdo aplicadas pelos anteparos da
caixa as particulas, e o outro as forgas internas aplicadas
pelas demais particulas sobre a particula i levando as

equagoes a

N N
0=2NkgT + <Zrl . F?xt> + <Zrl ) Fint> 7

i=1 i=1

(34)

em que o segundo termo dessa equacao pode ser inves-
tigado no instante de colisdo dos discos com a caixa,
estando relacionado a pressao P:

pLj, ladoy = 0.
—PLj, ladoy = L.
Fit=q | (35)
PLi, lado z = 0.
prf, ladox = L.
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No instante de impacto com a caixa, os discos podem
assumir os seguintes vetores-posigao:

A

i+ (5)],

i+ (L— %)3, ladoy = L.

ladoy = 0.

lado z = 0.
(L — %)I—i— yij, ladoxz = L.

Com isso, o produto escalar no segundo termo da
equagao (34) pode ser realizado a partir dos vetores da
35)

equacao e equagao :
<i:r : F?‘t>T —2x [PL% ~PL (L - g)]
=0 (37)
= 2P (1- %)

—2PAn,

sendo A = L? a 4rea da caixa e 7 um fator de correcio
devido ao tamanho relativo do didmetro dos discos em
relacdo ao lado L.

Associando as equagoes e , pode-se exprimir
a equacao de estado desse sistema bidimensional de
particulas interagentes na forma

N
D 1 1 E int

Quando ¢ < L, o fator de correcao 1 tende a unidade e
aproxima-se da situagdo em que particulas infinitamente
diminutas estao no interior de uma caixa macroscopica.
Além disto, como ja era esperado, se as particulas néo
interagem, isto é, se ndo ha forcas internas no sistema,
a equagao de estado de um gas ideal é recuperada, ou
seja, PA = NkgT, que é a equagio analoga a de Cla-
peyron na forma bidimensional. Portanto, o surgimento
de interacOes entre as particulas favorece o desvio da
equacao de estado do gés ideal e seu respectivo impacto
pode ser analisado pelo comportamento do fator de
compressibilidade:

Z= NZ‘;lT = By + By + B3¢* + By® + - (39)

O fator Z é estudado em fungdo da fracdo de ocupacido
¢ (equagdo ) em uma caixa de drea constante A
e em uma temperatura 7' previamente fixada conforme
discutido na se¢do (3.2). O conjunto {B;} ¢ conhecido
como conjunto dos coeficientes do Virial, sendo que
By =1. Se B;~1 =0, a equacdo se torna a equacgao
de estado do gés ideal com Z = 1. Particularmente para
discos rigidos, alguns elementos do conjunto { B; } sdo de-
terminados teoricamente a partir de calculos sofisticados
utilizando teoria de grafos e integracdo Monte Carlo [21].
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Como a Hamiltoniana do sistema de discos rigidos
admite apenas forgas repulsivas de agdo instantanea
entre duas particulas, é conveniente utilizar a segunda
lei de Newton na forma de momento linear e produzir
a média do termo que representa as interagdes entre
particulas na equagao , a partir da variacdo do
momento linear na colisdo entre uma particula i e
outra j:

N
E r;- F;nt
i=1

Assumindo que ha apenas um evento de colisdo a cada
instante ¢ e admitindo-se a conservacao do momento
linear, conclui-se que Ap;(t) = —Ap;(t). Decorre disto,
que a equagao (40) pode ser reescrita como

T

N
_ % SN n)-Apit).  (40)

. t=0 i

i ) =I5 (k) - 0) Api),

(41)

Sendo assim, o fator de compressibilidade para um
sistema de discos rigidos confinados em uma caixa é
dado por

11

em que n = (1 — %) é o fator de correcao devido ao

tamanho relativo dos discos em relacdo a caixa, K é a
energia cinética do sistema, r;; = r; —r; é a diferenca
das posigoes dos centros de massas das particulas ¢ e j
no instante da colisdo entre ambas e Ap; é a respectiva
variagdo do momento linear da particula ¢ nessa colisdo.

4.4. Incertezas das medidas

A estratégia de cdlculo da incerteza do valor médio da
pressdo (equagdo ) e do fator de compressibilidade
(equagao ) consiste em se analisar a estatistica de
blocos de configuragoes. Nesta abordagem, um bloco
é formado por um conjunto de configuragdes {r;,v;}
geradas a partir de n,. colisdes sucessivas de onde se
extrai a média da grandeza de interesse denominando-a
“medida” da grandeza x. Ao longo de uma simulacao de
Nimax colisdes, hd n; blocos tal que nmax = np X Ne. Ao
término da simulagdo, o erro padrao das n, medidas da
grandeza x é avaliado por

<a? >, — <z >Z
np

Ax = (43)

”

em que “<>,,” representa a média nos n; blocos.
Portanto, o valor médio da grandeza em questao junto
a sua incerteza é expresso na forma

r =<z >, £Az. (44)
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5. Resultados

Em todas as simulacbes a aresta da caixa foi fixada em
L = 100 em unidades arbitrarias [u. a.]. As posigdes
iniciais do centro de massa de cada disco foram iniciadas
em uma rede quadrada com determinado nitimero de
particulas em cada simulacdo: N = k2, em que k €
N com 2 < k£ < 80. As velocidades iniciais foram
amostradas pelo algoritmo de Box-Muller com v, = 10
[u. a.] e que é equivalente a todas as simulagoes estarem
virtualmente na mesma temperatura. Em geral, um
grande numero de colisoes na etapa de equilibragdo e
de tomada das medidas é necessario, tipicamente da
ordem de 10 a 10° colisdes, dependendo do tamanho
do sistema.

A seguir, os resultados para a pressdao e fator de
compressibilidade sao apresentados e discutidos.

5.1. Pressao

Com o objetivo de testar o cédigo computacional e esta-
belecer uma referéncia de comparacao para simulacoes
com o #* 0, avaliou-se o comportamento do sistema
quando os didmetros ¢ sdo nulos. O resultado é exibido
na Figura [3] em que se observa um excelente ajuste
linear entre a pressio P e o nimero de particulas N.
Ainda que longe do limite termodindmico (no sentido de
N — c0) e na auséncia de PBC, as simulagdes indicam o
comportamento esperado de um gés ideal, uma vez que
PA = NkpT implica que P x N com A e T fixados.
Todavia, quando a dimensao o dos discos é uma fragao
da aresta da caixa, o comportamento da pressao deixa de
ser uma funcao linear do niimero de particulas, mesmo

300 T . - .
"gas ideal" —o— 6
250 | o/L=0,01 —@— i
200 :
S
S 150 1
0 ()
100 b
® e
50 | _ 5 c] 1
8 ©
0 ‘ s gl 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
N

Figura 3: Pressdo em funcdo do niimero de discos, mantidas a
drea (L?) da caixa e temperatura constantes. O ajuste linear é
realizado para simulacdes que desprezam colises entre discos
(“gés ideal”) e um polindmio do terceiro grau ajusta a curva para
simulacGes de discos com didmetros de tamanho n3o-desprezivel
(6/L = 0,01). As barras de erros sdo menores que o tamanho
dos simbolos utilizados e por isso ndo s3o perceptiveis na escala
do gréfico.
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quando a razdo o/L é relativamente pequena. Como
ainda se observa na Figura [3] a caracteristica nao-linear
é mais pronunciada em sistemas suficientemente densos,
relacionados a uma fracdo de ocupacdo ¢ significativa.
Essa fracdo desempenha um papel importante no re-
sultado pois, quando ¢/L é mantida fixa em 0,01, por
exemplo, ¢ cresce tdo somente em funcdo do nimero
N de discos. Nesta condi¢cao, quando sao utilizados 900
discos a fracdo ¢ é de aproximadamente 7 %, enquanto
que para N = 6400, a fragdo de ocupagédo é da ordem de
50 %. Portanto, a fracao de ocupacao causa o efeito de
area “excluida” promovendo uma diminuicao virtual da
area total da caixa propiciando a elevacdo da pressao
decorrente de uma maior taxa de colisdbes dos discos
com as paredes em relagdo a um gas ideal nas mesmas
condicoes de densidade p e temperatura 7.

5.2. Fator de compressibilidade

A partir do perfil da pressdo do sistema em funcio
do nuimero de discos, verificou-se que o efeito da &area
“excluida” decorrente das interagoes repulsivas entre
as particulas contribui ao desvio do comportamento
esperado da equacdo de estado do gés ideal. Outra
forma de investigar a desvio da idealidade é por meio do
fator de compressibilidade, cujo resultado é mostrado na
Figura [d] Nesse resultado, nota-se um excelente acordo
entre os dados obtidos por nossas simulacoes e os valores
tedricos derivados por E. J. Janse van Rensburg [2I]
que consideram os oito primeiros coeficientes do Virial
da equagdo de estado. Como esperado, o fator de
compressibilidade Z converge a unidade para sistemas

5| R
°
. o)
f
|
3 ]
N | 8
2t e T 1
® f
® e o/L=0,01 —&—
1108 .
o/L=005 —@—
Tebrico
0 ; , ; . ,
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
¢
. . "I _  PA ~
Figura 4: Fator de compressibilidade Z = Nk T €M funcdo da

fracdo de ocupacdo ¢. A curva tedrica considera os primeiros
oito coeficientes do Virial descritos na literatura [2I]. As setas
indicam desvios sisteméticos da curva, sugerindo que efeitos
relacionados ao tamanho do sistema estejam presentes nas
simulagdes. As barras de erros sdo menores que o tamanho dos
simbolos utilizados e por isso ndo sdo perceptiveis na escala do
grafico.
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suficientemente rarefeitos, como é o caso do gas ideal,
mas & medida que o sistema de discos rigidos se torna
mais denso no interior da caixa, o efeito relacionado ao
didmetro se torna cada vez mais importante, como pode
ser verificado pelo crescimento do valor de Z enquanto
¢ aumenta.

Contudo, também é observado na Figura [ um pe-
queno desacordo entre os valores de Z obtidos por si-
mulacao e pela curva tedrica. Particularmente, quando a
razdo o /L cresce de 0,01 para 0,05, hd uma tendéncia do
fator de compressibilidade ser maior, cujo efeito é mais
perceptivel para os valores de Z indicados pelas setas
em ¢ aproximadamente igual a 0,28, 0,39 e 0,50. H&
dois aspectos que estao relacionados a esse pequeno de-
sacordo entre as curvas. Primeiro, é preciso salientar que
o modelo computacional mais adequado para emular um
sistema microscopico “infinito” — porém implicitamente
confinado macroscopicamente — utiliza PBC e considera
o fator n = 1 na equagao uma vez que, neste limite,
os didmetros dos discos sao infinitamente menores que as
dimensoes da caixa. No entanto, o sistema simulado é ex-
plicitamente confinado e o fator de corre¢ion =1—0/L
abarca o denominador da equacao fazendo, por-
tanto, que razoes o /L maiores contribuam ao incremento
de Z. O segundo aspecto esta relacionado a presenca de
um ntumero relativamente pequeno de discos nas simula-
¢Oes com o pretenso objetivo em representar o limite ter-
modindmico, situacdo em que o nimero de particulas é
da ordem do niimero de Avogadro sendo, portanto, intra-
tavel do ponto de vista computacional. A propésito, os
valores de Z destacados na Figura[d para ¢ ~ 0, 50 foram
obtidos com N =256 € o/L = 0,05 e também com N =
6400 discos e o/L = 0,01 j& que, da prépria definicao da
equagao , dois valores distintos de o /L estao associa-
dos a outros dois valores de N para uma mesma fracao ¢.

As trés regioes destacadas por setas na Figura []
sao analisadas em maiores detalhes na Figura |5 Nesta
figura, nota-se uma forte correlagao entre Z e o nimero
de particulas N nas trés fracdes de ocupacao mostradas.
Quanto maior é a quantidade de discos nas simulagoes
mais sugestiva é a convergéncia a um determinado valor
de Z — por extrapolacdo do ajuste linear dos dados
quando 1/ VN — 0. A convergéncia é provivel nao
apenas devido ao aumento de N mas também pela
simultdnea diminui¢do da razdo o/L em uma dada
fracdo de ocupacdo ¢, indicando que tal procedimento
pode ser usado como uma boa estratégia para estimar
o fator de compressibilidade no limite termodinamico
N — o0.

Por fim, esse procedimento foi aplicado a todas as
fragoes de ocupagao simuladas e o resultado é mostrado
na Tabela [I] em que, dentro das incertezas do ajuste, os
valores de Z obtidos por extrapolacao sao indistintos dos
valores tedricos preditos para um fluido de discos rigidos
no limite termodinamico.
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Figura 5: Fator de compreessibilidade Z em funcdo do nimero
de discos para trés valores da fracdo de ocupacdo ¢. A
quantidade de particulas utilizada em cada simulacdo estd ao
lado de cada ponto. A extrapolacdo do ajuste linear estima Z
no limite termodindmico em que 1/\/N — 0 quando N — oo.
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Tabela 1: Valores de Z no limite N — oo.

¢ 2N Psrico  desvio (%)°
0,0079 1,0160 & 0,0001  1,0159 0,01
0,0314 1,0660 & 0,0003 1,0661 0,01
0,0707 1,1583 & 0,0008 1,1587 0,03
0,1257 1,3146 & 0,0031  1,3107 0,30
0,1963 1,5561 & 0,0008 1,5558 0,02
0,2827 11,9632 & 0,0036 1,964 0,04
0,3848  2,6866 & 0,0039  2,6807 0,22
0,5027 4,1441 & 0,0164  4,0674 1,89

2Expansao de Z até o oitavo coeficiente do virial,
cujos valores By = 1, By =2, B3 = 3,12801775,
By = 4,25785446, Bs = 5,336897, Bg = 6, 3626,
B; =17,351 e Bs = 8,338 na equacao foram
obtidos por E. J. Janse van Rensburg [2I] no
limite termodindmico.

PDesvio percentual em relacio ao valor tedrico,
calculado por Zx=z=Zuesricol o 100 %,

Ztesrico

6. Consideracgoes finais

Os fundamentos, principais equagdes e procedimentos
que viabilizam a simula¢do computacional de um sistema
formado por discos rigidos foram discutidos. Acredita-
mos que o texto pode servir como guia para uma discus-
sao a posteriori de um algoritmo que pode ser trabalhado
em varias disciplinas de graduagdo em ciéncias fisicas
instigando os estudantes na escrita do préprio cédigo
computacional na linguagem de programacéo preferida.

No regime simulado, o procedimento de calculo do
fator de compressibilidade para o sistema de discos
rigidos — através da extrapolacdo do ajuste linear dos
valores obtidos pelas simulagées — mostrou-se em exce-
lente acordo com os valores tedricos preditos por técnicas
independentes no limite termodindmico. Porém, devido
aos discos ndo sofrerem qualquer sobreposi¢cdo com os
demais, hd um limite maximo possivel de ocupagao
da caixa de simulacdo e transicoes de fase em fragoes
¢ superiores as simuladas neste trabalho podem ser
observadas. Diante disso, novas simulagoes e discussoes
podem ser aprofundadas nesse sentido, em que limita-
¢oes do tratamento explicito das colisoes dos discos com
a caixa podem dificultar a descricdo apropriada do bulk
de um liquido ou sélido tendo maior ou menor impacto
em certas propriedades do sistema.

Nao obstante, resultados interessantes sobre a equagao
de estado para sistemas bidimensionais formados por
discos rigidos comparadas a famosa equacao de Cla-
peyron dos gases ideais puderam ser obtidos a partir
da abordagem computacional apresentada, tornando-se
uma excelente oportunidade para professores e estudan-
tes discuti-los a luz de bases fisicas elementares.
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