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As teorias de vinculos sdo de grande interesse na fisica tedrica, pois todas as teorias conhecidas das interagoes
fundamentais apresentam liberdade de calibre, que é um tipo de cardter singular da teoria, o que implica que
ela possui vinculos. Por outro lado, uma vez que a teoria quintica é comumente construida sobre uma estrutura
hamiltoniana, o processo de quantizacdo canénica é o mais apropriado se se dispuser da formulacdo hamiltoniana
da teoria cldssica. Assim, surge a necessidade de se obter os parénteses de Poisson (PP) das varidveis candnicas
na teoria cldssica a ser quantizada. O presente trabalho estuda a proposta de Faddeev e Jackiw, revisada por
Barcelos-Neto e Wotzasek, para obter os PP em teorias singulares por meio de uma abordagem que faz uso dos
elementos geométricos proprios da teoria hamiltoniana. O processo foi construido especificamente na mecéanica
dos pontos materiais e posteriormente foi implementado em uma série de exemplos, obtendo os PP fundamentais
em cada um deles e deixando assim o terreno pronto para a quantizacao.

Palabras-chave: Mecanica classica, forma simplética, sistemas singulares.

Constrained theories are of great interest in theoretical physics, since all known theories of fundamental
interactions present gauge freedom, which is a type of singular feature of the theory and implies that the theory is
constrained. On the other hand, since the quantum theory is commonly constructed on a Hamiltonian structure,
the canonical quantization process is the most suitable if the Hamiltonian formulation of the classical theory is
available. Thus, the necessity to obtain the Poisson Brackets (PB) of the canonical variables in the theory to be
quantized arises. In the present work we study the Faddeev and Jackiw proposal, reviewed by Barcelos-Neto and
Wotzasek, to obtain the PB in singular theories by means of an approach employing the geometric elements of the
Hamiltonian theory themselves. The process was built specifically for matter point mechanics and subsequently
was implemented in a sequence of examples, obtaining the fundamental PB in each of them, thus preparing the

ground for quantization.

Keywords: Classical mechanics, symplectic form, constrained systems.

1. Introducao

Na pratica, uma teoria quantica é construida a partir de
uma teoria classica por meio de um processo conhecido
como quantizacdo. De fato, a mecdnica quéantica, tal
como a conhecemos, é desenvolvida sobre a estrutura
canoénica fornecida pela formulacdo hamiltoniana da
mecanica classica. Porém, apés realizada a quantiza-
cdo, muitas vezes a teoria quéntica obtida apresenta
caracteristicas que nao tém contraparte na abordagem
classica; um claro exemplo é a chamada degenerescéncia
de troca, que é uma consequéncia da indistinguibilidade
das particulas idénticas em mecénica quantica e que foi
a motivacgao para introduzir o principio de simetrizagao
dos estados correspondentes a sistemas de particulas
idénticas. Por outro lado, a necessidade de descrever
situacdes nas quais o nimero de particulas pode variar
conforme o sistema evolui fez com que o conceito de
campo visse a luz pela primeira vez na teoria quantica.
Submetido as leis da relatividade especial, esse mesmo
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conceito posteriormente também teve lugar no mundo
classico, nascendo assim a chamada teoria classica de
campos. Foi assim que a arquetipica ideia de particula
pode ser estendida a o que hoje é conhecido na literatura
como campo de matéria. Contudo, os campos ji estavam
presentes na Fisica desde que as interagoes gravitacional
e eletromagnética foram descritas com grande sucesso
por meio da nogao de interagao a distdncia, que mate-
maticamente deu lugar a ideia de campo.

No estudo das interacoes elementares foi descoberta a
invaridncia da teoria sob um tipo especial de transforma-
¢oes dos campos, a saber, as chamadas transformacoes
de calibre, de onde nasceu o conceito de uma nova
forma de simetria: a simetria de calibre. O fato de que
uma teoria esteja dotada dessa propriedade realmente é
uma evidéncia de que a nossa descri¢do nao é capaz de
fornecer uma dindmica univocamente determinada, mas
de uma série de possibilidades fisicamente equivalentes.
De fato, todas as teorias conhecidas das interagoes
fundamentais apresentam essa caracteristica.

A teoria de campos cldssicos pode ser vista como
uma extensao da mecénica classica para um nimero
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infinito de graus de liberdade, o que permite estuda-la
por meio das ja conhecidas formulagoes lagrangiana e
hamiltoniana e, é claro, as teorias de interacdo também
podem ser tratadas utilizando ditas abordagens. E assim
que encontramos que as teorias com liberdade de calibre
resultam pertencer ao conjunto das chamadas teorias
singulares, que sdo caracterizadas pelo fato de que a for-
mulag¢ao hamiltoniana nao pode ser construida, partindo
da abordagem lagrangiana, seguindo o algoritmo padrao
aprendido em mecanica classica.

O procedimento de quantizacdo comumente utilizado
é conhecido como quantizacao candnica e foi proposto
por Dirac no ano 1925 [I], tendo como principal exi-
géncia a existéncia de uma formulacdo hamiltoniana
bem definida da teoria classica a ser quantizada. Assim,
o fato de ndo poder, em primeira instancia, dispor
de uma teoria hamiltoniana de sistemas singulares ja
é um impedimento para a quantizacao. Os trabalhos
de Bergmann [2] em colaboragdo com Brunings [3],
Penfield, Schiller, Zatzkis [4] e Anderson [5] entre os
anos 1949 e 1950 permitiram entender a conexao entre
os vinculos presentes em uma teoria singular e as
respectivas propriedades de invariancia; esses trabalhos
foram desenvolvidos no contexto de teorias de campos.
Entretanto, Dirac mostrou no ano 1950 que o tratamento
de sistemas com vinculos pode ser estudado em sistemas
com finitos graus de liberdade (ou sistemas discretos) [6].
O método desenvolvido por Dirac foi realizado no marco
de uma teoria puramente hamiltoniana, sendo o objetivo
central a disponibilizacdo da quantizacdo candnica. Um
dos grandes aportes do método de Dirac foi a classi-
ficacdo dos vinculos em primeira e segunda classe e,
mais ainda, ele demostrou que os vinculos de primeira
classe resultam ser geradores (no sentido cldssico) de
transformacdes de equivaléncia que no caso continuo
seriam as transformagoes de calibre. Sem sombra de
davida, a maior contribuicdo do método de Dirac foi
a introdugdo dos hoje chamados parénteses de Dirac,
que sdo a versao “corrigida” dos parénteses de Poisson
da formulagdo hamiltoniana padrdo e que permitem
a correta passagem a teoria quantica. Dirac também
estendeu o seu método a teoria de campos [7].

Embora a andlise dos sistemas com vinculos desen-
volvida por Dirac e Bergmann tenha tido um inegavel e
grande sucesso, varios anos mais tarde Faddeev e Jackiw
(F-J) apresentaram uma proposta, bastante geral, para o
tratamento de sistemas singulares [8] sem ter que recor-
rer a classificacdo dos vinculos em primeira ou segunda
classe que foi estabelecida no método de Dirac. O método
F-J, chamado também por alguns autores de método
simplético, pode ser visto como um caminho geométrico
para a obtencdo dos parénteses a serem quantizados.
Além do fato de evadir a classificacdo dos vinculos, uma
vantagem do método F-J é que ele fornece os verdadeiros
vinculos da teoria e estes resultam ser perfeitamente
consistentes com as equagoes de movimento, o que
permite distinguir os verdadeiros graus de liberdade
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fisicos do sistema. Poucos anos depois, Barcelos-Neto
e Wotzasek (BN-W) propuseram uma alternativa (um
pouco mais algébrica) ao método F-J [0 [10] que permite
incorporar os préprios vinculos de maneira iterativa no
caminho a obter a estrutura simplética que nos permitira
determinar diretamente os verdadeiros parénteses das
variaveis canoOnicas correspondentes aos graus de liber-
dade dindmicos.

O presente trabalho é estruturado como segue: Na
secdo 2 apresentamos, de maneira sequenciada, as ideias
centrais da mecanica a la Faddeev-Jackiw, inicialmente
para sistemas regulares. Posteriormente, citamos a pro-
posta original de Faddeev e Jackiw para enfrentar o
problema dos sistemas singulares e também menciona-
mos a dificuldade de sua implementacdo. Na segdo [3]
contemplamos, com grande detalhe, a contribuicao de
Barcelos-Neto e Wotsazek que é especificamente para
sistemas singulares. Cabe mencionar que temos escolhido
um exemplo especifico para acompanhar cada etapa ao
longo do desenvolvimento das segoes ja referidas. Na
secao [4 apresentamos uma série de exemplos de sistemas
singulares nos quais aplicamos as técnicas estudadas
nas secoes prévias. Finalmente, na secdo [b| destacamos
as principais vantagens do método F-J e discutimos os
resultados obtidos.

2. Formulacao da mecéanica a la
Faddeev-Jackiw

O ponto de partida da formulacao de Faddeev-Jackiw é
reescrever a lagrangiana do sistema de maneira tal que
seja linear nas velocidadesﬂ isto é, que tenha a formas:

L(&€) = 0,(6) € — H(€), (1)

em que os {£¥}2_| sejam as coordenadas do conjunto que

chamaremos de espago de fase (M) e H, a hamiltoniana
correspondente; os coeficientes das velocidades sdo as
componentes (na base padré(ﬂ) de um objeto chamado
de 1—forma canonica:

0 =01det + -+ OndeN = 0,de”.

A lagrangiana apresentada em diz-se que estd na
forma candnica. Para fins didaticos, resulta conveni-
ente escrever da seguinte maneira:

él
L= - On)| @ |-H

5 &N
em que as componentes da 1—forma candnica 6 foram
organizadas em um vetor linha que temos denotado por

)

I Na presente abordagem chamamos de velocidades as derivadas
temporais das coordenadas (que ndo necessariamente representam
os pontos do espago de configuracéo).

2 Escolhidas as coordenadas &, o conjunto {df”}ﬁ]:l é uma base
para o espago de 1—formas em M.
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©O. Nesse sentido © vem a ser apenas uma representacao
da 1—forma 6.

E importante mencionar que qualquer lagrangiana
pode ser escrita na forma candénica, mas para isso se
deve fazer uma escolha apropriada das coordenadas
independentes do espaco de fase.

Se, por exemplo, considerarmos as tipicas coordenadas
q* e p, da mecanica hamiltoniana, elas resultam ser inde-
pendentes nos sistemas regulareﬁ e, consequentemente,
a lagrangiana candnica resulta ser simplesmente:

L=p,*—H (a:1,~o,N/2;n),

pois escrita dessa forma, ela ja é linear nas velocidades.
Assim, bastard fazer com que os £* desempenhem o
papel de coordenadas unificadas; i. e.:

q n
= ; ,p e R".
¢ (p> q,p

Com isso, podemos escrever a lagrangiana canoénica

| L=(p 0)(g>—H.

Logo, podemos identificar:
!
@:(p 0):(p1 e pp 0 0))
e assim, a 1—forma candnica de um sistema regular
resulta:

0 =pidg" + -+ ppdg™ +0dpy +---0dp, @)

= p1dg" + -+ pndq” = padq®.
No entanto, quando estamos perante um sistema singu-
lar, nem todas as coordenadas resultam ser independen-
tes e isso faz com que devamos escolher cuidadosamente
as coordenadas &*. Para ilustrar essa situacdo, considere-
se a seguinte lagrangianaﬂ[l 1]:

1. . ., B
L= 5(]% +q2dq1 + (1 — a)q1ga + 5((11 -q)*  (3)
em que a e 3 sdo constantes; com 0 # a? # 3, a fim de
obtermos uma dindmica bem definida. Seguindo o pro-
cedimento padrao da mecanica hamiltoniana teremos:

PL=q +q, p2=(1-0a)q,
1 B
H= 5(191 —q)* — §(Q1 — )%

Em primeiro lugar, devemos observar que as coordena-
das p2 e ¢; nao sdo independentes; logo, uma boa escolha
de coordenadas do espaco de fase sera a seguinte:

ftz(lh q2 P1)

3 Na formulagdo hamiltoniana um sistema é dito regular quando
é possivel expressar cada uma das velocidades em termos das
coordenadas e dos momentos.

4 Vamos trabalhar com este exemplo na medida em que formos
construindo e desenvolvendo as etapas do método F-J.
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Com isso ja é simples escrever a lagrangiana ([2)) na forma
candnica:

L=pig1+p2go— H=p1¢1 + (1 —a)q1g2 — H.
Neste caso:

O=(p1 (1-a)g 0),

Haviamos mencionado que © é uma representagao (ma-
tricial) de um objeto chamado de 1—forma canénica; o
seguinte sera explicar o que é realmente esse objeto e
qual é a sua importancia na presente abordagem.

No caso geral (regular ou singular) o espago de fase
estd equipado com uma 2—forma w que contém toda
a estrutura canonica do sistema. Encontramos uma
evidéncia disso no fato de que w aparece naturalmente
nas equacoes de movimento; por outro lado, o carater
regular ou singular do sistema pode ser determinado
apenas conhecend(ﬂ w. A relacdo entre a 2—forma w e a
1—forma 6 é a seguinte:

0 =prdqr + (1 — a)q1dge.

w = db, (4)

em que d é a operacao de derivacdo exterior de formas
diferenciais. Como ja se viu, a 1—forma candnica 6 pode
Ser expressa Como:

0=0,d¢ = ©=(0, - On).
Logo, de ({):
y a0, y
= d(B,d") = Serder n g
(00, 98, .
_z(ag# agy)dg A de.

Levando em conta que, em geral, uma 2— forma « pode
ser escrita como:

. 1 . _
o= Z ag;da’ Ndz? = §ozijd1:1 A dax?,
1<g
identificamos as componentes de w :

_ o0, on,
““”*agu e

(5)

Evidentemente w,, ¢ antissimétrico nos seus indices e,
por conseguinte, podemos representar w por meio de
uma matriz antissimétrica 2 cujos elementos sejam as
componentes wy,, :

0 Wiz ot WIN
_w12 O ... W2N
Q =
—WIN —WoN e 0

5 . . . , ~ o .
° De maneira mais precisa, é a representagdo matricial de w que
fornece essa informagao, como serd apresentado mais diante.
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Assim, para construir a matriz {2 bastara identificar os
elementos da parte triangular superior (ou inferior); lem-
brando que a cada elemento da 2—forma w corresponde-
lhe uma entrada na matriz cuja posicdo é determinada

segunddﬂ

W=+ wu et N dE¥ +--- (6)
S—— S~——
p—éssima  v—éssima
linha coluna

Considerando novamente o caso da mecanica hamiltoni-
ana, podemos determinar a 2—forma w de um sistema
regular de n graus de liberdade tomando a derivada
exterior da 1—forma candnica apresentada em . Para
esse proposito resulta conveniente mencionar as seguin-
tes propriedades da derivada exterior:

1. Para uma p—forma « e uma g—forma (3 :
dlaNB)=danB+ (—1)PaAdS.
2. Para uma p—forma qualquer:

d(da) = 0.

Levando em conta que uma funcgao escalar f é conside-
rada uma 0—forma, temos o seguinte caso particular da
primeira propriedade:

d(fa) =df Na+ fda (o : p—forma).
Com isso, a 2—forma w = df seré:
w=d(prdq" +--- + pndq")
= d(prdg’) + - - + d(pndq")
=dpy Ndqy + prd(dg") + -
+ dpn A dgy + ppd(dq™)
=dpi Ndqy + - - - + dp, A dgy,

ou de maneira mais compacta:
w = d(padq”) = dpa N dq". (7)

Logo, seguindo a regra apresentada em @, podemos
construir facilmente a representacao matricial:

0o -1,
o= (7 ) )
em que I, é a matriz identidade em R™*",

Agora voltemos ao exemplo da lagrangiana apresen-
tada em , para esse caso a 2-forma w resulta:

w= d(ﬁld(h +(1— a)Qld(h)
=dp; Ndg1 + (1 — a)dq1 A dqga,

6 O conjunto {dé* A dé¥},.<, constitui uma base do espago de
2—formas no espago de fase M.
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ou matricialmente:

0 l—-a -1
Q=|a-1 0 0 1. (9)
1 0 0

Ora, ndo devemos perder de vista que sempre que
dispormos de uma lagrangiana podemos construir o
funcional acao S[¢] = :12L(§ :€)dt e obter as equacdes
de movimento em virtude do principio de Hamilton.
Lembre-se que em nosso espaco de fase as coordenadas
&* (e em consequéncia as variagoes delas) sdo indepen-
dentes; com isto, as equacdes buscadas resultam:

95 (0, 00\ OH
o \ogr  ogv oer

ou, levando em conta ()

o0H

@7 (10)

wu €’ =
donde vemos que, como foi antecipado, as componentes
da 2—forma w aparecem naturalmente nas equagoes de
movimento nas coordenadas escolhidas para o espaco de
fase.

Vale salientar que uma vez que w é definida como a
derivada exterior de outra forma diferencial (equacio
() ter-se-4 que dw = 0, nesse caso, diz-se que w é
uma forma fechada. Por outro lado, devemos lembrar
que uma forma bilinear é dita nao-degenerada se e
somente se qualquer representacdo matricial resulte ser
invertivel; nesse sentido, essa mesma definicao de néo-
degenerescéncia estende-se para qualquer 2—forma (em
dimensao finita). Assim, para o caso de w, diremos que
ela é nao-degenerada se a matriz ) resulta invertivel.
Pode-se provar também que a nao-degenerescéncia da
forma w é condicdo necessaria e suficiente para garantir
o carater regular do sistema em estudo.

Na linguagem de formas, uma 2—forma fechada e nao-
degenerada é chamada de simplética enquanto que uma
2—forma fechada e degenerada é dita pré-simplética.
Entao, com essas defini¢ées podemos afirmar que um sis-
tema é regular (singular) quando a 2—forma w, definida
no espago de fase, é simplética (pré-simplética).

2.1. Parénteses de Poisson

Quando o espaco de fase M é equipado com uma forma
simplética w (sistemas regulares) é possivel definir uma
operagdo bilinear {-;-} sobre o espaco de fungdes suaves
em M (usualmente denotado por C*°(M)) conhecida
como parénteses de Poisson (PP). Lembre-se de que,
em geral, as trajetorias no espaco de fase sdo obtidas
dando solugdo as equagdes de movimento; assim, as
coordenadas &# dos pontos sobre essas curvas tornam-
se funcoes do tempo. Nesse sentido, as fungbes de
C>°(M) sdo conhecidas como fungédes dindamicas, pois

7

elas evoluem com o tempo; entdo, se F = F(£(t)) é
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uma funcao dindmica ter-se-a:

=

= Den (11)

Sob a suposicao deﬂ que a matriz 2 é invertivel, podemos
denotar as componentes da inversa dela por w*” e assim:

Q=1 = W, =5

Usando esse tltimo resultado na equagdao de movimento
(I10) consegue-se:
OH
agr’
Assim, substituindo em resulta:
OF OH

Qv

F=oe e

éu — W

(12)

Podemos ver em que a hamiltoniana H desempenha
um papel fundamental, pois a evolucdo temporal de
qualquer funcao dindmica estd relacionada com o gradi-
ente de H. As transformacdes no espaco de fase que dei-
xam invariante a estrutura hamiltoniana sdo chamadas
de transformacoes cano”nicasﬁ e a prépria evolugao tem-
poral pode ser vista como uma sequéncia (continua) de
transformacoes canénicas infinitesimais que sdo geradas
pela hamiltoniana; esse ultimo fato é o que nos permite
introduzir os PP por meio da seguinte exigénciaﬂ

F={F:H}. (13)
E a partir de e que introduzimos a defini¢ao
dos PP de duas fung¢des dindmicas F' e G quaisquer:

oF oG
e ) T
{F;G} 6£#w e

(14)

donde vemos que os elementos principais nessa defini¢ao
sdo as componentes da matriz Q7. Além da bilineari-
dade, pode-se provar que os PP também satisfazem as
propriedades de antissimetria, identidade de Jacobi e
regra de Leibniz. Por outro lado, também se tem:

{&87) =Wt (15)

A equagao é de grande importéancia, pois ela mostra
como a operagdo bilinear {-;-} estabelece uma conexédo
direta entre as varidveis canonicas (coordenadas em M)
e a inversa da forma simplética.

Posto isto, podemos concluir que no caso regular a
forma simplética w é uma peca chave para estabelecer
uma estrutura de Poisson no espago de fase.

7 Posto que estamos contemplando apenas o caso regular, w é
(por hipétese) uma forma simplética, e consequentemente nao-
degenerada, como ji foi mencionado.

8 De fato, essas transformacées deixam invariante a forma simplé-
tica w.

9 De maneira mais geral, F poderia depender explicitamente do
tempo, nesse caso F' = {F; H} + %—f
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Retomando o exemplo da lagrangiana em , a matriz
Q) obtida em @D é claramente singular e consequente-
mente nao podemos construir os parénteses de Poisson
para esse sistema devido a inexisténcia da matriz inversa
Q™1 pois os elementos w"” nao podem ser definidos.

Neste ponto é natural questionarmos se serd possivel
equipar o espaco de fase de um sistema singular com
uma estrutura de Poisson, posto que a 2—forma w nao
seja mais simplética (mas pré-simplética). Frente a essa
problematica Faddeev e Jackiw (F-J) desenvolveram um
método iterativo baseado no teorema de Darboux gene-
ralizado [12], o qual estabelece que, dado um espago de
fase M com dimensao 2n+ R, se o posto de uma 2—forma
fechada e degenerada w é 2n, entdo é possivel encontrar
um sistema de coordenadas ({Q*}™; { P} ;{12 ,),
chamadas de coordenadas de Darboux, tal que a re-
alizagdo matricial de w contém um bloco 2n x 2n da
forma, e, nessas coordenadas, a forma pré-simplética
w pode ser escrita como em @ Porém, R’ < R das
equagdes de movimento correspondentes as coordenadas
2" permitem, em geral, expressar apenas R’ < R delas
como funcgdes das coordenadas restantes, enquanto as
outras R— R’ equacoes de movimento serao relagoes que
envolvem apenas as coordenadas Q° e P;, o que implica
que nem todas elas sdo realmente independentes. Depois
de identificar as verdadeiras coordenadas independentes,
elas podem ser tomadas como novas coordenadas unifica-
das £ do espago de fase e retornar assim ao ponto inicial,
mas em um espago de fase reduzido. O procedimento
anterior deve ser repetido até conseguir eliminar todas
as coordenadas do tipo z; com isto, obter-se-4 um espago
de fase com todas as coordenadas independentes que
corresponderao aos verdadeiros graus de liberdade do
sistema, obtendo assim a estrutura canoénica de um
sistema regular, o qual finalmente permitiria definir os
Parénteses de Poisson exatamente como no caso regular.

Ainda que o método F-J seja indiscutivelmente efici-
ente, a implementacao dele pode resultar complicada,
principalmente pela dificuldade de identificar as co-
ordenadas de Darboux em cada iteracao. Entretanto,
Barcelos-Neto e Wotzasek (BN-W) desenvolveram uma
outra alternativa que mantém a ideia central de F-J, i. e.:
conseguir que um bloco da matriz €2 contenha os graus
de liberdade fisicos do sistema. Mas, diferentemente do
método F-J, isso nao é atingido reduzindo o espago de
fase, mas estendendo-o em cada iteragdo sem ter que
fazer uso das coordenadas de Darboux. O propdsito
da seguinte secao é estudar a contribuicio de BN-W
que permitiu tornar mais simples a proposta original de
Faddeev e Jackiw.

3. Contribuicao de Barcelos-Neto e
Wotzasek (caso singular)

Em primeiro lugar, deve ficar claro que nos sistemas

singulares, o espaco de fase M estd equipado com uma
forma pré-simplética w, o qual implica que a matriz
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associada € é ndo-invertivel; logo, se dim(M) = N ter-
se-4 que N = posto(QQ) + R. Como consequéncia, {2 (an-
tissimétrica por construcdo) deve possuir R autovetores
linearmente independentes associados ao autovalor nulo:
er:() (7’:17...,f€)7
usando o fato da antissimetria de ) encontra-se que
vEQ = 0, ou em componentes: vFw,, = 0. Logo,
podemos fazer o seguinte:

. OH
vhw, €Y vk =0.

" ogn
Assim, sdo obtidas as seguintes R equagoes:
OH
Fr(ﬁ):vf@:O (r=1,---,R). (16)

As fungdes T',., apresentadas em , serao chamadas
de vinculod'] pois elas deixam em evidéncia que nem
todas as coordenadas £* sao realmente independentes.
Considerando novamente o sistema descrito pela la-
grangiana em , posto que a matriz Q é singular,
podemos encontrar os vinculos presentes por meio do(s)
autovetor(es) associado(s) ao autovalor nulo, segundo
(16). Neste caso o tnico autovetor resulta ser v =
0

1 e com isto o vinculo buscado serd dado por:
1—«
OH OH OH
r=0)—+1)—+1—-a)=— =0
( )8q1 ( )an ( )é)p1
Assim, o vinculo resultas:
I'=—a(p1 —q) + B(q1 —q2) = 0. (17)

Uma vez que o carater singular do sistema é devido a
presenca dos vinculos, é natural exigir que eles permane-
cam inalterados enquanto o sistema evolui. Para esse fim
basta impor as R condicdes I', = 0 & prépria dindmica
do sistema. Com isso, o problema variacional para o
funcional agao agora terd R restrigdoes que, em principio,
dependem das coordenadas e das velocidades; porém,
uma vez que essa dependéncia é devida a uma derivada
total (em relagao a variavel ), elas podem ser integradas
para dar lugar a outras restricdes que dependerao apenas
das coordenadas.

Assim, em conformidade com o principio de Hamilton:

BsS
5S = /t e 06" (e =0

mas, neste caso nem todos os N deslocamentos §&* sao
independentes, pois devem ser compativeis com as R
restrigoes I',, = 0; consequentemente, apenas N — R dos

10 Posto que esses vinculos foram obtidos utilizando as equacdes
de movimento, é légico esperar que sejam consistentes com elas.
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0&F serao realmente independentes. No estudo de pro-
blemas variacionais com restri¢oes prova-se que este tipo
de problema pode ser abordado de maneira equivalente
fazendo uso de R multiplicadores de Lagrange A" = \"(¢)
e definindo um funcional auxiliar como segue:

t2 . .
SN = [ (L6 - X0 (©) ar
ty

Observe-se que S ¢ um funcional definido sobre N 4+ R
fungdes, a saber, {€#}12; e {A"}L,. Por outro lado,
devido as restrigoes presentes, R dos " sao fungoes
das restantes, o que sugere que a extremizacado de S
nao poderd ser realizada usando procedimento usual
do caso irrestritdl Um teorema do célculo variacional
[13] estabelece que as curvas extremais £ = £(t) que
sdo solugoes do problema variacional sem restrigoe
também atenderao as equagoes de Euler-Lagrange cor-
respondentes ao funcional auxiliar:

sS

sem
para uma escolha apropriada dos fatores A\". Lembrando
que a lagrangiana canonica é dada por (1)) ter-se-a:

(N:17N)7

to
S = (0,6 — H—T,\")dt

t1

= tza'v H dFX“ LA™ )| at
= [ |t (oo -r)]

ta
= / (0,8 — H+T,\") dt,
ty

pois nos problemas de extremos fixos a contribuigao dos
termos de superficie é nula. Ora, uma vez que o problema
variacional (irrestrito) para S estd realmente definido
sobre a parte independente das coordenadas &*, é mais
apropriado escrever:

ta
5= / (6,6 + .07 —H| _ ).

t1

As equagbes de movimento correspondentes resultam:

‘v a]‘—‘r \T 9 _
g~ g Moo =0y
I, =0

com py,v=1--- Ner=1,--- | R.

Neste ponto é relevante assinalar que em muitas
ocasioes algumas das coordenadas originais £# nao apa-
recem mais na funcio dentro da integral em S devido
a que é possivel que os préprios vinculos aparegcam na
hamiltoniana H multiplicados por algumas das coor-
denada e, nesse caso, elas desaparecerao em H |F:O'

11 Isso devido a que, por suposicdo, as curvas paramétricas no
argumento de um funcional sdo sempre independentes.

12 No qual todos os §&# podem ser considerados independentes.
13 Cujas velocidades correspondentes também néo estejam presen-
tes na parte Bué”.
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Como consequéncia, aquelas varidveis absorvidas nao
terdao uma dindmica prépria, razao pela qual ndo deverao
ser consideradas no conjunto de variaveis canénicaﬂ
Entao, se sobreviverem N’ < N coordenadas, podemos
rotuld-las como (¢;--- ¢V, ou {¢a}V .

Embora o funcional S seja originalmente definido
sobre as (M + N) fungdes & e A", as varidveis que
tém lugar na evolugdo do sistema sdo representadas
pelas (M + N’) fungoes (* e A"; entdo, elas podem
ser tomadas como coordenadas de um novo conjunto
que vamos denotar por M. Com isto, S pode ser
visto como uma acdo em M @) e, consequentemente, a
funcdo dentro da integral pode ser tomada como uma
lagrangiana, que chamaremos L), que ademais resulta
estar escrita na forma canoénica (em relagdo as novas
coordenadas), pois é linear nas velocidades em M(1):

LW =9, + T\ — H|_,,.

Lembre-se de que os coeficientes das velocidades na
lagrangiana canonica sdo as componentes de um ob-
jeto chamado de 1—forma canénica. Entdo, levando
em conta que as coordenadas no conjunto M®) sdo
(¢t SOV , M) neste caso ter-se-a:

0 = 9yd¢t + -+ I dCY +T1dA + - + TrdA ™.
9(0)=0(¢)

Com isto:
0 =9 4+ T.d\". (19)
Ou também, usando a representagdo como matriz linha:

oW = (v, In T Tg) = (9 T).

Com isto:
¢
LW=( T) <A> —H|_,

Colocando as coordenadas de M) no vetor £ = (g)

! . .
e chamando H() = lefo, a lagrangiana canonica L1
se escreve simplesmente como:

LW — g _ g (7—1... N'{R),

que tem exatamente a mesma forma que a lagrangiana
candnica apresentada em (I).

Para o exemplo da lagrangiana em :

) 1 a?

o HY = H| _, o\t 5) (m —q2)*.
o LW =pig+(1-a)qge—HDY.

Note-se que neste caso nenhuma das varidveis

candnicas originais desaparece, portanto ( = €.

14 Mais adiante mostraremos que suprimir essas varidveis é de
grande importancia na presente abordagem.
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() -
o 0 =0+ [—alpr— )+ Bla — ¢2)]dA.

Lembremos que o elemento chave na presente abordagem
é a forma simplética (definida no espago de fase), pois a
sua inversa nos fornece a estrutura de Poisson desejada.
Logo, podemos obter uma 2—forma, candidata a ser uma
forma simplética em M), tomando a derivada exterior
da 1—forma canénica 1) isto é:

T,
DEMDT

w® = dV) = d(9 + Tpd\") = do + dgM™ A dA”

0
aF ! ’ aF 4 ’
=dJ T dCt A dNT d\" N dX\”
e % * o
or,.
ace

=d9+ T dCO N AN = o+ BT dCo A dN

Assim:
W) =5 4+ 9,Tnd¢® AdA™ . (20)

Logo, ter-se-4 que a matriz Q) resulta:

0 oine Ol O1l'g
. . | . .
N | . N
_Town e 0 _onTy - OnTRr.
—aT; “onTh 0 0 ’
. . | .
N . | .
—O, T —OnTR' 0 -0 0
S o
, - a_ (. 2 or
ou de maneira mais compacta, {2 ~aro >

Neste ponto é importante fazer um comentario sobre a
relacdo entre as 1—formas 6 e ¢, as 2—formas w = df e
o = dv, e as representacoes matriciais destas tltimas, 2
e 2. Por construcao, ¢ é essencialmente idéntica a 6, mas
definida sobre uma base reduzida na qual as coordenadas
que nao aparecem mai em L(M) foram suprimidas. Por
exemplo, seja a lagrangiana

LW = 0,62 4. 4 OnEN + T A — HD,

com fy,---,0n,T,, H funcdes que independem de &',
Nesse caso:

o 0= (0)de" + 0ode? + - - OndeN.
o W= wyde Ade”

p<v
= widgt AdEY+ Y wydEt AdgY,
v I<p<v
com wi, = 00, — 6(0) =
v — 851 ({9{” -

15 Nem as velocidades correspondentes a essas coordenadas.
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0 0 0 0

0 0 w93 vt Wan
e 0= |0 —was 0 S WaN

0 —wey —wsy -+ 0

Como podemos ver, a total auséncia de ¢! traz como con-
sequéncia que a matriz € contenha apenas zeros tanto na
linha quanto na coluna correspondentes a &'. Definindo
o conjunto das coordenadas (¢ (sem considerar &) ter-
se-a:

!
o (Ch KNI = (%5 EM).
o 9 =0,d(" =3, 0,de".
o 0=, 0awdC* NdC® =3, o), W dE A dEY.
0 w23  cr Won

—Wo3 0 W3N
[ ] E:

—WaN —W3N 0

Daqui, podemos ver que a matriz 3 nao é nada mais
que a matriz ), mas sem as linhas e colunas que contém
apenas zeros devido a auséncia de algumas coordenadas.
A principal importéncia de trabalhar com ¥ em vez de §2
é o fato de que, devido & independéncia dos vinculos T',.
das coordenadas que sumiram, as derivadas dos vinculos
em relagdo a essas coordenadas serdo sempre 0, o que
traria como consequéncia que, devido a , no caso
de usar a matriz Q (e ndo X), a nova matriz Q) teria
também linhas e colunas contendo apenas zeros nas
mesmas posicoes que () e seria, evidentemente, ainda
singular.

Ora, observa-se que a matriz Q(!) contém a matriz %
como um bloco das primeiras N’ linhas e N’ colunas,
que correspondem as Verdadeiraﬂ variaveis canonicas
do espago de fase original M.

Em relagdo ao exemplo da lagrangiana em (3, pode-
mos obter a matriz Q) a partir da 2—forma w® = 26
como segue:

o wM =w—adp Ad\+ adga A dX+ Bdgy A dA

— Bdga A dA.
e A realizacdo matricial sera:
0 l-a -1, P
Q(l) _ 71 + « 0 O : o — ﬂ
R o 0, —a
-6 —a+8 a ! 0
(21)

E importante observar a compatibilidade da dinamica
das quantidades com o indice superior (1), que corres-
pondem & primeira ordem de iteragdo no método
F-J, com as equagbes de movimento apresentadas em
(18). Uma vez que a lagrangiana LM estd na forma

16 No sentido que possuem uma dindmica prépria.
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candnica, seguindo o procedimento apresentado na se¢ao
|2[, as equagoes de movimento correspondentes serao:

OHW

DA
(T)f() 7@’

(22)

€))

em que wy; sejam as componentes da 2—forma w(!) =
dd™M na base {deMe A deMT) e portanto:

1) (1)
L) 06" 96,
PT o 9eMp geM)T
Fazendo p = (a,7) e 7 = (b,r") e levando em conta
que 6 = (19 F) e £ = (E\), pode-se verificar

. 1) .
rapidamente que os w,()T) séo, com efeito, os elementos da

matriz Q1. Usando essa mesma rotulacdo nas equacoes
de movimento em (22]) se obtém:

O, 9HW or,
Uabe+ AT =

ace” T oace T agh

eb=0.  (23)

Podemos ver que, com efeito, estas equagdes coincidem
com as apresentadas em . Lembremos que as varia-
veis (* estdo incluidas dentro das varidveis £#. Chamem-
se n' as coordenadas restantes (que seriam aquelas que
sao absorvidas ao passar a primeira ordem de iteragao
no algoritmo F-J), ou seja:

(e = (¢ U Y,

0 que nos permite fazer as rotulagoes u = (a,i) e v =
(b,7), com isto, as equagdes em podem ser escritas
como:

. . or, . OHW
wabC? + wa i + 8(‘1)\ - o =0
or, .. oHW
winC® + wigif + — a 7= oni =0
: N I, .
7]_—‘7" — 78 gl/ Cb a j =0
ogv C” o
Mas, levando em conta que:
0 o, _, OHW
Wab = Ogby, Wai = U =W, - =U= 3
b= Oab J anz anl
as equagoes obtidas resultam:
. or,. . OHW
b T =
Uabc + aCa aCa
0 = 0,
T, .
__Tecb =0
¢t ¢

que sao as mesmas equacoes que em .

Assim, vemos que as quantidades em primeira ordem
de iteracao (definidas no conjunto M™) mantém a
mesma estrutura canoénica da formulacdo de Faddeev-
Jackiw. Este tultimo fato nos permite afirmar que se a
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2—forma w™) resultasse ser simplética, a inversa dela
permitiria definir uma estrutura de Poisson em M®).
Contudo, os tUnicos parénteses de Poisson que serao de
interesse fisico serdo os correspondentes as coordenadas
&H pois as outras coordenadas sao essencialmente os
multiplicadores de Lagrange inseridos para considerar
os vinculos. Desta forma, se a matriz Q) for invertivel,
apenas devemos interessar-nos pelo bloco das primeiras
N’ linhas e N’ colunas da sua inversa.

Para o exemplo da lagrangiana em (| . o determinante
da matriz QM) é (a? — §)2. Entdo, sob o suposto de que
a? # B3, ela serd niao-singular com inversa:

0 a a—f, 0

Q- 21 —a 0 =B 1 -l
a?-f | zatp B__ 0 ja-1

0 1 —a+1'" O

Com isto, j4 podemos apresentar os PP das varidveis
candnicas originais por meio de (|15]):

(0%
R {5(1)1;5(1)2} =oM12 {152} = m'
a—f3
o {5(1)1;5(1)3} =M = {aiipi} = a2 —f°

= {gxpi}= a;_ﬁﬂ-

N {5(1)2;§(1)3} — 123

Poderia também dar-se o caso de que a matriz Q1)
nao seja invertivel, e, por conseguinte, w® nao serd
uma forma simplética. Nesta situacdo o procedimento
todo devera ser repetido, mas partindo das quantidades
obtidas na primeira iteragdo para passar a segunda
iteracao. Em geral, esperamos que apds um certo nimero
n (finito) de iteragdes, se obtenha uma forma simplética
w(™ cuja inversa dé lugar & estrutura de Poisson (no
conjunto M) desejada.

Embora, em principio, j4 temos um algoritmo para
obter os PP para qualquer sistema (regular ou singular),
nosso objetivo final sempre serd a dinamica do sistema,
que é determinada a partir das equagoes de movimento.
Como j4 foi apresentado na subsegao [2.1] podemos
obter a evolucao temporal de qualquer fungao dindmica
por meio de , em que o gerador da evolucao é a
hamiltoniana definida no espago de fase correspondente.
Na presente abordagem, o gerador de evolugao temporal
resulta ser a hamiltoniana H(™, que corresponde &
ordem de iteragao do algoritmo F-J que permitiu obter
a estrutura de Poisson, isso devido a que ela ja é
compativel com todos os vinculos que foram encontrados
até a n—ésima etapa do procedimento.

Mais uma vez, para o exemplo da lagrangiana em (3) o
nosso gerador de evolugao temporal serd a hamiltoniana
H® ¢ com ela podemos obter as equagoes de movi-
mento para as varidveis canonicas. Por exemplo, para
q1 ter-se-a:

2

¢ ={q; HY} = {(h%% (1 - O;) (p1— @2)}°
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(1-

<1 _ ) {asm} — {m6)) 01 — )

(-5 ()0 on

Similarmente se obtém:

) {q1;p1 — @2} (p1 — q2)

@[], Q\%

(Q1 - q2)

Q\E

(1225((11—92)7 P =
4. Exemplos

4.1. Exemplo 1

Considere-se o caso de uma particula imersa em uma

regido espacial bidimensional (que serd representada

pelo plano z'2?) com um campo magnético externo. Em

geral, dados os potenciais escalar A% e vetorial /T, que
sao fungdes da posi¢do (e possivelmente do tempo), a
funcédo lagrangiana vem dada segund

1. . 1 o o
L= 552 +z-A-A" = 30’ d! + 8yd AT — AY. (24)

Os momentos canonicos conjugados resultam:
oL

bi = 5~

8.%1‘

Daqui podemos expressar as velocidades em termos das
coordenadas e os momentod™t

SFip; = 6M5;5(a7 + AT) = 0¥ (a7 + A7) = @¥ + AR

=6;;(#7 + A7), 45 =1,2.

Assim:
&t = 5ijpj — AL
Com isto, a hamiltoniana resulta:

. 1 A o
H = pi’ = 50id"&) — 655" A7 + A°

=3 [pi — 045 (;x] +Aj)] + A°

= .Z‘i |:p2 — 6ij (1(6Jkpk - AJ) + AJ>:| + AO

— (5%py — ( j) A0
= ((5‘k — Al)(éméj pe — 0; A]) + A°
= §5ij(5i P — A) (07 pe — A7) + A°.

A seguir, suponha-se que os potenciais A° e A indepen-
dem do tempo (explicitamente) e que o campo vetorial
A tem simetria de rotacdo. Nesse caso ter-se-a:

17 Por uma questdo de comodidade estamos considerando m = 1
ee=1.

18 Ndo devemos confundir as componentes d;; do tensor métrico
euclidiano (que determina o produto interno) com a delta de
Kronecker 6;
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e Potencial escalar:
A% = A°r), com r < |Z].
e Potencial vetorial:

g . N N ~
A=A(r)Z., com ¥, = é10% — eyt

Entdo: A' =22A(r), A?=—2'A(r)
Assim, em geral podemos escrever:

A" = (81a” — 65z ) A(r) = (8167 — 058;) 27 A(r).
—_————

Eij:(s'ikﬁkj

Escolhendo A(r) = —g, com B > 0 constante, o campo
magnéticd™| B? sera dado por:
B3 eik&cjai (6ﬂegmxmA(r)) = eiké,ﬁqmaixmA(r)
= R epmdiz™A(r) = —Mepmdiz™A(r)

= 0L, 0;2™A(r) = —0;2" A(r) = —2A(r) = B.

Assim, sob esta consideracao o campo magnético resulta
ser uniforme.
Adicionalmente, escolhemos um potencial escalar da

1, . . - .
forma A° = ~k#?2. Com todas as consideracoes anterio-
res a lagrangiana resulta:

1., B. |
2

L=-7“——=72-7_ kz2.

2

Agora observe-se o seguinte:

1
2
. ' . N
-7, =ata? — %2t =2 x &,

com isto, a lagrangiana (24)) pode ser escrita como:

1. B - 1
L:§f2—5£’xf—§k52
1

= iéijx.li'] — iéijizl‘j — 55@%11'].

Os momentos candnicos conjugados serdao:

. B A . iy B
Di = 57;]‘:1'3] — §€ij$j = '=0Y <pj + 2€jk$k> .

Também, a hamiltoniana correspondente resulta:

H = %5” (pi + geikxk> (pj + fejkmk> + gtsijmia:j.
Uma vez que é possivel expressar todas as velocidades
em termos das coordenadas e dos momentos, o sistema
em consideragdo é regular. Entretanto, é possivel obter
um sistema singular a partir do anterior fazendo m — 0
[14] (o que equivale a desconsiderar o termo cinético na
lagrangiana original), resultando:

19 Rigorosamente B=VxA= é3(01A% — 99 A1), que é um
campo vetorial na direcio do eixo z3, mas como possui apenas
uma componente, se lhe associa a quantidade escalar B3 = 9; A% —
Al = (615]2 - 6%5]1.)81-Aj = eijaiAj = eikékj&;Aj. De fato,
geralmente é usada a seguinte notagdo para o produto vetorial de

| o
dois vetores sobre o plano zlz?: @ x ¥ = ulv? — w0l = ejjutv’.
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o Lagrangiana:

. 1 B . k o
L = _Ef X f_ §kf2 = _EEijﬁbzxj — 55»”.%11"7
e Momentos candnicos conjugados:
B J
pi = 75617'17 .

e Hamiltoniana:
i = gz k(s b
= k¥ = =b;;2'27.
2 27

Observe-se que a lagrangiana é uma funcao de primeira
ordem nas velocidades #*; além disso, os momentos
canoénicos p; sdo funcdes das coordenadas z° e devido
a isso, as 1—formas dz' e dp; ndo serdo independentes.
Por outro lado, em conformidade com a formulacao F-J,
essa lagrangiana ja estd na forma canonica em relacgdo
as varidveis z*, pois ela tem a forma:

L(# %) = 0;(2)i’ — H(Z), com: 6; = —Eeijxf.
Entao, nessas coordenadas, a 1—forma candnica resulta
ser = 0;dx’. Logo, tomando a derivada exterior, se
obtém a 2—forma:

B . . B ) .
w=d0 = —Eeijd:rj ANdz' = Eeijd:r’ Adz?.

1 . .
Levando em conta que w = iwijdzl A dx? | encontra-se

que os elementos da matriz associada a 2—forma w sdo
w;j = Be;j. Explicitamente a matriz envolvida é:

0 1
a-5(" ).

a qual é invertivel e, consequentemente, w resulta ser
uma forma simplética cuja inversa permitird obter dire-
tamente os parénteses de Poisson das variaveis dindmicas
escolhidas:

Wij = Beij = BwkiQ‘j = wkiwij = 5;6
BwkiﬁijEej = 5;?6”
. 1
Bkt = th = WM =
B
Assim:
ij L Q.. L
w = ——e¢ = {m;m}:—ge.

Mais ainda, uma vez que os momentos canénicos p; sao
funcdes das coordenadas x', também pode-se obter os
parénteses de Poisson que envolvem os p; :

i ,, B B ,
o {ahip} = {a"—S et} = _Eejk{xz;xk}

2
B 1 ik 1 ik 1y
T <_B> TR =0
B B
L4 {Pi;pj} = {*Eeikfck; *563‘1%17[}
B? B2 1
B " B
= _Zeikéj = _ZEU
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4.2. Exemplo 2

Considere-se o caso de uma particula movendo-se em um
espaco de configuragdo 3-dimensional, em conformidade
com a seguinte fun¢éo lagrangiana [I5]:

) . 1
L= (q2+q3)qn + kds + §(k2 — 2¢2q3 — 43),

com k constante. Os momentos candnicos conjugados as
coordenadas ¢q; serao:
ps = k.

P1 = g2 + g3, p2 =0,

Com isto, a hamiltoniana resulta:

1
H= —§(k2 — 2¢2q3 — q%)

Vé-se que essa lagrangiana é linear nas velocidades

e, consequentemente, ja estd em sua forma candnica;

entdo, se escolhem como coordenadas do espaco de fase:
q1

. Assim, identifica-se que a 1—forma candnica
a3

resulta ser:

0= (g2 +q3)dg1 +0dga + kdgz = (g2 + g3 0 k).

Logo, tomando a derivada exterior, define-se a 2—forma:

0 -1 -1
w=df =dg Ndq1 +dgsNdgs = |1 O 0
1 0 0

Evidentemente a matriz associada €2 é singular e tem o
seguinte autovetor associado ao autovalor nulo:

Logo, em conformidade com o método F-J, constréi-se o
seguinte vinculo:

p—nOH _ OH OH

+— =—q¢3+ + =q9 = 0.
aEn g 9s q3 (Q2 Q3) q2

(25)
O seguinte passo serd construir as quantidades corres-
pondentes a primeira ordem de iteragao:

e Hamiltoniana:
HY = H_, = _%(k‘Q —43)-
e Lagrangiana canonica:
LW =0, +1TA-HY
= (g2 + q3)d1 + kds + go\ + %(k’2 —¢3).
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) Coordenada do espaco de fase M():

¢ = <f\> = W=(a @ @ .
e 1—forma canoénica:
M) = 9 + Td\ = 0 + gad).
e Derivada exterior da 1—forma canonica:
w® = doM = w + dgs A dX.

A matriz associada a 2—forma w®) resulta:

Nio ¢ dificil ver que det(Q™) =1 # 0 e, portanto, Q1)
é regular. Logo, a matriz inversa resulta:

0 0 1,0
(1)_1_ 0 O 0 ‘—1
= 0 0
01 -110

Uma vez que w") resulta ser uma forma simplética
(devido & sua nao-degenerescéncia), podemos definir
uma estrutura de Poisson no espaco de fase M)
segundo {¢Me;¢MBY — (,(NeB Neste ponto é preciso
lembrar que a varidvel auxiliar A foi introduzida (como
multiplicador de Lagrange) apenas para impor a pre-
servagao do vinculo I' durante a evolugao do sistema e,
consequentemente, nao é de interesse fisico. Assim, os
parénteses de Poisson das variaveis dindmicas originais
serdao dadas pelo bloco constituido pelas trés primeiras
linhas e colunas de [Q(1)]~1,
{asst=1 = A{aspm}={ae2+aet=1
(26)

Vale considerar que o vinculo obtido em fixa a
coordenada go e em consequéncia ela ndo tem dinamica.
Pode-se notar que isso estd em perfeita conformidade
com as equacoes de movimento:

S ) .
U 57:(12+Q3:0-
q1
S )
® 5, =0
q2
S .
. 57:(]1—612—6132(1
q3

20 Lembre-se de que em um caso geral nem todas coordenadas
originais £# aparecem em L(1); devido a isso, as varidveis remanes-
centes sdo rotuladas por (. Porém, quando nenhuma das varidveis
é absorvida tem-se que ¢ = &.
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Das equagbes de movimento para ¢2 e g3, observa-se que,
com efeito, go = 0. Isso sugere que uma melhor escolha
para as coordenadas do espaco de fase M) seria £V =

(ql). Com isto, as func¢oes hamiltoniana e lagrangiana
3

em primeira ordem de iteragao serao:

1
o HW= H|M(1) = —§(k2 —q3).
. . 1
e L= L|M(1) = q3¢1 + kg3 + = (k* — ¢3).

2

Logo, a 1—forma canénica 1—iterada e a derivada exte-
rior dela serdo:

0 = gsdgy + kdgs, ") =dgs Adgy = <(1) _01>'

A matriz Q) é regular e tem por inversa [Q(N]~1 =

-1 0
varigveis dindmicas £V seriam:

1 . R .
(O ) Com isto, os parénteses de Poisson das

{q1;03} = 1,

que é consistente com o resultado obtido em . Assim,
podemos concluir que no caso de haver algum vinculo
que fixe alguma das varidveis dindmicas do espaco de
fase, podemos passar a seguinte ordem de iteracgdo
apenas restringindo a lagrangiana e a hamiltoniana
as novas coordenadas consistentes com dito vinculo,
sem a necessidade de incluir alguma varidvel auxiliar
(multiplicador de Lagrange).

4.3. Exemplo 3

Considere-se um espago de configuragdo 4—dimensional
descrito pelas coordenadas (z';2%;2%;2) e a seguinte

lagrangiana [10]:
_lze ey Ls i (s aied —
L=_-Z*—2Z°-1)= 2(5”33 ) — z(;2' 27 —1).

A lagrangiana acima descreve o movimento de uma
particula de massa unitaria restrito a superficie de uma
esfera centrada na origem de coordenadas e com raio
igual a unidade; assim, uma vez que ha uma restrigdo
(holénoma@ ao movimento livre da particula, a varidvel
z é introduzida como um multiplicador de Lagrange e
prova-se que estd diretamente relacionada com a forga
responsavel de manter a restricdo ao movimento.

Passemos agora a determinar os momentos canénicos
conjugados as variaveis consideradas:

oL . oL
P = = = 51 -7 J, ., = — = U.
Pi = ggi = Out pa=5r =0

21 Uma restricdo é dita holénoma quando pode ser escrita apenas
em termos das coordenadas generalizadas; i. e., sem envolver
(explicitamente) as velocidades.
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Assim, as varidveis dindmicas independentes do espago
de fase sdo ¢ = (2 z p;). Também, a hamiltoniana
correspondente sera dada por:

H =p;i’ — %&-jabix'j + 2(0;x' 27 — 1)
= (pj - ;(ﬁjéikpk) il 4 2(0ixtwd — 1)
= <pj - ;5;?]%) 69py + 2(0i5x'ad — 1)
1 ... .
— 56’inpj + z(0;;2"a? —1).
Logo, a lagrangiana candnica serd simplesmente:
1 o
L =p;i* — iéljpipj — z(0;52'x” —1).
Daqui, identificamos a 1—forma canénica como:
0 = p;da’ + 0dz + 0dp;.
Tomando a derivada exterior obtemos:
w = dp; Ada’ = 8idp; A da?,
cuja representacao matricial sera:

de?  dz  dp;

gt [0 0 —&
Q= g 0 0 0
dpi 5; 0 0

Essa matriz é claramente singular e possui o seguinte
autovetor associado ao autovalor nulo:

v'=(0eR® 1 0eR?).
Com isto, construimos o seguinte vinculo:

OH

o qual resulta ser precisamente a restricao do movimento
a superficie da esfera. Em seguida, determinamos as
quantidades em primeira ordem de iteracao:

e Hamiltoniana:
1 .
1 — — 25U
H —H|F:0—257p,pj.
e Lagrangiana canonica:
L(l) = pl‘.’).i‘i + ((Sijximj — 1))\ — H(l).

e Coordenadas do espaco de fase M) :
Note-se que a variavel z nao aparece mais nas
expressoes obtidas para H) e L) entéo:
=(a" pi) = W= p .
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e 1—forma canodnica:
0V = 6 + (6227 — 1)dA.

e Derivada exterior da 1—forma canonica:
w =w+ 25ijxjdzi A dA,

cuja representacao matricial sera:

0 —&7 | 20,z
e O B
7261']6:17]6 0 j 0

Novamente, a matriz anterior é singular e possui o
seguinte autovetor correspondente ao autovalor nulo:

W= e R 200 1),
0 que permite construir o vinculo:

OHML oM
D = 9§t 22—
T e T o

= 20,207y, = 22"p; = 0.
Com isto, ja podemos passar & seguinte ordem de
iteragao:

e Hamiltoniana:

1.
H® = 26" p;py.
e Lagrangiana canonica:
L® = piit + (0227 — 1A+ 22'p AV — H®),
e Coordenadas do espaco de fase M(?):
£t = (5(1) )\(1))_
e 1—forma canodnica:
0 =00 4 22'p;d\ M.
e Derivada da 1—forma canodnica:
w® =M 4 2p;dat A d W 4 2z dp; N dAW.

A representacao matricial correspondente é:

0 —67 2% 2p;
5t 0 0 21°
0@ — j
—28;p2" 0 0 0
—2p; —2x7 0 0

A matriz Q) é regular e tem por invers

. xi.'l}j ! .'L'i
0 om0
iy TikTl iy —pirg o pi @
T E TR e
Lj _g oty b
22 272 ‘ 22
0 K 0
242 .22

22 A divisdo com as linhas pontilhadas foi feita entre os graus de
liberdade originais e os auxiliares (multiplicadores de Lagrange).

| ;
Também, temos utilizado a notacéo z; = d;;z7.
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Finalmente, obtemos os parénteses de Poisson das varia-
veis candnicas originais:

i
T°Tj iDj — Dixj

X
= {pisps} = =

{z%;p;} =0} —

4.4. Exemplo 4

O seguinte exemplo é um pouco diferente dos anteriores,
devido a natureza da singularidade do sistema que sera
analisado. No entanto, o método F-J serd implemen-
tado da mesma maneira que foi realizado até agora.
Considere-se uma particula movendo-se em um espago
de configuracdo 3-dimensional em conformidade com a
seguinte lagrangiana [16]:

1,5, . L 1
L = S (41 +3)+(@1d2—102)as+ 5 (a7 +a3) a3~V (a7 +63)-
(27)
Os momentos candnicos conjugados sao:

P1 = 41 — q243, P2 = G2 + q143, p3 =0.

Na sequéncia, construimos a hamiltoniana:

. . 1
H=p1¢1 +pago— L= 5(Pf +p§) — (q1p2 — p1g2)qz + V.

Note-se que a velocidade ¢3 nao pode ser obtida em
termos das coordenadas e dos momentos; porém, como
ela ndo aparece na lagrangiana, podemos afirmar que
a lagrangiana escrita na forma candnica sera simples-
mente:

L =piqG1 +p2g2 — H.

Logo, levando em conta que a varidvel ps nao tem
dindmica, escolhemos as seguintes coordenadas para o
espaco de fase:

§t=(Q1 92 43 D1 ‘p2)-

Com isto, identificamos rapidamente a 1—forma cano-
nica:

0 = pi1dgq + p2dge + 0dgs + 0dpy + Odpo.

Tomando a derivada exterior resulta a 2—forma:

000 -1 0
000 0 -1
w=dpy ANdq1 +dp2 ANdgo=|0 0 0 O 0
10 0 0 O
010 0 O

A matriz anterior é evidentemente singular e tem o
seguinte autovetor associado ao autovalor nulo:

vt = (O 010 O).
Com isto, construimos o seguinte vinculo:

oOH
= Pa. — NP2~ PGz = 0.
qs

A seguir escreveremos as quantidades correspondentes a
primeira ordem de iteracao:
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Hamiltoniana:

1
—(pl+p3)+V.

HY :H’I‘:O: 2

e Lagrangiana canonica:

LW = pi1gy + pada + (up2 — prga) A — HY.

e Coordenadas do espaco de fase M):
Note-se que a varidvel g3 nao aparece mais e,
consequentemente, teremos:

Ctz(fh q2 P1 p2); f(l): (i)
e 1—forma candnica:

0 =0 + (qip2 — prga)d.

e Derivada da 1—forma canénica:

w = w + (q1dp2 + p2dgr — prdge — gadpy) A dA.

Logo, a matriz associada & 2—forma w(®) é

0 0 -1 0 po
0 0 0 -1 —-p

OV=1 0 0 0 -

0 1 0 0 @

-p2 p1 q@ —q O

A matriz acima é singular e tem o seguinte auto-
vetor associado ao autovalor nulo:

ot =(@ —a p2 —-m 1).

Com isto, se constréi o seguinte novo vinculo:

0 0 0
p<1>:< o0 _, 0 90
q2 £ q1 g y2) O
0 0
9 9\ go
p162+8/\>H
ov ov
qf—q1a + p2p1 —p1p2 +0
ov
2 2
= + _—
K “oq1 q>((h qg)} (g3 + ¢3)

°)%
= ( 2(]1 —91(292))m:0

Assim, obtemos a seguinte tautologia (ou identi-
dade):

r®) —o=o.

Entéo, posto que foi obtido um vinculo nulo, néo
é possivel continuar com o procedimento usual. Estas
situagOes se apresentam com frequéncia e sdo proprias
dos sistemas que sdo invariantes por transformagoes de
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equivalénciaﬁ(composigéo de transformacoes canonicas
infinitesimais que ndo mudam o estado fisico do sistema,
no sentido de que o gerador da evolugao temporal conduz
a um conjunto de pontos do espago de fase pertencentes
a uma classe de equivaléncia@ pois correspondem a um
mesmo estado).

Essa degenerescéncia pode ser removida impondo con-
digoes adicionais que restrinjam a dindmica do sistema
de modo que ela se torne univoca. A proposta do método
F-J para enfrentar essa situagdo é a seguinte:

“No caso de se obter um vinculo nulo na n-ésima
ordem de itera¢do no algoritmo, o vinculo nulo deverd
ser substituido por uma condigdo fixradora (CF) e
depois continuar com o procedimento conhecido”.

O enunciado anterior pode-se expressar simplesmente
como:

rm=0 - '™ =cr; H"D=H®™|, . _.
Assim, a hamiltoniana da seguinte ordem de iteracdo,
serd obtida impondo a condi¢ao fixadora a ultima ha-
miltoniana construida. E importante fazer uma breve
discussao sobre essas condicoes fizadoras. Em primeiro
lugar, essas condigbes devem ser atingiveis, isto quer
dizer que sempre deve ser possivel obté-las por meio de
uma transformagdo de equivaléncia; essas transforma-
¢oes nao devem mudar as equagdes de movimento, pois
devem conduzir aos mesmos estados fisicos do sistema.

Nao é complicado ver que a lagrangiana perma-
nece invariante sob as seguintes transformagoes:

a — ¢ = qcos(8) + gasen(f)
@ — ¢ = —qsen(0)+ qgocos(0)
B = g = s

que é, na verdade, uma rotagao de um angulo 6 no plano
q1q2 mantendo fixa a coordenada ¢3. As rotagées no
plano sao representadas por matrizes 2 x 2 especiaiﬂ
reais e ortogonaiﬂ com parametro 0 < 6 < 2.
Para o exemplo em consideragao, supondo que o angulo
nasce no eixo qp, a matriz associada a transformacao de
coordenadas acima sera:
cos(0)  sen(6) q a1

R(0) = (sen(@) cos(H)) = (qé) = R(f) (q2>
Essas matrizes constituem um grupo (de Lie) denotado
por SO(2). Entéo, diz-se que SO(2) é o grupo de simetria
(globaﬂ) para a lagrangiana quando a coordenada

23 Cujo andlogo na teoria de campos é conhecido como transfor-
magoes de calibre.

24 Uma classe de equivaléncia é um conjunto de elementos
identificados por uma relagdo (bindria) de equivaléncia; i. e., que
é reflexiva, simétrica e transitiva.

25 Uma matriz é dita especial se o determinante dela é 1.

26 Uma matriz R é dita ortogonal se RTR = 1.

27 Diz-se que a simetria é global quando os paradmetros dos
elementos do grupo de simetria sdo constantes.
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g3 esta fixa. Lembre-se de que as coordenadas ¢% sao, em
geral, fungdes do tempo; entdo, é interessante ver se a
lagrangiana em estudo também torna-se invariante se o
pardmetro for também funcdo do tempo; isto é, 8 = 0(t).
Nesse caso ter-se-a:

qy = d1cos(0) + Gasen(6) + 9( — qsen(8) + gacos(9)),
iy = —q1sen(0) + gacos(0) — é(qlcos(G) + gasen(0)).

Se a coordenada ¢3 permanece fixa, resulta que a
lagrangiana transformada nao coincide com a original:

1. . .
L'=L+ 592(qf +¢3) — 0(q1d2 — d1g2) — 0(¢5 + 43)gs.

Contudo, é possivel recuperar a invariancia da lagran-
giana fazendo uma transformagao apropriada a coorde-
nada ¢3. Em primeira instancia nao é conhecida a forma
dessa transformacao, pelo qual se considera:

g3 — g5 = q3 + 0gs,
Com isto:
L' =L~ (qid2 — ¢192)(0 — dg3)

1. . 1
+(65 + @) <292 —0(q3 + 9g3) + q39q3 + 2(5Q3)2>~

Logo, observa-se que a invariancia da lagrangiana é
atingida considerando a seguinte transformacao:

g3 = g = g3 + 0.

Assim, resulta que a lagrangiana (27) é invariante sob
as transformagoes locai

a — q = qcos(f) + qzsen(0)
@ — ¢ = —qsen(d)+qcos(d).  (28)
s — ¢ = g5+ 0

Nesse caso diz-se que a lagrangiana tem simetria local
sob o grupo de rotagoes SO(2). As transformagoes
sdo chamadas de transformacoes de equivaléncia.

E possivel encontrar uma interpretacao da coordenada
g3 a partir das equacoes de movimento do sistema:

oS . ) )
. 50 = —G1 + 242q3 + q2d3 + q1q5 — 1V = 0.
1
oS . ) )
* o= @- 24143 — 143 + q2q3 — 02V = 0.
q2
oS . .
¢ 5= hdthie- (¢ +43)q3 = 0.
q3

A equacdo de movimento para g3 pode ser escrita como:

Q12 — qraz + (a +@3)gs =0
d (q
2) 2 (12

28 Diz-se que as transformacdes sio locais no sentido de que o
pardmetro é fungido da varidvel ¢.
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! Q2 ~ . .
Chamando z = ==, a equagao anterior pode ser escrita
q1
simplesmente como:

Z 4+ (1—1—22)(13 =0,

que é uma equacao de varidveis separaveis; entao, pode-
mos fazer o seguinte:

dz = dy K
= —qzdt — / — = —/ qadt’.
2241 w0 22+ 0

Assim:

t
tan"1(2) = tan"*(z) 7/ qsdt’.
0

Note-se que tan~'(z) = tan~! (QQ) é o angulo 6
q1
correspondente a transformacao de rotagdo mencionada

acima, entdo a ultima equacdo também pode ser escrita
como:

a(t):e(o)—/o qzdt’.

Logo, derivando em relacdo a variavel ¢t encontra-se que
q3 = —0. Assim, a coordenada @3 resulta ser o negativo
da taxa de cAmbio do angulo de rotacao.

O seguinte passo serd estabelecer uma condigao fixa-
dora para o sistema, a qual é obtida naturalmente a
partir da lei de transformacédo para a coordenada g3 :

G=qg+0=-0+6=0.
Em consequéncia:

@3=—-0=0 = 0=tan"" (q2

) = constante.
q1

Desta maneira, obtemos o seguinte vinculd?}

' = tan~! <q2> —c=0.
q1

Com esse vinculo ja é possivel passar a seguinte ordem
de iteracao:

e Hamiltoniana:

1
H® = 2 (p} +3) + V(g +a3)

tan—1 (q—z):c.
a1

e Lagrangiana canonica:

L® = pigy + p2go + (q1p2 — p1go)A®
LD gO).

29 Poderfamos ter tomado como vinculo a condicéo g3 = 0; porém,
néo teria resultado conveniente devido ao fato de que a varidvel g3
ndo formava mais parte das coordenadas do espaco de fase M1,
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e Coordenadas do espaco de fase M2 :

&
5(2) = (§(1)>.

e 1—forma candnica:
¢%9W+{mn1(®>%dxu
q1

e Derivada da 1—forma canonica:

wwzwm+(%@?ﬂy%)AMm.
q7 + 43

Logo, a representacio matricial Q) ser4:

-1 0 D2 a2

0 0 T G+d3
-1 = _q1
0 0 0 D1 g
1 0 0 0 —q2 0
0 1 0 0 q1 0
—D2 D1 @2 —q¢ 0 0
q2 _ .4
?+q2 c+a3 0 0 0 0
A matriz anterior é regular e tem por inversa:
0 0 q2 q142 0
2 \
@+q3 q1§+2q§ ‘ 72
9192 92 ! _
02 0 G+a2 ?+aq2 : 0 n
% —q192 0 P291—g2p1 | q2 Do
G+ G+a3 ey | ditay
—q192 —43 42p1—P2q1 0 I _—q¢1 —p1
a+a:  $+ad aG+a : ai+a;
—4q2 q1 1
0 0 442 e+a3 I 0
—q2 Q1 —p2 D1 -1 0

Finalmente, lembrando do vinculo I'?)| os parénteses de
Poisson ndo-nulos resultam:

2

q1 q1492
q15P1y = 5 5> q1;P2y = 5 35 — 142; P15,
toip) 4 + a5 {nipa} 4+ a5 tazip1}
@
q2;P2;y = —5——>5-
{aipe} 4+ 4

5. Comentarios finais

A formulacdo da Mecanica d la Faddeev-Jackiw é per-
feitamente compativel com a abordagem hamiltoniana,
pois elas compartem a mesma estrutura canonica, sendo
uma clara evidéncia a possibilidade de se obter os parén-
teses de Poisson. Contudo, a mecénica hamiltoniana tal
como a conhecemos fica restrita ao caso de sistemas nao-
singulares, enquanto que a formulagéﬂ F-J oferece uma
alternativa para o tratamento de sistemas singulares,
inclusive para aqueles cuja singularidade provém das
simetrias internas; nesse sentido, a abordagem F-J é mais
geral.

30 Com isto estamos nos referindo ao método F-J para sistemas
singulares (com o aporte de Barcelos-Neto e Wotzasek).
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Um aspecto relevante da formulacao F-J é a liberdade
que temos de escolher as coordenadas mais apropriadas
para o espago de fase apenas escrevendo a lagrangiana
na forma candnica, pois as expressoes para os momentos
candnicos nos dizem quando existe alguma dependéncia
entre alguns dos momentos e as coordenadas, o que é
refletido na ndo-independéncia linear entre as formas dq®
e dp,, 0 que, ademais, implica que com essas coordenadas
nao poderia se construir uma base apropriada para
o espaco de 1—formas no espaco de fase. Por outro
lado, a compatibilidade dos vinculos com as equagoes de
movimento é devido ao fato de que estas foram utilizadas
na obtencao deles.

Nao podemos deixar de mencionar a enorme relevancia
que tem a 1—forma candnica na abordagem F-J, ela é
uma peca chave para a construcido da formulagdo F-J,
pois a sua derivada exterior fornece o objeto que vai
determinar o carater singular ou regular do sistema, além
de conter a estrutura canonica da teoria na iteracao que
haja sido construida. Como ja foi apresentado, o objetivo
final é poder obter uma forma simplética no espaco de
fase, pois é com a sua inversa que podemos determinar
a estrutura de Poisson desejada que nos permitira, em
principio, proceder com a quantizagdo canonica.

Nosso tltimo exemplo pode servir de inspiragao para
se fazer um estudo mais detalhado das teorias com sime-
trias internas na formulagao F-J. Isso serd apresentado
em um trabalho posterior quando a abordagem seja
implementada em sistemas continuos, especificamente
teorias de campos classicos, pois a maioria delas apre-
sentam as chamadas simetrias de calibre, cujo estudo é
de enorme importancia tanto em nivel classico quanto
quantico. E de salientar, também, que no estudo de
teorias de campos, existem campos que descrevem um
tipo especial de particulas chamadas de férmions que sdo
caracterizados pelo fato de apresentar spin semi-inteiro,
como, por exemplo, o elétron e a sua antiparticula:
0 positron; matematicamente resulta mais apropriado
modelar esses campos com um tipo especial de variaveis,
conhecidas como niimeros de Grassmann, que tém a pro-
priedade de anticomutar, tal como os campos femidnicos.
Assim, existem teorias com graus de liberdade discretos
que envolvem esse tipo de niimeros, o que concretamente
é chamado de mecanica pseudoclassica, ou simplesmente
pseudomecénica e é claro que a abordagem F-J pode ser
desenvolvida, mas tomando os cuidados necesséarios pelo
fato de néo trabalhar no corpo dos nimeros reais.
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