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Propomos uma metodologia de propagacdo de incertezas por diferencas finitas para atividades de laboratério
de ensino. O publico-alvo da abordagem proposta sdo alunos que ja& adquiriram alguma maturidade na teoria
de medidas e propagacdo de incertezas experimentais. O proprio aluno poderd implementar a metodologia em
planilhas eletronicas para anélise de dados e propagacdo de incertezas. Visamos assim aumentar o controle e
sofisticagdo do processamento dos dados pelo aluno, diminuir sua carga cognitiva e o tempo gasto na tarefa.
Dessa forma, outras etapas também importantes da atividade de laboratoério, incluindo planejamento, analise, e
entendimento dos resultados e limitagoes do experimento, poderdo ser desenvolvidas com mais cuidado.
Palavras-chave: Incertezas experimentais, propagacdo de incertezas, laboratério de ensino.

We propose a methodology for uncertainty propagation by finite differences for teaching laboratory activities.
The public for the proposed approach is students who already have some maturity in measurement theory and
experimental uncertainty propagation. The students themselves may implement the methodology in electronic
spreadsheets for data analysis and uncertainty propagation. This way, we hope to increase student control and
sophistication in data processing, and to decrease their cognitive load and time spent in the task. Thus, other
also important parts of the laboratory assignments, such as planning, analysis, and understanding the results and

limitations of the experiment, may be more carefully developed.
Keywords: Experimental uncertainties, Propagation of uncertainties, Teaching laboratory.

1. Introducao

Medidas, incertezas, e propagacao de incertezas experi-
mentais através de fungoes matematicas sdo contetudos
fundamentais nas disciplinas bésicas de laboratério de
ciéncias naturais e exatas [I, 2]. Entretanto, o ensino
convencional de propagacao de incertezas experimentais
exige conhecimento basico de derivadas parciais [3] [4].
Frequentemente, o aluno de primeiro ano nao esta
matematicamente preparado e fica refratario em relacéo
a aplicacdo da teoria de medidas [5H7]. Almejamos
diminuir a aversao contra as disciplinas experimentais,
em particular de alunos que nao sao de fisica, ao oferecer
uma alternativa ao formalismo que exige derivar para
propagar incertezas [, [9].

Neste artigo apresentamos um método para pro-
pagacdo de incertezas experimentais por diferengas
finitas que evita o uso de derivadas e permite imple-
mentagdo em planilhas eletronicas. Sugerimos que nas
atividades onde o foco do ensino nao sejam incertezas
experimentais, automacao do calculo da propagacao
incertezas beneficia o aprendizado porque reduz a carga
cognitiva do aluno. Isso o permite se concentrar na
apresentacao correta dos resultados tais como algarismos
significativos, e no entendimento e discussdao do experi-
mento. A compatibilidade da metodologia proposta com
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planilhas eletrénicas permite integrar todas as andlises
no mesmo software onde os dados sdo tipicamente
registrados.

2. Incertezas de medicao

Medir consiste em determinar caracteristicas quantitati-
vas de uma grandeza, o que normalmente corresponde a
estimar a estatistica de uma distribuicao de valores de
leituras de um mensurando com uma dada metodologia
experimental. As propriedades mais simplificadoras de
uma estatistica sdo o valor médio aritmético, quando
existeﬂ e sua mediana. Assim, em primeira aproximacao,
medir é estimar o valor médio ou mediano verdadeiro
da grandeza que seria estritamente obtido somente
incluindo um ntmero infinito de leituras na estatistica.
Neste artigo usaremos como walor medido a estimativa
do valor médio das leituras, adequado para a maioria
das medidas tipicas, onde a média tende a seu valor
verdadeiro a medida que o ntimero de leituras aumenta.
Porém, na préatica, o nimero de leituras é sempre finito
impossibilitando a obtencao do valor médio verdadeiro.
Para quantificar a falta de conhecimento do valor médio

1 Para distribuigbes estatisticas tais como a de Cauchy ou de
Breit-Wigner (curva Lorentizana) a média é indefinida, pois ndo
converge. K preciso usar a mediana.
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verdadeiro da medida, utilizamos o conceito de incerteza
de medicao.

Incerteza de medigao nao se refere a erros operacionais
ou problemas metodoldgicos. Flutuagoes aleatérias nas
leituras sdo inevitaveis e intrinsecas de qualquer processo
de medida. Para estimar incerteza, multiplas leituras
sfo necessarias em uma medicdo. A dispersdo de valores
observados pode ser visualizada em um histograma que,
com o aumento do numero de leituras, tende a distri-
buicao estatistica da varidvel medida com a metodologia
adotada. A largura desse histograma se relaciona com a
variabilidade no valor do mensurando e sua incerteza
estatistica.

Sempre que escrevemos uma incerteza, precisamos
especificar sua definicdo sem ambiguidade. Porque os
principais usos de incerteza de medicao sao determinar o
numero de algarismos significativos na apresentacao do
valor medido, e estimar concordancia ou discrepancia
entre o valor medido e outro valor medido ou espe-
rado. Convencionalmente, escreve-se um resultado de
medida experimental como T + «, onde T representa
o valor médio do mensurando z, e o é a incerteza
correspondente, cuja definicdo precisa ser especificada.
As incertezas de medi¢ao tipicamente usadas sdo desvios
padroes e incertezas padroes (desvios padrdes da média),
ambas incertezas estatisticas.

O desvio padrao (DP) é a forma mais usada para
medir incertezas. Como em uma medida o nimero N de
leituras é finito, o que se pode determinar é a estimativa
do DP (DP amostral, s):

= (vozew) W

i=1

onde x; é o valor lido na i-ésima observagao, e T é a
estimativa do valor médio do mensurando x obtida com
as NN leituras. DP é uma caracteristica combinada do
sistema de medida com o mensurando. No laboratério de
ensino de fisica, o mensurando tipicamente se mantém
constante durante as medigoes e o DP é uma carac-
teristica apenas da metodologia de medida, um exemplo
de mensurando constante é o comprimento de uma mesa.
O DP, estimado por s, equagao , é equivalente ao
valor eficaz da flutuagdo das leituras em torno do valor
médio (valor quadratico médio, RMS), e converge para
uma constante o para N grande. O valor ¢ é uma
caracteristica combinada da metodologia de medida e do
mensurando. O valor s, chamado varidncia da amostra,
é proporcional & poténcia média do ruido da medida [10].

A interpretacdo do DP depende da distribui¢do es-
tatistica das leituras na medida. Por exemplo, na
medida:

L=1(2,11+0,19) m (1 DP, N = 80 medidas)

temos a incerteza de 1 DP. Se a estatistica da dis-
tribuicao das leituras for gaussiana, f = 68% das
leituras ficam no intervalo entre (2,11 0,19) m e
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(2,11 4+ 0,19) m. Para distribui¢des ndo gaussianas (uni-
forme, lognormal, Poisson, etc.), a fragdo f muda para
um dado intervalo de +1 DP. A rigor a distribuig¢do
estatistica das medidas precisa ser estimada. Porém,
para simplificar, no laboratério de ensino assumimos
distribuicoes gaussianas — mais encontradas experimen-
talmente. Para uma interpretacdo mais cuidadosa, a
necessidade do conhecimento da distribuicao estatistica
das varidveis ou da distribui¢cao de uma funcgao apds pro-
pagacao das varidveis, é uma desvantagem do uso do DP
para descrever incertezas. Em particular, mesmo quando
variaveis tém distribuicbes estatisticas gaussianas, mas
a funcao é nao-linear nessas variaveis, a distribuigao dos
valores da func¢do serd ndo-gaussiana quando incertezas
grandes sdo propagadas. Contudo, o DP é a incerteza
mais comumente utilizada, e é especialmente adequado
para descrever a incerteza da metodologia de medida, ou
das flutuagdes médias do préprio mensurando, ou ambos.
O desvio padrdao da média (DPM) é outra descrigdo
para incertezas. O DPM ¢é também conhecido como
incerteza padrao, antigamente chamado erro padrao.
Descreve a flutuacao no valor médio entre repetigoes do
experimento com mesma metodologia e nimero N de
leituras ou observagoes. O DPM é calculado por:

(2)

onde oz é o DPM, s é o DP estimado (equagéo .
Teoricamente, usando uma mesma metodologia, duas
medidas independentes do mesmo observéavel obterao o
mesmo valor médio — o valor médio verdadeiro — quando
em ambas medidas o nimero N de leituras tender a
infinito. Portanto, o DPM tende a zero quando NN tende
a infinito, em contraste com o DP que é uma constante
e depende do sistema de medida e do mensurando.

O DPM tem a vantagem de sempre apresentar
uma distribuigdo gaussiana (para N grande), mesmo
que a distribuicdo estatistica das medidas seja nao-
gaussiana [I0]. Vejamos como o valor de L, mostrado no
exemplo acima com DP, fica quando descrito por DPM:

L=(2,114+0,02) m, IC 68%,

onde o IC indica intervalo de confianca e em repetigoes
do experimento de medida de L, 68% dos valores
médios encontrados estardo entre (2,11 — 0,02) m, e
(2,11 + 0,02) m. Para melhorar a estimativa, usamos
tipicamente IC 95%. Para isso, para N > 15, uma boa
aproximagao é usar 2 DPMsﬂ L = (2,11 £ 0,04) m,
IC 95%. Significa que, por exemplo, em uma turma
com 20 grupos experimentais, em média 5% dos grupos
(1 grupo) obterd um resultado fora do IC de 95% caso

2 Para N menor, o fator multiplicador aumenta. No caso geral,
para N > 2, o IC de 95% é obtido multiplicando-se o DPM
pelo inverso bicaudal da distribuigdo t de Student (TINV( ), em
planilhas MS Excel e OpenOffice), com p = 5%, e (N — 1) graus
de liberdade.
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0 mesmo equipamento, o mesmo objeto medido, e a
mesma metodologia sejam utilizados. O DPM descreve
a incerteza do valor médio, e ndo o valor eficaz das
flutuagdes como o DP. Assim, em fisica e engenharia
o DPM é mais tutil. Além do DPM sempre apresentar
distribuigcao gaussiana, o que simplifica na pratica.

O DP e o DPM séao incertezas estatisticas, chamadas
incertezas do tipo A. Existem ainda incertezas instru-
mentais, chamadas do tipo B, devidas a limitacoes de
resolucao ou de calibrac¢ao da instrumentagao de medida.
A incerteza total de uma medida é a soma em quadratura
das incertezas do tipo A e do tipo B, ou seja: 0% =
0% + 0%. Neste artigo, nos concentramos em incertezas
do tipo A.

3. Propagacao de incertezas

Nesta secao derivamos uma expressao para propagacao
de incertezas por diferencas finitas. Todas as férmulas
usadas aqui s@o vélidas tanto para desvios padroes (DP)
quanto para incertezas padroes (DPM), desde que a
mesma férmula contenha somente incertezas de mesma
defini¢do e intervalos de confianga. Assim, no que se
segue omitiremos as especificagbes do que chamaremos
simplesmente de incertezas. Lembremos que para valores
numéricos precisamos sempre especificar o significado
das incertezas, como nos exemplos da segao anterior.

Ilustramos o problema de propagacao de incertezas
com um exemplo de péndulo simples. Ao final desta
secao, generalizamos a discussdo para uma func¢ao qual-
quer. No péndulo simples, para pequenas oscilacoes,
determinamos a aceleragio g da gravidade através de [11]

g(LaT) :472%7 (3)
onde L é a medida do comprimento do fio do péndulo e
T é a medida do seu periodo de oscilagdo. Experimen-
talmente, fazem-se leituras repetidas das varidveis L e T'
para determinar L & o e T £ o, onde a barra sobre as
variaveis indica valores médios, e o7, op representam
as incertezas [I0]. Um dos objetivos académicos do
experimento do péndulo simples é determinar o valor
médio esperado para g(L,T) e sua respectiva incerteza
04, consequéncia das incertezas nos parametros L e T
12, 13].

No laboratério de ensino, L e T sdo mensurados de
forma independente para ficarem descorrelacionados, e
ndo apresentarem covaridncia [I0]. Nessa condigdo, a
varidncia o2 é a soma das varidncias de g devidas as

g
flutuacoes estatisticas nas leituras das variaveis L e T":

2 _ 2 2

%9 = Tgw. ) T Og(@.ry (4)
que é uma soma em quadratura das incertezas parciais
devidas a cada uma das variaveis. Para o1 /L, e o7 /T
muito pequenos, g(L,T) em torno do ponto (L,T) fica
aproximadamente linear nas varidveis L e T' (Exemplo na
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secao [4). Podemos entdo usar derivadas para determinar
o efeito das pequenas variacdes o, e o nos termos do
lado direito da equacéo [3]:

2 2
e (o) +(%Lor) . ®
onde dg/0L = dg(L,T)/dL é a derivada parcial de
g(L,T) em relagdo a L, e dg/0T é andlogo. Na prética
do ensino, calculam-se as derivadas de forma tradi-
cional, substituem-se as expressoes das derivadas na
equacao , e finaliza-se o calculo usando calculadora
ou planilha eletronica para determinar o,.

Podemos citar imediatamente duas desvantagens no
uso rotineiro da equacao no ambito das atividades
de laboratério de ensino. A primeira, sdo as deriva-
das parciais. Porque alguns alunos ainda estdo pouco
familiarizados com o calculo diferencial. A segunda,
s40 os possiveis erros operacionais na transcricdo das
derivadas obtidas para a equagao , mesmo que as
derivadas parciais tenham sido calculadas corretamente.
A relativa complexidade operacional da equacgao
depende da descricao matematica do fenémeno fisico em
estudo. Erros de derivagao e de digitacdo das expressoes
encontradas sao de dificil identificagdo por inspecao do
valor obtido para oy.

Vamos agora explicar a metodologia para propagacao
de incertezas por diferencas finitas. Por definicao de
derivadas, dg/0L = Ag/AL, para AL muito pequeno.
Usando oy, que assumimos ser muito pequeno e que
tem dimensdo de L, no lugar de AL no denominador
de Ag/AL, a derivada parcial fica Ag/oy. Usando
esse artificio no primeiro termo do lado direito da
equacao , ficamos apenas com a variacdo Ag causada
por uma variagdo oy,. Usando raciocinio andlogo para o
segundo termo da equagao , obtemos uma equacao de
diferencas finitas:

O’S ~ !g(f,T) —g(L £ O'L7T)|2

o 5 (6)
+ |9(L,T) = g(L, T + o7)|
No limite em que o e op sao pequenos o resultado
da (5)) é idéntico ao da equagao @ Porém, enquanto
a é uma aproximagao linear rigorosamente correta
apenas para incertezas infinitesimais, a equacéo (@ é
mais robusta e permite incertezas finitas.

Andlogo a equacao @, para uma fungdo f(x,y)
qualquer temos:

012‘ ~ ‘f(jay) - f(fiamy)'z

oSt @

—l—\f(x,y)—f(x,yioyﬂ )
onde T, i sdo os valores médios dos mensurandos, e
0x, Oy, suas respectivas incertezas. Para valores nao
despreziveis de 0., oy, o valor de oy pode depender
do sinal (£) utilizado. Essa assimetria na incerteza [14]
desaparece para o, 0, pequenos, ou se a incerteza
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Tabela 1: Esquema para implementac3o da propagacdo de incertezas por diferencas finitas em planilhas. As quatro primeiras colunas
sdo auxiliares. A coluna Afs contém os dois termos para uso no lado direito da equagdo

x y f(z,y) Af Af°
T 7 @9 0
Z + oy ] [f@+0..7) | AfS = f@+0.,9) — [&,7) Afd +Af.
T — 0y Y f(j O'my) Afy = f(f_o'amy)_f(jay) 2
T y+o, | f@y+oy) | A =l f@Y+0,) - F@,7) Afj+Af,
z J—oy | f(@H—0y) | Afy =l f@TT—0y) - [(T,7) | 2

precisa ser escrita com poucos algarismos significativos
ou para uma combinacao dessas condicoes.

Para incertezas pequenas e fungées monotdnicas em
torno de (Z,7), podemos evitar escrever incertezas as-
simétricas calculando, para cada termo da equagao ,
a média das incertezas obtidas com sinais positivos e
negativos. Tal simetrizagdo é pratica comum na litera-
tura [I5] [I6]. Assim o primeiro termo do lado direito da

equagao @ fica:

2 )

(8)

onde o sobrescrito S em AfS indica incertezas simetri-

zadas, e o subscrito z em AfY indica o primeiro termo

do lado direito da equagao , onde a diferenga finita é

na varidvel x. Construindo uma expressdo andloga A fzf ,
a incerteza em f(T,7) dada pela equagdo @ fica:

AfS ~

2 512 512
o} ~ [AFSP + (AP )
A Tabela [I] mostra um passo-a-passo para imple-
mentacao da equagao @[) em planilha eletronica. Gene-
ralizando a equagao @D para N variaveis, um analogo a
Tabela [1| tera 2V combinagdes de incertezas.

4. Exemplo em planilha eletronica

Implementamos a Tabela |l e a equagao @D em planilha
eletronica (Material suplementar). Na implementagéo
em planilha, basta escrever f(z,y) uma tUnica vez e
copia-la para as células inferiores. Isso permite encontrar
rapidamente possiveis erros, evitando o cédlculo incorreto
das incertezas. Por exemplo, no péndulo simples sabemos
que o valor da aceleracao da gravidade é cerca de g =
10 m/s?. Se f(x,y) for digitada errada, por exemplo,
é possivel que o valor de f(%,7) fique discrepante,
revelando um erro grosseiro.

Comparamos agora a metodologia de diferencgas finitas
com a tradicional. Usaremos valores de um experimento
simulado de péndulo simples onde L = (2,1 £+ 0,2) m
eT = (3,00+£0,10) s, com médias calculadas de 80 lei-
turas simuladas, e incertezas representando DPs. Esses
DPs sao bem maiores que os tipicamente encontrados
em laboratérios de ensino. Mesmo assim, observamos
que a incerteza na fungdo g é idéntica para ambas
metodologias, para um ou dois algarismos significativos
na incerteza de g (Figura . Lembremos que devido
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a incerteza da prépria incertezaﬂ para experimentos
com menos do que milhares de leituras, a incerteza no
resultado deve ser arredondada para apenas um ou dois
algarismos significativos [10].

Para esclarecer equivaléncia entre as duas técnicas,
mostramos na Figura [2] como uma pequena incerteza
em T projeta uma incerteza em g¢(T). Indicamos as
incertezas em torno de T' = 3, 00 s por linhas pontilhadas
verticais. Os prolongamentos horizontais das interse¢oes
das linhas verticais com a curva g(T") para o eixo vertical,
indicam os intervalos das incertezas de g. A linha
tracejada tangente & curva ¢g(T') indica a derivada ¢'(T).
Embora g(L,T) seja nado-linear em T, para intervalos
pequenos em torno de T as duas metodologias sdo
equivalentes, ou seja, as linhas continua g(T") e tracejada
¢'(T) se superpdem quase perfeitamente (Figura [2).

Para resultados que requerem até um ou dois al-
garismos significativos na incerteza propagada, como
é o caso encontrado nos laboratérios de ensino, nao
haverd diferenca entre os métodos. Haverd potencial

Aceleragdo g da Gravidade
Grandeza Média Incerteza
L 25 x 0,2 s
T 3,00 + 0,10 m
L T g(L,T) Ag Ag’ og ||Aceleragdo g determinada
2,1 3,0 9,21 pelas diferencas finitas
2,3 3,0 10,1 0,88 V 0,88 92 * 11 m/s?
1,9 3,0 83| 088 D 1,07
2,1 3,1 8,6 0,58 V 0,62 Por derivadas — eq. (5)
24 28 9,9 0,65 92 + 1,1 m/s?
g(inL;T) H(Z,Tiﬁr)

Figura 1: Propagacdo de incertezas de g obtidas pelo método
das diferencas finitas e pelo método convencional das derivadas.
Valores medidos: L = (2,1 £0,2) m, e T'= (3,00 £ 0, 10) s,
onde as incertezas representam 1 DP, e N = 80 leituras foram
usadas para cada medi¢do. Note os passos intermediarios con-
forme a Tabela[1] Os valores em negrito no quadro acima estdo
arredondados para apresentar o nimero correto de algarismos
significativos. Observe que as duas metodologias ddo o mesmo
resultado.

3 Devido a distribuicdo estatistica das leituras, inerente ao pro-
cesso de medida, e ao fato de fazermos um ndmero finito de
leituras, numa repeticdo do experimento tanto a estimativa do
valor médio quanto a do desvio padrao mudardo um pouco. A
incerteza da incerteza é devida a essa variabilidade na estimativa
do desvio padrdao de um experimento de medida para outro.
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Figura 2: Exemplo de propagacdo de incertezas de uma variavel
T na fungio g(L,T), para T = (3,00£0,10) s, onde a
incerteza representa 1 DP, e L = 2,1 m. Note que para
a incerteza em T relativamente pequena como mostrada, as
projecdes g(T') e g’ (T) s3o aproximadamente idénticas, levando
a mesma incerteza em g quando poucos algarismos significativos
sdo usados.

discrepancia quando as incertezas forem maiores que
cerca de 10% do valor médio da varidvel correspondente.
Nesse caso, as curvas ¢'(T) e g(T) diferem entre si ao
redor de T, como pode ser inferido da Figura Porém,
o tratamento de grandes incertezas experimentais nao
pertence ao laboratorio introdutoério de ensino, e fica fora
do escopo deste artigo.

As limitagoes no uso da equagao (9) e da equagao (5)
sao as mesmas: o experimento precisa ter sido planejado
de tal forma que as leituras das véarias varidveis devem
ser feitas para serem independentes e descorrelacionadas,
e as incertezas relativas devem ser menores que cerca
de 10%.

5. Consideracoes finais

O uso de diferencas finitas na propagacgao de incerte-
zas visa diminuir a carga cognitiva [I7HI9] do aluno
do laboratério de ensino de fisica experimental. Nossa
abordagem é adequada apds o aluno ter entendido e
dominado a propagacao de incerteza, e permite a andlise
dos dados de forma relativamente sofisticada, usando
planilhas de autoria proépria.

Agradecimentos
RPRF agradece apoio do programa unificado de bolsas
de estudo para estudantes de graduagao (PUB — USP).

Agradecemos a Renata Pazzini e ao Eduardo L. Dias
pela leitura critica do manuscrito.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0060

€20210060-5

Material suplementar

Exemplos da metodologia implementada estdo dis-
poniveis em: https://github.com/gccardoso/incerte
zas.git
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