Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220010 (2022)
www.scielo.br/rbef

DOI: https://doi.org/10.1590,/1806-9126-RBEF-2022-0010

Articles

®@®

Licenca Creative Commons

Problemas en la transposicion didactica para un sistema
clasico y uno cuantico: el caso de la particula en una caja

Didactic transposition problems for a classical system and a quantum one: the case of the particle in a box

C. H. Worner™*

!Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso, 2340000, Valparaiso, Chile.

Recibida en 10 de Enero, 2022. Aceptado en 27 de Enero, 2022.

Este trabajo examina el modelo de una particula cldsica/cudntica confinada en una caja unidimensional. En
términos cldsicos se describen sus propiedades cineméticas; posicién, velocidad y aceleracién. En un escenario
cuantico, estas caracteristicas estdn ausentes. Pretendemos discutir la posible transposicién didactica necesaria
para introducir su tratamiento cuédntico. Los resultados se presentan como una sugerencia con fines didacticos;
en particular para el caso de alguna dificultades en la transposicién didactica.

Palabras-clave: Ensenanza de la fisica, mecénica cudntica, transposiciéon didéctica.

This work examines the model of a classical/quantum particle confined in a one-dimensional box. In classical
terms its kinematic properties: position, velocity and acceleration are described. In a quantum setting, these
characteristics are absent. We intend to discuss the possible didactic transposition necessary to introduce its
quantum treatment. The results are presented as a suggestion for educational purposes; in particular for the case

of some difficulties on the didactic transposition.

Keywords: Physics teaching, quantum mechanics, didactic transposition.

1. Introduccién

En una serie de articulos, en su ano quizas més creativo,
1926, Erwin Schrodinger [1] describe su hallazgo de lo
que hoy se llama “ecuacion de Schrédinger”, el funda-
mento bésico de la mecanica cuantica. En cierto sentido,
el trabajo de Schrodinger contiene una introduccién a
las estrategias que siguié para encontrar esta ecuacion,
que proporcionaria una plausibilidad para la exactitud
de este calculo antes mencionado. De esta manera,
el exponia una plataforma sobre la cual sustentar su
hallazgo.

Asi, esta exposiciéon de Schrodinger puede propor-
cionar una base sobre la cual construir la ingenieria
didactica apropiada para pasar desde un sistema clésico
a uno cudntico. También recientemente, Karam [2]
describe los conflictos epistemolégicos que enfrentd
Schrodinger al considerar la funcién de onda como una
magnitud compleja y algunas de las consecuencias para
su ensenanza.

No hay nada nuevo bajo el sol. Los filésofos griegos
utilizan algunas estrategias didacticas para ensenar sus
conocimientos y, en el Renacimiento, Galileo en una de
sus obras esenciales [3], nos ensefi6 la cinemética a través
de un supuesto didlogo con sus discipulos (utilizando una
especie de teoria del constructivismo).

Recientemente, Chevallard [4, 5] propuso la distincién
entre conocimiento académico (o sabio) y conocimiento
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ensefiado. Postulé que existe una diferencia entre estas
dos formas de describir la realidad y que un docente
debe ser consciente de esta transicion del conocimiento
cientifico al conocimiento ensefiado (por ejemplo, como
aparece en los libros de texto).

El primer campo de aplicacién de estas ideas fue
la ensenanza de las matemaéaticas. Un buen relato de
esta forma de pensamiento aparece en Klisinska [6].
Béasicamente, esta es la esencia de la “teoria de la
transposicion didéctica”.

En esta transposicién hay que tener cuidado para
mantener la esencia del conocimiento transferido, especi-
almente cuando el dominio de la ensenanza escapa a las
intuiciones del alumno. Recientemente se ha publicado
un nuevo avance sobre la importancia de estas intuicio-
nes en el proceso ensenanza/aprendizaje [7].

No hace falta decir que este es el caso de la didactica
de la mecanica cuantica. En este trabajo manejaremos
la transicién de un tratamiento mecanico cldsico a uno
cudntico sobre el problema simple: la particula en una
caja. El tratamiento cudntico estdndar de este tema
se puede encontrar en manuales de introduccion a la
mecanica cuantica, por ejemplo, el conocido texto escrito
por Serway et al. [8].

El interés de este problema radica en el hecho que es el
problema cudntico méas simple de resolver por métodos
analiticos. Por tanto, se utiliza de forma didactica para
ensenar a calcular los valores propios de la energia y
las funciones propias correspondientes. Lo anterior, teni-
endo debidamente en cuenta las condiciones de contorno
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del problema. Articulos recientes [9HIZ], muestran el
interés contemporaneo en la ensenanza de la Mecéanica
Cuéntica a un nivel elemental, en especial el trabajo
de Winkler et al. que trata de encontrar cuéles son los
tépicos que deben incluirse en un estudio elemental de
la fisica cuéntica [I3].

Una de las maneras de hacer la transposicion didactica
es recurrir a la historia del descubrimiento en cuestion.
De esta manera se presenta el problema epistemolégico
que intenta resolver el cientifico. En este sentido el
andlisis de Schrodinger, descrito en la Ref. 1, es poco
apropiado por su complejidad para el caso que nos
preocupa, un curso de ensefianza introductoria de la
fisica.

En este trabajo describiremos primero el tratamiento
clasico y luego el cudntico para la particula en una
caja unidimensional. Asi, compararemos diferencias y
semejanzas.

2. El Caso Clasico

Inicialmente describiremos — en su forma newtoniana
unidimensional — el movimiento sin roce de una particula
clasica de masa m con velocidad v en una regién
limitada del eje X, con longitud L. En los limites de
este movimiento restringido, hay paredes impenetrables
(ver Figure [1)).

En realidad, la descripcién del movimiento se obti-
ene mediante simple inspeccién. El enfoque mecénico
habitual que utiliza la ley de Newton es engorroso.
En cambio, es més facil comenzar con una descripciéon
simple de la velocidad: asi este tratamiento es mucho
mas intuitivo. Definamos arbitrariamente t = 0 como el
instante en que la particula acaba de comenzar a moverse
en la direccién +X desde z = 0. Entonces, la velocidad
se expresa por,

+v, O<t<i

v=1q-v, L<t<2l (1)
v(t+2) =v(t)
con las condiciones de contorno: x(0) = 0; (0) = v

(constante).
Como consecuencia, el grafico de velocidad tiene la
forma de una “onda cuadrada”. Tengamos en cuenta

?j" ’ g +V, | +
ot mOf X
/ —

x=0 x=L =,

Figura 1: Una particula de masa m esta atrapada en una pared
de largo L. A la derecha se observa una carga puntual oscilando
entre las paredes de un conductor cilindrico con extremos
equipotenciales.
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que hay discontinuidades finitas en los puntos ¢t =
..., —L/v,0,L/v,... Este hecho es consistente con el
supuesto que la interaccién de la pelota con las paredes
es perfectamente eldstica, sin pérdida de energia. Clara-
mente, no es un hecho efectivamente realista, pero es el
costo que se debe pagar para mantener la simplicidad
del modelo.

Continuando con la descripcidn, el diagrama (x — t)
muestra una forma de “diente de sierra”, con derivadas
discontinuas en los puntos donde impacta la particula,
es decir, puntos que corresponden a saltos de velocidad.

La dependencia del tiempo de la aceleracién y en
consecuencia, de la fuerza, debe cumplir con las leyes
de Newton. Asi, en el punto de contacto con la pared,
la aceleracién no es una funcién bien definida. En este
momento, la debilidad del modelo es evidente y por lo
tanto una oportunidad para discutir con los estudiantes
sobre las limitaciones de éste o cualquier modelo.

El caso que nos ocupa es un modelo de situacion
fisica. Por lo tanto, al usarlo para construir otro modelo
(es decir, el pozo cudntico), parece un “caso de dos
modelos”. Quizas, aceptamos implicitamente esta plau-
sibilidad debido al hecho de que en la ensenanza de la
fisica elemental usualmente usamos esta situacion clasica
para introducir el modelo de gas ideal. De esta manera,
seguimos hacia la ecuaciéon de estado y la expresién
cinética de la energia (interna). Alli, de nuevo aparece
la via de la transposicién didactica.

3. El Caso Cuantico

Posiblemente la ubicuidad de este tema en la practica
actual de la ensefianza de la fisica se deba a la formu-
lacion sencilla de la ecuacion de Schrodinger para este
caso. Ademds, la solucién de la ecuacién diferencial es
un simple ejercicio analégico con raices en la mecanica
ondulatoria newtoniana. Como senalé Feynman [I4]:
...las mismas ecuaciones tienen las mismas soluciones.

Recordemos la introducciéon: estamos tratando con un
problema unidimensional formulado para una funcién
potencial:

00, (—oo<z<0)A(L<z<o0)

re= 0, (0<z<L) @

~—

De este modo, la funcién de onda (v), queda deter-
minada por Zi}é’ + ff—mE = 0; para (0 < z < L), que
es la bien estudiada ecuacién del oscilador arménico
unidimensional. También, ) = 0 en el resto del espacio.

Entonces su conocida solucion [§] es,

O(—o<z<0)A(L<z<00)

con los autovalores
222
m™he

n= 5ol M€ N*, es el nimero cudntico. (4)
m
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De esta manera, la cuantizacion de los niveles de
energia, aparece nitidamente de la condicién de tener
soluciones finitas Vz.

4. La Ruta de Transposiciéon para Este
Tema

Para analizar mejor esta cuestién en el contexto de
la transposicién didactica, es aclarador sefialar (en un
orden arbitrario) dos formas de hacer la transicién
del conocimiento docto al didactico. Estas formas se
pueden rastrear por el desarrollo histérico de la mecénica
cuantica y son la forma habitual de ensenar este tema.

Esto no significa hacer una taxonomia del proceso
didactico. Méas bien, su uso es para simplificar el andlisis.
En la forma habitual de tratar este transito didactico,
hay una mezcla de estos caminos al modo que el instruc-
tor fija (muchas veces de manera implicita), segin su
percepcion sobre la audiencia, profundidad, resultados
esperados, etc.

Cabe senalar que la correspondiente reflexién episte-
moldgica debe ser previamente formulada y reforzada.
La ciencia fisica es una disciplina experimental cuyo
indice de verdad (al menos provisional) es el resultado
de experimentos.

i) El camino pre-cudntico (Rutherford, Bohr y De

Broglie)

Lo que aqui llamamos el camino pre-cudntico es
béasicamente la formulacién de Bohr que él aplica al
tratamiento del dtomo de hidrégeno. En este modelo,
Bohr recoge la hipotesis planetaria de Rutherford y la
propuesta de Planck y Einstein sobre la energia del
cuanto de luz (fotén). Rompiendo con la Fisica clésica,
postula la existencia de 6rbitas privilegiadas (aquellas
en las que el momento angular es un multiplo entero
de la constante de Planck). En ellas, contrariamente al
electromagnetismo clasico, el sistema no irradia. Para sa-
tisfacer los resultados espectroscopicos, también postula
que el sistema irradia a través de “saltos cuanticos” entre
orbitas de diferente energia. De esta manera, se puede
encontrar un valor de la constante de Rydberg, dentro
de los errores experimentales. Los detalles se pueden
encontrar en cualquier libro de texto [8 [I3]. Claramente,
esto no explica las hipdtesis de Bohr y asi aparece la
ansatz de De Broglie, que postula que la particulas
materiales presentan una longitud de onda A = h/p,
donde h es la constante de Planck y p es el momentum
de la particula.

Extendiendo este resultado, se puede hacer una ana-
logia con el problema que hoy nos preocupa. Se puede
establecer una similitud entre este problema y los modos
normales de oscilacion de una cuerda fija por ambos
extremos. Los modos normales de este tltimo problema,
se determinan por las relaciones L = n%, n € NT; de
este modo, poniendo L = 277 y usando la hipdtesis de
De Broglie, se obtiene el radio de las 6rbitas privilegiadas
que aparecen ad-hoc en el tratamiento de Bohr.
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Este enfoque puede usarse para hacer una transpo-
sicion didéctica que recoge las siguientes noveles ideas:

1. La fisica cldsica no permite un tratamiento cohe-
rente con los resultados experimentales. Quedan
por consiguiente, dos soluciones: seguir buscando
algtin tratamiento que cldsicamente explique los
resultados espectroscépicos o bien construir una
nueva teoria que reconcilie teoria con experimento.
(Esta situacién histérica/epistemolégica, ha apa-
recido antes en el desarrollo de las ciencias expe-
rimentales, por ejemplo, el desechar la teoria del
calérico, o la intuicién de Einstein al destruir el
concepto de éter luminifero).

2. En un modo didactico, permite aprehender varios
conceptos cuanticos: la cuantizaciéon de la energia
o la inexistencia de movimiento (la particula no
puede estar “quieta” y esto puede enlazarse con el
principio de incertidumbre de Heisenberg).

ii) El tratamiento de Schrodinger

El tratamiento anterior, claramente influencié en la in-
tuicion de Schrodinger, aunque el imaginé otro modo de
aproximacién. Directamente, el desarrollo de la ciencia
nos lleva a concluir que — al no encontrar un camino
clasico o semi-cldsico — se desarrolla un nuevo modo
que llamamos “cudntico” cuyo fundamento podemos
encontrar en la ecuacién de Schrodinger. La propuesta de
Schrodinger es insdlita e inesperada y suele usarse para
ejemplificar las ideas epistemolégicas de Kuhn [I5]. En el
trabajo de Schrodinger ya citado en la introduccién [I],
la idea seminal consiste en la aceptacion de la hipétesis
de De Broglie. Para decirlo de manera algo ramplona,
el argumento usado seria: si hay una onda, debe haber
una ecuacién de onda. Schrodinger explica que usando
la analogia geométrica para la éptica, es posible hacer
un tratamiento ondulatorio y asi llegar a la dptica
ondulatoria, usando una formulacién establecida por
Hamilton. Una versién con mayor rigor y detalle ha
aparecido recientementeﬂ [16].

Henos aqui frente a un problema didactico. Su inter-
vencién por el instructor crea un camino — que intro-
ducen los textos- de la versién de Bohr. Sin embargo,
su aprendizaje significativo [I7] puede representar la
introduccién de conceptos “erréneos”. Por ejemplo: la
asuncién de que las particulas microscépicas (electrén,
protén, etc.) son particulas esféricas, la existencia de
trayectorias y en fin, una percepcién clasica del mundo
atémico.

En resumen, pareciera que la adaptacién didactica de
este ejercicio es complicada.

Aparentemente, hay tres caminos para tratar esta
cuestion.

i. Seguir el camino didactico clasico: Ruther-
ford, Bohr, De Broglie y analogias mecénico-
ondulatorias.

1 En estricto rigor, la ecuacién de Schrédinger no puede ser
“demostrada” a partir de primeros principios.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220010, 2022



€20220010-4

ii. Proponer una crisis epistemoldgica y seguir un
camino cuasi axiomatico, postulando la ecuacion

de Schrodinger.

iii. Hacer una aproximacion descriptiva y seguir con
este nivel elemental, rescatando los principales
resultados del proceso cudntico.

5. Comentarios

El tema en comento es un tema didactico que también
aparece en la mecanica clasica, donde la intuiciones
ensombrecen la verdad cientifica (y la didactica). Asi
aparecen los fantasmas de los preconceptos: distorsiones
construidas en nuestro andar cognitivo por la vida
infantil/juvenil. Hay una numerosa literatura que ha
revisado el tema de los preconceptos en la ensenanza
elemental y universitaria introductoria (ver por ejemplo,
los trabajos de McDermott [I8] y Vienott [19]). Al
revés de esta transicién cudntica-cldsica, en este trabajo
se supone que la componente cldsica de la mecéanica
estd aprehendida. En verdad, esta mezcla de precon-
ceptos clasicos y el quiebre de los “verdaderos” para-
digmas clasicos con la irrupciéon de un nuevo paradigma
cuantico es una situacién poco explorada en la literatura
didactica.

Muy brevemente, hay dos cuestiones que hacen
que esta transposicién sea compleja y complican la
enseflanza de este tema: i) La naturaleza de la misma
pregunta cuantica (ya dijo Feynmann [9], “... creo con
sequridad que madie entiende la mecdnica cudntica”, es
decir, ella carece de elementos intuitivos y por tanto
elementos para una aproximaciéon constructivista a la
ensefianza/aprendizaje y ii) el nivel de desarrollo de los
estudiantes a quienes estan dirigido la ensefianza con una
comprensién significativa, como lo sefiala Piaget [20].

,Cémo ensenar contenidos que no tengan analogias
clasicas? ; Como ensenar materias sin analogias clasicas?
Los resultados (de cada modalidad didéctica) deben
concluir en la expresion que concuerde con los resultados
experimentales. Este es el resultado final, universal y
falseable. Es necesario tener concordancia dentro de
las dos vias discutidas: la argumentacién académica y
didéctica.

También hay que tomar en cuenta que la aparicién
de ideas en los curricula ocurre con la ensenianza esco-
larizada de la quimica [21]. En los textos de esta disci-
plina aparecen los conceptos de estados estacionarios,
orbitales, saltos cudnticos con emision de una fotén.
Generalmente, la contribucién de Schrédinger aparece
de manera no-formal.

En opinién de quién esto escribe, la Gnica “semejanza”
entre el tratamiento clasico de este problema es la
expresion de la energia potencial (ver Ecuacién 2) y este
lazo es muy feble para usarlo como un fundamento para
la transposicién didéctica.

Finalmente, quiero mencionar las introducciones a
la mecénica cudntica de Wichmann [22] y Feynman
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mismo [I4]. El primero, construyendo un camino
diferente a lo habitual para la construccion de la
Ecuacién de Schrodinger y el segundo elaborando una
senda didactica que podriamos llamar fenomenolégica
de aproximacién a la mecanica cuantica.

Muy recientemente, Krijtenburg-Lewerissa et al. [23]
han estudiado la influencia de la aprehensién del con-
cepto de energia potencial cldsica en el aprendizaje de la
fisica cuantica. Su tesis es que una buena asimilacién
de la idea cléasica favorece el aprendizaje de la fisica
cudntica. Con su énfasis en la energia potencial (Ecu-
acién 2) se destaca, que tanto la formulacién clésica
como la cuantica usan la misma expresion para la
energia potencial. Asi podria hacerse una aproximacién
didactica usando clasicamente, £ = %mvz, y compararlo
con la ecuacién cudntica (Ecuacién 4).
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