Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220076 (2022)
www.scielo.br/rbef

DOI: https://doi.org/10.1590,/1806-9126-RBEF-2022-0076

Pesquisa em Ensino de Fisica

®@®

Licenca Creative Commons

Determinacao da velocidade das ondas extensionais em

hastes metalicas delgadas

Determination of extensional wave velocity in thin metal rods

Marcos Roberto Rossini ', Paulo Sérgio de Camargo Filho'"”, Kleber Eiti Yamaguti',

Marcio José Alves!, Lufs Henrique Cardozo Amorin?

2Universidade Federal da Bahia, Instituto de Ciéncia, Tecnologia e Inovacio, Camacari, BA, Brasil.

Recebido em 02 de margo de 2022. Revisado em 02 de maio de 2022. Aceito em 07 de maio de 2022.

Desde o final do século XIX, e posteriormente impulsionado pelo desenvolvimento aeroespacial, a modelagem
das vibragoes em estruturas metéalicas tem demandado grande empenho por parte dos pesquisadores. Acrescente-
se a isto a importdncia de se prever os abalos sismicos e de se minimizar os danos que geram, e se tem
mais um significativo propdsito pelo estudo das ondas em estruturas. No curso de Fisica Classica, aborda-se
a ondulatéria na perspectiva do oscilador harmoénico, das ondas em cordas e em tubos sonoros, analisando-se as
ondas longitudinais e transversais. Entretanto, ondas de superficie e ondas extensionais raramente sdo citadas, de
forma que o presente trabalho pretende contribuir na pavimentacéo desta pequena lacuna, propondo uma atividade
pratica para calcular o médulo da velocidade das ondas extensionais em hastes de ago e aluminio, empregando
as frequéncias dos harménicos das ondas estaciondrias extensionais. O desenvolvimento teérico é plenamente
compreensivel ao estudante que possua conhecimento bésico de Fisica e de Calculo Diferencial e Integral. O
aparato experimental é de baixo custo e plenamente disponivel. Determinam-se as frequéncias ressonantes com
um telefone celular onde se instalou aplicativo Spectroid, gratuito. Obtiveram-se para as velocidades extensionais
Vewt—al = (5,0540,02).103m/5 € Vest-aco = (5,2140,08).10°m/s, implicando que os respectivos desvios relativos
em relagdo & literatura foram 1% e 0,6%, muito bons para um laboratério didatico. A atividade ainda favorece o
aprofundamento dos conceitos relacionados as oscilagbes e ainda traz fortes elementos lidicos, como o emprego
do telefone celular e o timbre agradédvel das hastes ressonantes, de forma que sua aplicagdo é plenamente factivel
e recomendavel.

Palavras-chave: Ensino de Fisica, frequéncia natural, ressonincia, velocidade extensional, hastes, smartphone.

Since the end of the 19th century, and later driven by aerospace development, the modeling of vibrations in
metallic structures has demanded significant effort on the part of researchers. Add to this the importance of
predicting earthquakes and minimizing the damage they generate, and there is one more significant purpose for
the study of waves in structures. In the Classical Physics course, waves are approached from the perspective of
the harmonic oscillator, waves in strings and sound tubes, analyzing longitudinal and transverse waves. However,
surface waves and extensional waves are rarely mentioned, so the present work intends to contribute to the paving
of this small gap, proposing a practical activity to calculate the modulus of the speed of extensional waves in
steel and aluminum rods, using the frequencies of the harmonics of extensional standing waves. The theoretical
development is fully understandable to the student who has basic knowledge of Physics and Differential and
Integral Calculus. The experimental apparatus is low cost and fully available. The resonant frequencies are
determined with a cell phone where the free Spectroid application has been installed. For extensional speeds,
were obtained vezt—a; = (5.05 i0.02).103m/s and Vegt—steer = (5.21 i0.08).103m/s, implying that the respective
relative deviations from the literature were 1% and 0.6%, very good for a teaching laboratory. The activity
also favors the deepening of the concepts related to oscillations and brings strong playful elements, such as the
use of the cell phone and the pleasant timbre of the resonant rods, so that its application is fully feasible and
recommendable.

Keywords: Physics teaching, natural frequency, resonance, extensional speed, rods, smartphone.
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1. Introducao

A invencao dos relégios mecénicos acionados por pén-
dulos ou molas em movimentos periédicos elevou o
patamar de precisdo da medida do tempo. Esta aplicacao
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tecnoldgica das oscilagdes impactou cientifica, econémica
e culturalmente a sociedade [IH3]. Melhores medidas
de tempo permitiram a construcdo de cartas nauticas
mais precisas e viagens maritimas mais econoémicas e
seguras. Navega-se pelo ar, pelo espago e pela internet,
tendo como suporte radios, radares, sonares, televisores,
computadores, smartphones e GPS operando gracas a
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perturbagoes periddicas que se propagam [4Hg]. Assim
posto, fica manifesto que o entendimento das interagoes
entre sistemas fisicos requer profunda compreensao das
ondas e de suas caracteristicas fundamentais, como
amplitude, comprimento, frequéncia e velocidade de
propagagcao.

Na construgao civil, o colapso da ponte de Tacoma,
em 7 de novembro de 1940, é um tragico exemplo da
consequéncia de oscilagbes imprevistas e indesejaveis
em estruturas manufaturadas. A titulo de curiosidade,
ao contrario do que se possa pensar, o estresse nao
ocorreu devido a ressonancia induzida por uma forga
externa que oscila na frequéncia natural do sistema,
mas consequéncia do efeito aerodindmico que excitou
um grau de liberdade de torgdo da ponte [9HII]. O
desenvolvimento aeroespacial, que se deu por volta da
década de 1950 e impulsionou enormemente a ciéncia
e a tecnologia, exigiu avango no conhecimento do com-
portamento dos materiais. As vibracoes, os gradientes
de temperatura e pressdo, e as ondas de choque agindo
sobre os médulos espaciais, particularmente durante a
decolagem e retorno a atmosfera terrestre, atingiam
patamares superiores aqueles que se encontravam na
literatura técnica, demandando aprofundamentos nas
andlises fisicas e matematicas.

O primeiro modelo para o tratamento das vibragoes
em hastes é atribuido a John William Strutt, conhecido
como Lord Rayleigh, apresentados nos anos de 1877 e
1878, onde desenvolve a equagao de onda considerando
que as oscilagoes em hastes sejam longitudinais, que
o material possua comportamento eldstico linear, obe-
decendo, portanto, a Lei de Hooke, e que as secgOes
transversais permanecam planas e paralelas durante a
passagem das ondas. Neste trabalho pioneiro, ainda nao
se pensava nas contragoes associadas ao coeficiente de
Poisson e tampouco no atrito interno dos elementos
submetidos as tengdes [12, [M3]. Ao longo do século
XX, desenvolveram-se as equacoes da dindmica das
oscilagoes considerando o efeito viscoelastico, incluindo
modelos para explicar o atrito a nivel microscopico.
Estas se revelaram bastante complexas, mesmo aplicadas
em casos mais simples, como cilindros infinitos. Para
situacdes mais realistas, as condi¢bes de contorno in-
troduziram dificuldades intransponiveis quando se pro-
curavam solucgbes por separacdo de varidveis, como se
faz tradicionalmente para a resolugao de equagdes que
conduzem a fungdes de ondas estaciondrias [I3HI5].
A tendéncia atual é empregar o tratamento numérico
das equagoes, facilitada pelo desenvolvimento de softwa-
res e hardwares, embora se percam as correlagoes entre
as grandezas fisicas do problema, dificultando a analise
conceitual [T6HIS].

No campo da geologia e da sismologia, o estudo
das ondas é quesito para o desenvolvimento de mo-
delos que auxiliem o entendimento da estrutura da
Terra e sua dindmica. Abalos sismicos geram ondas de
corpo pelo interior do planeta, conhecidas como onda
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Figura 1: A esquerda (a), representacio (adaptada) das ondas
de corpo (P e S) e de superficie (R e L). A direita (b),
acima, esquematizacdo de uma onda extensional. Abaixo, uma
fratura extensional devida a deformac3o plastica em dique

méfico [24] [25].

priméria (onda P) ou onda de pressdo (longitudal wave,
dilatational wave), e onda secunddria (onda S) ou de
cisalhamento (shear wave). A onda P é mais rapida,
sendo o primeiro sinal de um terremoto, e provoca danos
menores que a onda S. A interacdo entre as ondas S e P,
juntamente com a refragdo, gera as ondas de superficie
conhecida como ondas L (de Love) e R (de Rayleigh),
Figura [I[a). Em superficies delimitadas (placas), ou em
hastes delgadas, surgem as ondas extensionais (extensi-
onal wave), que provocam contragio e expansao do ma-
terial em diregbes ortogonais ao sentido de propagacao
da onda, podendo ficar registrada na rocha como fratura
extensional, Figura b). O objeto do presente trabalho
é a determinacao do médulo da velocidade das ondas
extensionais em hastes delgadas [T9H23].

Em 1963, Kolsky [20] publicou um artigo explicando
que, em um soélido elastico isotrépico infinito, as on-
das P propagam-se com velocidade de mddulo vp =
V(k+4G/3)/p e as ondas S com velocidade vg =
v/G/p, sendo k o médulo de volume, G o médulo de
cisalhamento e p a densidade do material. No mesmo
trabalho, explica que as ondas de superficie de Rayleigh
propagam-se com velocidade de valor vg, ligeiramente
inferior ao das ondas S. A razdo vg/vg situa-se entre
0,874 e 0,955, e dependerda da razao de Poisson, v =
—Al/AL, entre o médulo do alongamento normal &
tragdo, Al, em relagdo ao alongamento na direcao da
tragdo (ou da compressdo), AL, conforme representado
na Figura [2] Estas deformagoes diferenciam a onda
extensional da onda longitudinal.

Em placas infinitas, as ondas extensionais sao disper-
sivas, a velocidade de propagacao depende do compri-
mento de onda, A [20]. Quando A é muito maior que a
espessura (e) da placa, A/e > 1, estas ondas viajam
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Figura 2: Representacdo das variacdes de comprimento, Al e
AL, normal e paralela a direcdo de tracdo, respectivamente.

com a velocidade veyy = /E/[p(1 —v?)], sendo F o
moédulo de Young do material. Em barras cilindricas
metélicas, para comprimentos de onda longos em relagao
ao raio (r), \/r > l,ouk -r < 1, k = 27/\, a
andlise dos harmonicos das ondas extensionais mostra-
se bem-sucedida, e nestas circunstancias pode-se tomar
v & 0. Assim, a dependéncia das velocidades de fase em
relagdo aos comprimentos de onda torna-se insipiente,
permitindo-se definir uma velocidade de grupo dada por
Vg—ext = \/E/p, a qual é objeto do presente trabalho,
conforme dantes se afirmou [13, 26H28].

2. Equacao de Onda em Uma Haste
Delgada Homogénea

Assumindo-se que a amplitude de oscilagio da onda
seja muito maior que a distdncia média entre os ato-
mos, idealiza-se a haste metalica como constituida por
um material continuo e homogéneo. Considere-se uma
por¢do elementar (infinitesimal) desta haste relaxada
com extremos em z e = + Jr. Com a presenca da
onda, este elemento desloca-se e tem seu comprimento
alterado. Imagine-se, como ilustrado na Figura a) que,
no instante ¢, a face a esquerda desloque-se de um valor
u, enquanto a outra, a direita, desloque-se de u + du. A
grandeza u(x,t) pode ser entendida como a elongacao
sofrida pela haste na abscissa = no instante t. Isto
significa que, no instante ¢, as extremidades do elemento
estardo nas abscissas (z + u) e (x + 0z + u + Ou),
implicando que seu comprimento seja dx + du, podendo
Ou ser positivo ou negativo [I12HI4) [T6HIS].

Obtém-se a equagdo da onda aplicando-se a Segunda
Lei de Newton ao elemento de haste com densidade
linear p e massa Om = pdx, mostrado na Figura b).
A lei de forca considerard que as tensoes serao normais as
faces laterais (secgdes transversais) e, portanto, subme-
tidas exclusivamente, a agdo de forgas paralelas ao eixo
da haste [29H31]. Admitindo que somente os extremos
da haste, localizados em « = 0 e x = L, estejam livres,
os demais interagirdao com aqueles que os precedem e
aqueles que os sucedem. Aplicando-se a segunda lei
de Newton ao elemento submetido a forca resultante
OF = F(x + 0x) — F(x), encontra-se (- 0x) - a = OF.
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Figura 3: (a) Acima, haste relaxada, destacando-se uma porg¢do
elementar de comprimento Oz. Abaixo, em um instante posterior
t, sua nova disposicdo quando a haste é percorrida pela onda.
(b) Forcas normais atuando sobre as faces laterais da porcdo
elementar.

Substituindo-se a aceleragao por 9%u/ot:

0%u  OF
- 92 oz (1)

Ainda na Figura a), observa-se que o comprimento
do elemento na auséncia de tensodes é Jx, e que a tensdo
ird alongéa-lo de uma quantidade du. Assim entendido, é
imediato que a elongagao relativa seja g—g. Aplicando-se
a Lei de Hooke encontra-se o(z,t) = EZ% [29-31]. Por
definigdo, A é a seccao transversal da haste, e F(z,t) =

A-o(x,t), de forma que
F(z,t)=A-E-0u/0x (2)
ao ser levada a equacao , resulta na equagao de onda

0%u , 0%u
oz =Y g ®)

sendo vy = \/E/p o médulo da velocidade de grupo da
onda, que nao deve ser confundida com a velocidade de
oscilagdo do elemento, du/0t. Salienta-se que p = u/A
é a densidade volumétrica da haste, e que F(0,t) =
F(L,t) = 0, por hipétese [32]. Como se buscam solugoes
que representem ondas estaciondrias [32H35], propoe-se
u(z,t) = T(t) U(z), que substituida na equagdo
permitira que se encontrem as solugoes:

w(z,t) =Ty - cos(wy -t + @)
X [Ua - cos(ky, - x) + Up - sen(ky, - x)]  (4)

onde k, = 27/\, = wy /v, é 0 niimero de onda, T4 e ¢
constantes dependentes das condigoes iniciais [34], 35].
As condigoes de contorno exigem que a haste esteja
com os extremos livres, de forma que nenhuma forca
pode atuar em z =0 e em x = L. A equagdo (2) mostra
que a condicao de extremos livres, F(0,t) = F(L,t) =0,
equivale a Ju/0xr = 0 em ¢z = 0 e em « = L. Na
equacao , para x = 0, obtém-se Ug = 0. Em « = L,
encontra-se Uy - sen(k,,- L) = 0. Descartando-se a solugdo
trivial, deve ocorrer sen(k, - L) = 0. A periodicidade da
funcdo seno quantizara o valor de k,, em multiplos de
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w/L, kp, =n-7/L(n=1,2,3...), de modo que a solugéo
geral para as oscilagdes harmonicas nao amortecidas nas
hastes homogéneas e delgadas com extremos livres, é:

Un(2,1) = uap - sen (mr : %) ~cos(wn - t+ o) (5)

euan =Ta.Usn éa constante que, juntamente com g
depende das condigoes iniciais.

A equacdo de onda estacionaria apresentada na equa-
cao é a equacgdo de uma onda gerada pela interfe-
réncia de duas ondas progressivas de mesma frequéncia
e amplitude que se movem em sentidos opostos, com
velocidade de médulo v, = wy/k,, a qual é por
defini¢ao, a velocidade de fase destas ondas progressivas.
Neste modelo, a velocidade de fase mostra-se constante,
v, = vy = \/E/p. Esta particularidade garante que
qualquer pacote de ondas que percorra a haste nao
se dispersard e, portanto, terd uma velocidade bem
definida, conhecida como velocidade de grupo. Entenda-
se por um pacote de ondas uma onda gerada pela
combinacdo linear, ou interferéncia, dos harmonicos.
O caso mais simples para ilustrar um pacote de ondas é
o fenémeno do batimento, onde uma onda moduladora
define o envoltorio do pacote. A velocidade desta onda
moduladora é a velocidade de grupo, vy = dw/dk. Em
outros termos, quando a velocidade de fase de todas
as ondas harmonicas que formam o pacote for igual,
a velocidade do pacote de ondas resultante serd igual
a velocidade de fase, implicando que, qualquer que
seja a forma da onda moduladora que percorra a haste,
ela permanece, o que equivale a dizer que o pacote nao
dispersa. Estudantes que ja tenham compreendido os
fundamentos da série de Fourier poderao apreciar esta
andlise com maior facilidade [33H37].

A localizagdo dos nodos para cada harmoénico serd
feita impondo-se, na equagio 7 Un (Tn,m,t) = 0,
para qualquer instante ¢, ou seja, para ua, # 0, serd
obrigatério sen(nw -z, /L) = 0 e, portanto,

(2m —1)

Tn, 2n

(0<m<mn) (6)
lembrando-se que n e m sao nimeros naturais diferentes
de zero, n indica o harmoénico, havendo n nds para
0 n — ésimo harmonico. Na Figura [4] representam-se
A J— xXr

as fungées u,(v)/uan = sen(nm - ¥), para os quatro
primeiros harmonicos, mostrando-se a localizacao dos
nodos. Observe-se que a representacao nao é um esbogo
qualitativo da onda estacionaria.

3. Atividade Experimental

Atividade que aqui se apresenta demanda, essencial-
mente, um rolo de fita crepe, uma trena, um paquimetro,
uma balanca, uma serra para corte de metais, um mar-
telo para tanger longitudinalmente um dos extremos da
haste e um telefone celular onde se instale um aplicativo
que indique o nivel de intensidade sonora em funcgao da
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Figura 4: Representacdo das fun¢des un(x,t)/ua,n, indicando,
para os quatro primeiros harménicos, a localizacdo dos nés da
onda extensional estaciondria que se estabelece na haste.

frequéncia. O aluminio e o ago foram escolhidos para
estudo porque sdo os mais empregados estruturalmente,
além de serem bastante acessiveis e de baixo custo.
Inclusive, do ponto de vista de transmissao de energia
elétrica, os cabos de aluminio com alma de ago [38§]
sdo a melhor op¢do em termos de custo de material
estrutural e perda de energia por efeito Joule. O tele-
fone utilizado foi um modelo da LENOVO com versdao
Android 5.5.1, 8 core, 1.5GHz, com o aplicativo gratuito
Spectroid. Observou-se que o nivel de intensidade sonora
muda para cada harmoénico e para cada tipo de haste,
dependendo da secgao transversal, do comprimento e
do material. A forca com a qual se tangem as hastes
também causa variacao da intensidade sonora, e este é
um parametro de dificil controle, mas nao é relevante
para o desenvolvimento desta atividade [I5], [39]. A es-
colha do aplicativo Spectroid foi feita porque ja havia
sido empregado e avaliado em trabalho anterior [I5],
mostrando-se suficientemente preciso e confidvel para a
proposta do presente trabalho, apresentando manuseio
bastante simples e intuitivo. A leitura da frequéncia de
ressondncia, parametro essencial para a atividade, surge
automaticamente na tela do dispositivo.

Para o cédlculo da densidade, tomam-se as hastes,
medem-se os respectivos comprimentos (L), as massas
(m) e os didmetros (d), para as hastes com perfil circular,
ou as arestas (I), para aquelas com o perfil quadrado.
Em cada ensaio, os nés foram previamente localizados e
demarcados com auxilio da fita crepe, seguindo as previ-
soes ilustradas na Figura[dl Ao contrario das oscilagoes
transversais, que exigem rigoroso cuidado com o local
por onde sdo pingadas, as extensionais sao ligeiramente
mais complacentes (Figura . Isto se deve ao fato de as
ondas transversais serem rapidamente atenuadas quando
nao se segura a haste precisamente sobre o né e que
os ventres das ondas estaciondarias extensionais, quando
comparados aqueles presentes nas transversais, ndo sao
facilmente perceptiveis pelo tato.
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Figura 5: (a) A esquerda, uma haste é suspensa pelo local onde
se prevé a localizacdo do né. (b) No centro, estd inadequada
a direcdo do golpe martelo em relacio ao eixo a haste. (c) A
direita, a haste continua ressoando estando segura por dois nés
simultaneamente.

Objetivando-se detectar um harmonico especifico, se
segura a haste pelo local onde se previu a presenca do
né, Figura [5fa). Com um martelo bate-se em um dos
seus extremos, com direcao normal a secc¢do transversal
da haste, procurando gerar um pulso ao longo do eixo.
A orientagdo espacial da haste nao é relevante, mas
segura-la verticalmente, mostrou-se ergonomicamente de
manuseio mais simples. Na Figura b) representa-se um
golpe mal desferido. Cerca de um segundo apés tanger-
se a haste, é possivel ouvir o som gerado no ar devido
ao harmonico presente no metal, desde que tenha sido
corretamente pingada no ponto onde se previu estar o né
correspondente, Figura a). O professor poderd ilustrar
a presenca de mais um nod, por exemplo no segundo
harmonico, mostrando que a haste continua ressoando
quando estiver segura por dois nds simultaneamente,
Figura[5{c). O microfone do telefone celular deverd estar
a uma distdncia inferior a 4,0 cm de um dos extremos
da haste que ressoa para que se tenha uma boa leitura
do pico de intensidade sonora.

Na Figura [6] mostram-se duas imagens da tela do
smartphone apresentando os picos do nivel de intensi-
dade sonora no instante em que a haste ressoa. Estes
se referem, respectivamente, ao primeiro e ao quarto
harmoénico estabelecidos na amostra de aluminio de
comprimento L = (1198,0 + 0,5) mm. Todas as hastes
de aluminio usadas nos ensaios tinham a mesma seccao
transversal quadrada com aresta [ = (9,5540,08) mm e
densidade pa; = (2,6840,02) g/cm3. A densidade calcu-
lada para as hastes de ago foi pge, = (7,81£0,07) g/cm?,
e todas apresentavam secgao circular. Nas Tabelas [T] e [2]
sdo apresentadas as frequéncias dos harménicos obtidos
nas hastes de aluminio e aco.

O primeiro e o segundo harmonicos gerados na menor
haste de aluminio, L = 447,0 mm, foram dificeis de
serem ouvidos e de serem detectados pelo Spectroid por
apresentarem baixa intensidade. Observe-se na tabela 1
que ndo ha dados para n > 2 referentes a esta haste. O
terceiro harmonico, préximo a 16,8 kHz, seria ouvido por
pouquissimas pessoas por ser muito alto. Harmonicos
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Figura 6: Imagens da tela do smartphone com o aplicativo
Spectroid onde se observam os picos no nivel de intensidade
sonora, caracterizando a presenca de harmonicos.

Tabela 1: Frequéncias dos harmdnicos para diversas hastes de
aluminio de sec¢do transversal quadrada, com aresta l = (9, 55+
0,08) mm.

L (£0,5 mm) Harménicos Frequéncia (Hz)
1500,5 1,2 3 4 1688, 3375, 5016, 6750
1300,0 1,2,3,4 1045, 3891, 5812, 7781
1249.0 1,2,3,4 2016, 4031, 6094, 8062
1198,0 1,2,34 2109, 4219, 6281, 8438
750,0 1,2,3,4 3375, 6750, 10031, 13406
447.0 1,2 5625, 11250

Tabela 2: Frequéncias dos harmonicos para diversas hastes de
aco, todas com seccdo transversal circular.

Diametro
L (£0,5 mm) (£ 0,6 mm) Harmoénicos Frequéncia (Hz)
500,0 12,7 1,2,3 5203, 10406, 15469
400,0 12,7 1,2 6469, 12938
1082,5 25,4 1,2,3,4 2484, 4969, 7406, 9938
1572,0 6,4 1,23 1641, 3281, 4922

de ordem superior estariam no espectro ultrassoénico,
inaudivel para os seres humanos [40], de modo que
nao se recomenda utilizarem-se hastes de aluminio cujo
comprimento seja inferior a 750 mm. Na Tabela [2] para
a haste comprimento L = 1082,5 mm, também foi
bastante dificil a obtencdo da leitura das frequéncias
ressonantes. A massa proxima a 4 kg dificultava o
manuseio.

Com os dados das Tabelas [0 e P obtiveram-se os
ndmero de onda, k, = 2w/\,, com A, = 2L/n, as
pulsagées, w, = 2w - f,, e construiu-se o grafico com
os pares ordenados (wy, k), apresentados na Figura
O coeficiente angular da reta que se ajusta aos pontos
representa a velocidade da onda extensional que percorre
a haste, encontrando-se para o aluminio e para o ago os
respectivos valores: vegr— a1 = (5,05 4+ 0,02).103m/s e
Vegt-aco = (9,21 £ 0, 08).10%m/s. Estes resultados estao
muito préximos dos valores encontrados na literatura:
Vai(exty = 5000 M/5 € Vggo(eaty = 5180 m/s, indicando
um desvio relativo de 1% para o aluminio e 0,6% para o
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Figura 7: Pares ordenados (k,;w,) para os harménicos das
hastes de aluminio (acima) e de aco (abaixo).

ago [4IH45]. O valor médio do produto r - k foi 0,08 para
o aluminio e 0,06 para o ago.

Embora a determinacao do médulo de elasticidade (E)
nao seja o objeto de andlise do estudo, a partir da relacao
vn, = vy = \/E/p, é possivel obté-lo fazendo-se E =
w2 p, vy = wp/ky,. Assim procedendo, empregando-
se os dados das Tabelas [I] e [2] obtiveram-se os valores
Ear = (68,1 £0,5) GPa e E,eo = (212 £ 8) GPa.
Considerando-se que os respectivos valores de referéncia
sejam 70,5 G Pa e 210 GPa, as diferencgas relativas serdao
da ordem de 3% e 0,9% [46H48].

Na literatura, ainda se encontram outros valores para
os médulos de Young: por exemplo, a ABAL estabelece
que o médulo de elasticidade do aluminio esteja no inter-
valo 70,30 GPa < E4; < 70,50 GPa, dependendo da
porcentagem de adi¢ao de outros metais na liga [46H48].
Ha& referéncias que apontam valores diferentes, inclusive
dependendo do método experimental empregado para a
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obtencdo. Em ensaios de tracdo (métodos destrutivos),
encontra-se F4jtrqcso = 71,33 GPa, e pelo método
dindmico, seguindo-se a norma ATSM E 1876, encontra-
se Fargin = 76,10 GPa. No caso do aco DOMEX
700, apresentam-se os valores Eqgo-tracao = 207,20 G Pa,
Eqco-oscilacio = 214,10 GPa [49)]. E digno de aponta-
mento que, pelo fato de o coeficiente de elasticidade
do aluminio ser quase 1/3 do coeficiente do aco, as
estruturas feitas em aluminio apresentam trés vantagens
estruturais: baixa densidade, elevada capacidade de ab-
sorver golpes, e menores tensoes geradas por variacgoes
de temperatura.

Acaso o professor adote esta pratica, se for empregar
apenas um metal, sugere-se o aluminio pela facilidade
com O manuseio, por gerarem sons mais intensos, e
por ressoarem por mais tempo em relagdo ao ago. Nao
se mediu o tempo de atenuacdo, mas é notoriamente
perceptivel que ele ocorre em valores superiores para
o aluminio, ao ser comparado com o ago. As hastes
de aluminio, na opiniao pessoal dos experimentadores,
também apresentam um timbre mais bonito. Os dados
das hastes de aco permitiram que se encontrasse o valor
da velocidade extensional aparentemente com maior
exatidao [50], mas a dispersdo dos dados do ago foram
maiores que as do aluminio.

4. Conclusao

A vibragdo em estruturas tem sido exaustivamente
analisada por engenheiros e gedlogos. No curso de Fisica,
geralmente nao se aprofunda no estudo das deformacéoes
ocasionadas por oscilagoes, abordando-se basicamente a
lei de Hooke sob o aspecto da forca eldstica em molas
ou das ondas estacionarias em cordas e tubos sonoros.
A prética proposta contribui com o preenchimento desta
lacuna, particularmente na apresentacdo e na determi-
nacao da velocidade de grupo das ondas extensionais
em hastes delgadas, empregando essencialmente a cine-
mética para o cdlculo (v = w/k = A-f = NT). A
analise das ondas estacionarias permite a obtencao das
frequéncias ressonantes e dos comprimentos de onda com
bastante simplicidade e boa precisdo, elementos muito
importantes para uma pratica laboratorial.

O trabalho mostrou-se bem-sucedido em sua proposta
de encontrar a velocidade de grupo das ondas extensio-
nais que se estabeleceram nas hastes metalicas delgadas.
Os valores vez4; = (5,05 £ 0,02).103m/s e Vegt-aco =
(5,21 £ 0,08).10>m/s representam dados com desvio
relativo de 1% para o aluminio e 0,6% para o ago em
relagdo as referéncias bibliograficas. Considere-se ainda
0 baixo custo dos materiais e a facilidade para obté-los, a
simplicidade dos aparatos experimentais e da atividade
pratica, e tem-se uma proposta plenamente aplicavel em
qualquer instituicao de ensino superior. No contexto da
ondulatoéria, o desenvolvimento tedrico pode ser explo-
rado e apreciado por alunos com entendimento basico
de calculo. Entrementes, ensaios envolvendo oscilagoes
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de hastes metalicas permitem fundamentagoes teodricas
para transposicoes ao Eletromagnetismo e a Mecanica
Quéntica. Embora nao fosse o objetivo do trabalho,
ainda foi possivel o cdlculo dos médulos de elasticidade
para o ago e para o aluminio com desvios relativos de 3%
e 0,9%, respectivamente, valores muito bons para uma
pratica de Fisica aplicada aos cursos de graduacao em
ciéncias exatas.

A determinacdo dos harmonicos também explora a
sinestesia tatil e auditiva. O timbre agradavel das
hastes ressonantes, especialmente aquelas constituidas
por aluminio, aliada ao emprego do telefone celular,
aprovisionam potentes elementos lidicos. Agregam-se
elementos de multiplas representagoes, correlacionando
conceitos e gerando subsuncores imprescindiveis para
uma aprendizagem significativa. Entdo, ponderando-se
todos os pontos positivos, executar-se a pratica proposta
é plenamente factivel e recomendéavel.
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