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Os expoentes de Lyapunov sdo quantificadores largamente utilizados para caracterizagdo de regimes em sistemas
dindmicos. Dentro desta perspectiva, a melhoria e otimizacdo metodolégica para estimar o caracterizador dindmico
do maior Expoente de Lyapunov se faz necesséria. Ao longo das décadas, diversos pesquisadores da drea de sistemas
dindmicos e fisica estatistica se dedicaram a tal tarefa. Este esfor¢o culminou no desenvolvimento do algoritmo
de Wolf, que se apresentou como um método bastante robusto e preciso, mas custoso e de dificil compreensao
metodolégica. Com o intuito de contornar estas probleméticas, Sato, e posteriormente Rosenstein, baseando-se
na conservacao do espaco de fase por meio de transformadas candnicas, utilizaram o método das coordenadas
atrasadas para estimar, no espaco de fase reconstruido, mediante uma série temporal, o maior Expoente de
Lyapunov. Desta maneira, o presente artigo pretende apresentar e descrever as caracteristicas do método das
coordenadas atrasadas para a estimativa do maior Expoente de Lyapunov e avaliar a precisdo do método para
esta tarefa.

Palavras-chave: Expoente de Lyapunov, Coordenadas Atrasadas, Mapa Logistico.

Lyapunov exponents are widely used quantifiers for characterising regimes in dynamical systems. Within this
perspective, the improvement and methodological optimisation to estimate the dynamic characteriser of the
largest Lyapunov exponent is necessary. Over the decades, several researchers in the field of dynamical systems
and statistical physics have dedicated themselves to this task. This effort culminated in the development of Wolf’s
algorithm, which was presented as a very robust and accurate method, but costly and difficult to understand
methodologically. In order to overcome these problems, Sato, and later Rosenstein, based on the conservation of
phase space through canonical transforms of phase space, used the method of delayed coordinates to estimate
in the reconstructed phase space through a time serie of the system to estimate in a practical way the largest
Lyapunov exponent.Thus, this article aims to describe the characteristics of the method of delayed coordinates
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for the estimation of the largest Lyapunov exponent, and to evaluate its quality for this task.
Keywords: Lyapunov Exponent, Delay Coordinates, Logistic Map.

1. Introducgao

Fendmenos naturais apresentam um nivel elevado de
complexidade que podem ser descritos por meio de
equagoes diferenciais, ordindrias ou parciais, ou mesmo
por equagoes discretas (mapas) [IH5]. A complexidade
desses sistemas desafia a intuicao e a andlise tradicional.
A modelagem é crucial para descrever a natureza desses
sistemas, pois podemos explorar cenarios hipotéticos,
testar teorias e prever comportamentos futuros, e assim,
enfrentar desafios complexos, bem como para avangar na
ciéncia e na busca de solugoes para problemas do mundo
real [T1 2].

A modelagem fisica de sistemas naturais tem sido
utilizada por cientistas e contém intiimeros exemplos,
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tais como o oscilador harmoénico [6](Ver Figura [1)),
gas ideal classico [T, 2 [6], comunicacao neural [4] [7],
crescimento populacional [8HI0] e dindmica de fluidos
[2, B @, MI]. Os quantizadores de sistema dindmico,
tal como os expoentes de Lyapunov, desempenham um
papel crucial no entendimento comportamental desses
sistemas e suas alteragoes topologicas [3, 8, [@]. Os
quantizadores permitem discretizar os estados continuos
do sistema, tornando-o mais compreensivel e permitindo
analises detalhadas. O maior expoente de Lyapunov
(LLE, Largest Lyapunov Exponent.) é um dos quan-
tizadores mais utilizados e importantes na analise de
regimes dindmicos que apresentam rotas para o caos
e mede a sensibilidade as condic¢bes iniciais, indicando
a estabilidade ou instabilidade do sistema [8, @ [1T].
Essa ferramenta é fundamental para identificar limites
de exploragao, entender a evolugao do sistema ao longo
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Figura 1: Espacos de fase e atratores para oscilador harménico e
oscilador amortecido. (a) Sistema fisico do oscilador harménico.
Note que o péndulo oscila entre os dois extremos (vermelho e
azul) ao longo do tempo (indicado pelas setas) (b) Sistema
fisico do oscilador amortecido. Note que o péndulo diminui
sua amplitude de movimento (pontos vermelho e azul) com
o passar do tempo (indicado pelas setas). (c) Representacio
do espaco de fase para o sistema em (a). Observe que os
pontos de maximo estao indicados de acordo com as cores de
(a), bem como os pontos de minimo (em preto). Neste caso,
o sistema oscila de forma periddica, ndo havendo dissipacdo
de energia mecénica. (d) Representacdo do espaco de fase do
sistema em (b). Note que a condi¢do inicial (em vermelho)
apresenta amplitude maxima para o sistema, que perde energia
mecéanica ao longo do tempo (ponto azul) até se aproximar
assintoticamente da estabilidade (ponto em preto), e cessando
seu movimento.

do tempo e prever comportamentos cadticos. Através
dessa abordagem, podemos mapear trajetérias comple-
xas, explorar padroes emergentes e ter intui¢oes valiosas
em sistemas dindmicos [, [9].

A utilizagdo e implementacdo dos expoentes de
Lyapunov podem apresentar desafios significativos. Pri-
meiramente, o cidlculo desses expoentes pode ser compu-
tacionalmente intensivo, especialmente em sistemas com
alta dimensionalidade, tal como o método de Wolf [12].
Além disso, a obtencdo precisa das trajetérias requer
medigoes extremamente precisas, o que pode ser dificil
ou impossivel em sistemas reais [I3} [I4]. A sensibilidade
aos dados iniciais pode levar a resultados incertos e
pequenas variacoes nas condicoes iniciais podem levar a
grandes diferencas nos resultados, tornando a interpre-
tagdo complicada [, [9 [T4]. Além disso, o expoente de
Lyapunov fornece informagoes sobre a estabilidade local,
mas a analise completa da dindmica global pode exigir
métodos mais avancados e complexos [I3HI6]. Portanto,
a utilizagdo dos expoentes de Lyapunov requer atencao
cuidadosa e consideracao das limitagoes inerentes a essas
abordagens. Neste sentido, iremos discutir os conceitos
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do maior expoente de Lyapunov e apresentar o método
das coordenadas atrasadas como sendo um método apu-
rado e menos custoso computacionalmente. O método da
reconstrucao do espago de fase se baseia em uma série de
estudos, dentre os quais estd o trabalho de Takens [17],
que estabelece um critério para se reconstruir o espaco
de fases de um sistema por meio de uma tnica série
temporal. Esse método é particularmente ttil em casos
que nao se tem conhecimento sobre as leis dinAmicas que
regem o sistema, a exemplo de séries temporais obtidas
experimentalmente. Esse fato, possibilita a obtengao
dos caracterizadores dindmicos do sistema, como o LLE
para dados experimentais, fornecendo assim uma grande
aplicabilidade ao método das coordenadas atrasadas
para a reconstrucdo do espaco de fases e a estimativa
do LLE por meio do método de Rosenstein [15].

A secao de Metodologia se propoe a apresentar ra-
pidamente os conceitos tedricos do estudo de sistemas
dindmicos, alguns métodos de lidar com dificuldades
de calculo de grandezas caracteristicas dos modelos, e
apresentar o modelo que sera utilizados para obter os
resultados da segdo subsequente. Na secao de Resulta-
dos, o modelo terd seus comportamentos descritos por
meio do Espaco de Fases e maior Expoente de Lyapu-
nov, por meio de métodos atuais de estimativa destas
propriedades do modelo. Finalmente, alguns pontos
sobre velocidade, precisao e acuracia dos métodos serao
discutidos e o trabalho concluido na se¢ao Discussoes e
Conclusao do presente trabalho.

2. Metodologia

Dado um espago real R, os estados de sistemas fisicos,
por exemplo, osciladores harménicos ou amortecidos
(Fig. [I{a) e (b), sdo definidos dentro do subconjunto
S, chamado de espago de fases do sistema [2, [B] 8-
10, 13, [14] (Figuras[I|(c) e (d)). O espago de fase guarda
em si certas propriedades topoldgicas que determinam
os comportamentos dindmicos do sistema [8 [I3] [14].
Estes comportamentos, alvo das andlises de sistemas
dindmicos, podem ser descritos e interpretados por meio
de quantizadores, invariantes topolégicos, tais como
a entropia de Kolmogorov e expoentes de Lyapunov
[8, @1 T4]. Desta maneira, a presente discussao tera foco
no maior expoente de Lyapunov (LLE, do inglés Largest
Lyapunov Ezponent) e as diferentes formas de estimé-
lo, e para tal, a proxima se¢ao se dedicara a definir essa
propriedade dindmica.

2.1. Regimes dindmicos e expoentes
de Lyapunov

Um sistema dindmico pode apresentar certas caracteris-
ticas ao longo do tempo. O interesse jaz na previsibili-
dade do modelo, que tem como pré-requisito das analises
discutidas neste trabalho: o determinismo. Desta forma,
existem certos padroes acessiveis no sistema, tal como
tendéncias a longo prazo [3, [ O]. Um exemplo de
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atrator pode ser observado no caso dos péndulos. No
caso do péndulo harménico (Fig. [I(a)), seu espago de
fase apresenta uma érbita periédica (Fig. [[|c)), cuja o
raio depende da energia mecanica fornecida ao sistema,
uma vez que o sistema conserva energia. Por outro lado,
o péndulo amortecido (Fig. b)) apresenta um ponto
fixo (atrator), indicando que ao observar o sistema por
um longo tempo, o péndulo deve cessar seu movimento
no ponto de equilibrio, mostrado na Figura d) €como
0o ponto em preto no centro do espaco de fases do
sistema.. Nos sistemas fisicos, os atratores tem estabili-
dades definidas. Uma forma de reconhecer a estabilidade
de atratores periddicos é por meio dos autovalores
caracteristicos das vizinhangas desses atratores [3] [8 [9].
A Tabela[T]apresenta resumidamente alguns exemplos de
autovalores, e as estabilidades associadas, em sistemas
bidimensionais:

Os autovalores, para sistemas nao-lineares, em geral
sdo definidos no espaco tangente ao qual as solugbes das
equagoes diferenciais (ED’s) do modelo estdo definidas.
O procedimento de linearizagdo ao redor dos atratores
é feito por meio da Jacobiana do sistema de equagdes
diferenciais. A linearizacdo tem como pré-suposto que
existem variedades topolégicas ao redor desses atratores
[8, @]. Deste ponto de vista, variedades sdo definidas
como subespacos do espaco de fases que globalmente
podem nao ser Euclidianas, no sentido da métrica desse
subespaco, contudo, obedecem localmente a métrica
FEuclidiana. Essa hipdtese feita no modelo possibilita o
estudo das estabilidades no espago tangente ao espago
de fase do sistema, e, por conseguinte, a descrigdo
do tipo de estabilidade dos atratores do espaco de
fase. Alteracoes na natureza dos autovalores do sistema
indicam mudangas no regime dindmico observado, e, por
conseguinte, apresentam bifurca¢ées. Uma bifurcacao é
o ponto de alteracdo de um certo regime do sistema
para outro regime, quando alteramos o valor de algum
(alguns) do(s) parametro(s) do modelo estudado.

Uma forma alternativa de avaliar o comportamento
dindmico do sistema, e bastante comum em trabalhos da
area de sistemas dinamicos, é a utilizacdo dos expoentes
de Lyapunov [I8, [I9]. Os expoentes de Lyapunov se
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baseiam na expansdo ou contracdo do espago de fase
[8, @]. A alteracdo no volume do espago de fase do
sistema tem como fundamento o teorema de Liouville
[8,20], fulcral para o entendimento do espago de fase na
formulagdo Hamiltoniana. O teorema de Liouville nos
fornece uma base tedrica para conservacao de energia e
o nimero de estados acessiveis ao sistema por meio da
densidade de estados num determinado hiper-volume do
espago de fase n-dimensional [20].

Considerando que o espago de fase do sistema pode
se expandir ou contrair em diferentes dire¢oes, compor-
tamentos dindmicos sdo sensiveis a estas variagdes. As
solugoes e o campo de vetores descritivos das solugoes
acompanham as caracteristicas topoldgicas presentes no
espago S. Assim, o maior expoente de Lyapunov (LLE)
é capaz de quantificar a taxa de variacdo dentro do
espaco, observando o afastamento, ao longo do tempo, de
duas solugoes com condigbes iniciais infinitesimalmente
préximas [2] 8, [0, 13HI5]. A taxa de variagdo entre duas
condicoes iniciais préximas é realizada para diferentes
direcOes, e portanto o nimero de expoentes é igual ao
nimero de dimensoes do sistema de equagoes (que s@o
as dimensoes de S). Em geral, para sistemas dinamicos,
é suficiente que apenas um dos expoentes de Lyapunov
seja positivo para que exista um regime cadtico. Por-
tanto, podemos calcular o maior expoente de Lyapunov
(LLE) para caracterizar o regime em que o sistema se
encontra.

O céalculo do LLE é feito assumindo que as solugoes
do sistema se afastam exponencialmente como na Equa-

cao :
[6(t)] = 18(0)]e™, (1)

E para se obter o LLE, A, do sistema dindmico no
espaco S, utiliza-se:

L (150
A=ty (|6<o>|)’ ®

onde A representa o expoente para a i-ésima direcdo do
espago de fase, 0(0) a distdncia entre duas condigoes
iniciais préximas no espago de fase, S, e (t) é a distancia

Tabela 1: Principais tipos de estabilidades para os pontos fixos de sistemas bidimensionais (Adaptado de [8]).

| Autovalores [ Sinal da parte real [ Tipo de ponto fixo [ Estabilidade ‘
A1. A2 >0 nod assintoticamente
A1 # A2 A1, A2 <0 hiperbdlico estavel
A1 A\2 76 0 A2 >0 né instavel
A, A2 ER A1, A2 >0 hiperbdlico
A1 A2 <0 sela hiperbdlica instavel
positiva foco hiperbdlico instavel
A= A2 negativa foco assintoticamente
complexos conjugados hiperbdlico estavel
nula centro eliptico estavel
At A2 =0 nula CASOS DEGENERADOS
A =X2#0 positiva né flexionado instavel
A, A2 €ER negativa né flexionado estavel
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Figura 2: Divergéncia das condicGes iniciais. Para a estimativa
dos expoentes de Lyapunov utilizam-se duas soluc¢Ges inicial-
mente préximas (z1(t) em preto, com condicdo inicial z1(0),
e z2(t) em amarelo,z2(0)). Com ambas solucdes se calcula a
separacdo entre elas ao longo do tempo (do(t), em vermelho),
para a partir disso utilizar a equagéo@

entre as duas solugdes apds um tempo ¢, como mostrado
na Figura 2]

Considerando a equacao (1), nos casos em que A < 0,
as solucoes convergem para uma regiao de S, indicando
a existéncia de um atrator periédico, com periodo
finito [8]. J& quando A = 0, o sistema se encontra
numa caracteristica de transi¢do entre dois regimes com
caracteristicas definidas. Por outro lado, no caso em que
A > 0 é observado um afastamento das solugbes, ou
seja, o espago de fase se expande em uma determinada
direcdo de forma exponencial. Quanto mais elevado o
expoente A, mais rapida é a divergéncia de solugdes
préximas, conferindo ao sistema a caracteristica de
elevada sensibilidade as condigGes iniciais, propriedade
observada em regime cadtico. Desta maneira, um expo-
ente positivo é interpretado como um regime cadtico no
sistema.

Dado um espectro de expoentes de Lyapunov do sis-
tema de equagoes, o interesse no expoente de maior valor
estd diretamente ligado ao fato de bastar um expoente
positivo para que o sistema apresente regime caéticdﬂ
Isso se deve a caracteristica de sensibilidade as condigbes
iniciais, medida por meio da expansao do espago de fase
indicada pelos expoentes de Lyapunov. Ainda, caso o
sistema seja periédico, o LLE sera negativo, e portanto
os demais expoentes do espectro sao negativos, e desta
maneira o sistema apresenta regularidade independente
da dire¢do que se avalie no espago S [8], [].

2.2. Reconstrugao do espago de fase e método
das coordenadas atrasadas

O LLE é considerado uma caracteristica topoldgica do
espaco de fase S do sistema, e assim, podemos preserva-
lo por meio de transformagdes candnicas [14, 2T, 22].
Portanto, em sistemas onde as equacbes que regem seu

1 Para sistemas continuos, se faz necessario trés dimensées ou mais,
para a ocorréncia do regime cadtico [9].
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comportamento nao sao acessiveis, é possivel estudar
suas propriedades dindmicas apenas com as séries tem-
porais. Usualmente, além de nao sabermos as equagoes,
possivelmente nao temos acesso a todas as variaveis do
sistema. Nestes casos, mesmo com apenas uma variavel
conhecida, ou apenas uma série temporal, h(z(t)), é
possivel reconstruir o espago de fase utilizando um tipo
de transformacao topolédgica classificada como simplec-
tomorfismo [8, 13, 14]. Em geral, as transformagoes
candnicas sdo simplectomorfismos [21] 22].

O espaco de fases é definido na base das variaveis x,,
de um dado sistema fisico. No processo experimental
ou em simulagOes, as séries temporais s@o descritas
como fungoes dos estados que jazem no espaco de fase,
sendo amostras do espaco de fase. Desta maneira, uma
série temporal guarda propriedades do préprio estado
do sistema. Considerando tal caracteristica das séries
temporais, o processo de reconstrugido do espago de fase
utiliza a prépria série temporal acessivel para reconstruir
o espaco de fase transformado S'.

Desta maneira, considerando a ideia de construir o
espaco de fase com apenas uma série temporal do sistema
estudado, para realizar a reconstrugdo de S, utilizamos
as coordenadas atrasadas por um tempo 7 combinadas.
A reconstrucao de S por meio de coordenadas atrasadas
é possivel se considerarmos que as coordenadas geradas
neste processo sao canonicas. De fato, as coordenadas
atrasadas fornecem um tipo peculiar de vetores da
base do espago de fase transformado se obedecerem
um conjunto de condigbes, que sdo: (i) a dimensdo do
novo espago S’ obedece o principio de Takens [I7];
(ii) O tempo de atraso T preserva todas as caracteristicas
do espaco original S. Estas duas condigoes sao suficientes
para preservar todas as propriedades topoldgicas do
espaco de fase original [8, [O, 15, [I6]. Para o caso
especifico do LLE, segundo o trabalho de Rosenstein[I5],
o principio de Takens [I7] sobre dimensionalidade d4
lugar a uma restrigao mais flexivel para o novo espago S’.

Do ponto de vista topoldgico, a dimensao de imersao,
n, ¢ a dimensdo minima necessaria para reproduzir as
caracteristicas topolégicas do espaco S. A dimensao de
imersao é estimada utilizando o critério de Takens, que
garante que as propriedades, em especial o determinismo
do sistema, sdo preservadas quando n > 2d, onde d é
a dimensao da variedade topoldgica inserida no espago
de fases S. Segundo o critério de Takens, essa condicdo
é suficiente para que as solugoes do sistema dindmico
definidas no espaco de fases ndo se cruzem, garantindo
desta maneira o determinismo esperado de sistemas
dinadmicos regidos por equagoes. Portanto, considerando
o principio de Takens [I7], a dimensdo de imersdo pode
ser adotada obedecendo o critério n = 2d, onde d é
a dimensdo de S. Esse critério assegura que todas as
propriedades topoldgicas do espago de fase sdo preser-
vadas pela transformacao simplectomérfica de interesse
[8,13}14]. Desta maneira, com uma tnica série temporal,
h(z(t)), criam-se dimensdes adicionais para o sistema
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adotando um tempo padrao de atraso, 7, o qual permite
adicionar dimensbes ao sistema. Este processo supode
que a dinidmica do sistema é de tal maneira que as
coordenadas do espago original, S, percorrem o espago
de forma similar entre si, e podemos obter novamente as
caracteristicas do espaco através de uma transformacéao
candnica (translagido temporal), classificada como um
tipo particular de difeomorfismo, o simplectomorfismo
8, 21, 22].

Metodologicamente, a reconstrucéo do espaco de fase
ocorre da seguinte maneira:

1. Defina a dimensdo de imersao para o sistema, n,
com base no critério de Takens;

2. Estime o menor tempo de atraso, 7, de maneira
que esse tempo seja maior que o periodo médio da
série temporal h(z), e respeite a taxa amostral da
série;

3. Tome o conjunto de pontos {h(z1(t)),h(z1(t +
7))y h(x1(t + (n — 1)7))}, e adicione ele no
espago n dimensional;

4. Repita o procedimento [3.] para todos os pontos
da série temporal, respeitando o limite da série
temporal.

Para tal procedimento metodoldgico serd ilustrado, na
Figura , apoOs uma breve apresentacao do sistema do
mapa logistico.

2.3. Mapa logistico

Mapas sao representacoes de sistemas fisicos com tempo
discreto. Geralmente, o estado do sistema no presente
depende de seu estado no passado. Desta maneira,
o Mapa Logistico descreve uma determinada populacao,
z, de forma simplificada, dependendo de um tnico
parametro, r. Dada a simplicidade do mapa logistico e a
riqueza de comportamentos que ele apresenta, este mo-
delo é rotineiramente utilizado como exemplo didatico de
sistemas dindmicos que apresentam regime cadtico [23].
No presente trabalho o mapa logistico é utilizado para
ilustrar a estimativa do LLE via reconstrugao do espago
de fase. Para sistemas continuos, veja [I3HI5]. O mapa
logistico pode ser expresso na formas:

z(i+1) =rz()(1 — x(7)) (3)
y(i) = a(i+ 1) (4)

Na equacao vemos que o estado em 7+ 1 (definido
como y(7) na equagao ) depende explicitamente do
estado em ¢, quantificando o mapa logistico como um
sistema a tempo discreto.

Nos casos em que r < 3, a populagdo = evolui para
um unico valor final, estavel, como exibido pela série
temporal na Figura (a). No ponto r = 3 ocorre
uma bifurcacdo do tipo flip no sistema, indicando uma
duplicacao de periodo, e podemos ver que o sistema
oscila entre dois valores, como exibido na Figura (3))(b).
Apés esse valor para o pardmetro r, novas duplicacoes
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Figura 3: Séries temporais do mapa logistico. (a) Série temporal
para o mapa logistico dado = 2. Observe que a propriedade do
atrator estavel é perceptivel na convergéncia da série temporal
para um valor final (z(t) = 0.5) (b) Para » = 3 o sistema
apresenta um periodo dois, exibindo oscilacao entre dois valores
apés o periodo transiente (aproximadamente ¢ = 100), indi-
cando que o sistema passou por uma bifurcacio do tipo flip. (c)
Quando r» = 4, o sistema entra em regime cadtico, exibindo
uma série temporal aleatéria. Esse regime ocorre apds uma
cascata de bifurcacbes de duplicacdo de periodo (no sistema
unidimensional, bifurcacdo tipo flip).

de periodo ocorrem numa cascata de bifurcacoes flip,
e quando o parametro atinge o valor critico de r =
3.5699... observam-se érbitas nado periddicas, indicando
a presenca do regime cadtico no sistema, caracterizado
pela série temporal sem uma periodicidade definida,
como exibida na Figura (3)(c). Também é possivel
observar a existéncia de janelas periédicas acima do valor
critico, indicando que o regime cadtico nao é observado
para todo valor r > 3.5699. .. [8, [9].

2.3.1. Reconstrucao do espago de fase do mapa
logistico

Para reconstruir o espaco de fase, a partir de uma série
temporal, com o intuito de se obter o LLE, Rosenstein
descreveu que é possivel flexibilizar o critério de Ta-
kens [15]. Ao invés de se adotar uma dimensdo n > 2d,
como mencionado anteriormente no presente trabalho,
é possivel preservar essa caracteristica topolégica de S
utilizando uma dimensao de imersao tal que n > d, sendo
a escolha corriqueira para a estimativa do LLE. Como
para o mapa logistico d = 1, deve-se utilizar um espaco
de fase imerso em um espago de duas dimensoes, n = 2,
tal que h(xz(t + 7)) e h(z(t)) formam os vetores da base
de &', que preserva a topologia de S.

Definida a dimensdo de imersdo (n = 2), é necessério
garantir que o tempo de atraso seja tal que as propri-
edades topolédgicas sejam preservadas. Para esta tarefa,
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Figura 4: Reconstrucdo do espaco de fase do mapa logistico
(r=4). (a) Série temporal do mapa logistico. (b) Espaco de fase
original, S para o sistema do mapa logistico. (c) Reconstrucio
do espaco de fase do mapa logistico, a partir da série temporal
de (a). Os pontos vermelhos em (a) s3o transformados num par
coordenado em S’, dada a dimens3o de imers3o, n = 2, e um
tempo de atraso, 7 = 1.

consideramos a frequéncia amostral da série temporal
que se tem em maos, no nosso caso a frequéncia amostral
é igual a 1, e o tempo total mostrado é igual a 150
ver Figura (4)(a). Para sistemas discretos (mapas), ¢
suficiente adotar 7 = 1, fazendo da base de S’ o conjunto
de vetores {h(z(t)),h(z(t + 1))}. Um exemplo para o
procedimento da reconstrucao do espacgo de fase do mapa
logfstico ¢ apresentado na Figura () (c):

A escolha de 7 nao é unicamente determinada, sendo
assim, podendo ser adotado um tempo de atraso maior
que 1 [I4]. Entretanto, deve-se garantir a preservacao
da topologia, para que o espaco de fase possa se dobrar
e manter o determinismo do sistema no regime cadtico.
Podemos ver na Figura os espagos de fase reconstrui-
dos para diferentes valores de atraso 7:

Pode-se perceber que escolhendo diferentes 7’s no
mapa logistico, ocorre uma deformacdo no seu espaco
de fase. Na Figura (), quanto maior o tempo de
atraso, mais deformado seu espago S’ é, nao garantindo
a preservacdo das caracteristicas topoldgicas para o
sistema. Este fato corrobora a necessidade da estimativa
do menor tempo de atraso (ver passo 2. na sequéncia
metodolbgica) para a reconstrugdo do espaco de fases.

2.4. Estimativa do LLE em espagos reconstruidos

A estimativa do LLE utilizando o método da reconstru-
cao do espaco de fase partindo de uma série temporal
apresenta vantagens metodolégicas. Segundo Rosens-
tein [I5], as séries temporais podem apresentar poucos
pontos, e caso a dimensao de imersao seja bem escolhida,
ainda se recuperam as propriedades topologicas de S,
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Figura 5: Reconstrucdo do espaco de fase para o mapa logistico.
Dimens3o de imers3o igual a 2. Espaco de fase com: (a) 7 = 1.
b)r=2.(c)7=3.(d)7=4.(e) T=5. (f) T =6.

tais como o LLE e a dimensao de correlagao do sistema.
Contudo, se for possivel, é preferivel ter séries mais
longas para garantir que o sistema transita pelo espago
de fase para além do seu periodo transiente [8], 9], [14].

Dado um espago reconstruido &’ , para estimar o LLE
do sistema, adota-se uma vizinhanca e (circunferéncia
verde) tdo pequena quanto se queira [ver Fig@(a)].
Tomando o primeiro ponto e a vizinhanga adotada, é
possivel calcular a distancia espacial do primeiro vizinho
mais préximo do ponto de referéncia (do(tg)). Dado
que o ponto de referéncia e o vizinho mais proximo,
ambos devem estar separados temporalmente por uma
distdncia At > T, com T sendo o periodo médio
da série temporal, obtido através da Transformada de
Fourier de h(z(t)). Com isso, consideramos que ambos
os pontos, o de referéncia e seu vizinho mais préximo,
fazem parte de duas trajetorias distintas, tal qual as
condigoes iniciais do espaco S. Com isso, procedemos
com a estimativa do LLE com base na taxa de separagao
entre as solugoes (0 (to), do(t1), do(t2),-..), as quais os
dois pontos pertencem (x1(t) — preto e z2(t) — amarelo).
Desta forma, é possivel obter a taxa de afastamento de
duas solugoes iniciais préximas, e calcular o LLE com
base no logaritmo da distdncia entre as solugdes que
se iniciam tao préximas quanto se queira, procedimento
observado na Figura [6[b).

Apés realizar o célculo do logaritmo das distancias
para o par de solugdes x(t) e zo(t) , aplicamos o mesmo
procedimento para os demais pontos subsequentes da
curva z(t) (linha preta nas Figuras (6] (a) e (c)). Apés o
calculo do logaritmo das distancias para cada ponto em
x(t) [ver Fig. [6](c)], é possivel calcular a média dos lo-
garitmos (6(t)) das divergéncias das solucdes do sistema
[ver Fig. [6[d)]. Como as solugdes divergem exponenci-
almente, é esperada uma saturacao no distanciamento,
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Figura 6: Divergéncia das solugdes e Método dos atrasos
temporais. (a) Dada uma vizinhanca e (verde), estimamos os
pontos iniciais, z(t = 0) e z(t = 0 4+ At), dentro desta regido
verde. Estes pontos definem duas trajetérias em S’ (linhas preta
e amarela) que se distanciam entre si. As distincias em cada
momento ¢ > 0 s3o calculadas (d0(t), em vermelho) para a
etapa seguinte da estimativa. (b) Calculadas as distancias dg ao
longo do tempo, é obtido o in(do(t)), e utiliza-se a visualizagdo
por meio do grafico do logaritmo da distancia ao longo do
tempo. (c) Apds a estimativa feita em (a), avancamos para
o préximo ponto na trajetéria x(t), e procedemos como feito
em (a) estimando as distancias de afastamento. (d) Obtidas
as distancias para cada ponto da trajetéria z(t), calculam-se os
logaritmos e aplicamos uma média nos logaritmos das distancias
(em preto). Com a média, estimamos o LLE como a inclinacdo
da regido do grafico antes de um determinado tempo ¢t em que
o logaritmo satura.

4:(t), que tende a infinito ap6és um longo tempo. Desta
maneira, estima-se o LLE através da inclinagdo da média
do logaritmo das distancias antes da saturacao observada
na Figura (6{(d)).

Desta maneira, podemos resumir o método da esti-
mativa do LLE em espacos reconstruidos da seguinte
maneira:

1. Proceda com a reconstrucao do espago de fases;

2. Defina a vizinhanga, tdo pequena quanto se queira,
€, para o sistema;

3. Calcule, por meio da Transformada de Fourier, o
periodo médio da série temporal, T’;

4. Para um ponto zo(t), calcule o primeiro vizinho,
x(t + At), tal que a distdncia, dg(t = 0) entre
eles seja menor que a vizinhancga ¢, e a distancia
temporal entre os dois pontos seja maior que o
periodo médio da série temporal (At > T)).

5. Evolua o ponto z¢(t) e seu primeiro vizinho, calcu-
lando a cada passo a distancia entre eles, do(t);
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6. Realize os passos [4.] e [5.] para os pontos da série
temporal (z;(¢), com i > 0);

7. Estime a média das distancias obtidas apds o passo
[6.], e esboce ela em um gréafico mono-log (com a
escala logaritmica no eixo y);

8. Estime a inclinagdo do gréfico feito em [7.], através
de regressao linear, até o ponto de saturacido da
curva obtida (a saturagdo ocorre no ponto em que
a média das distancias deixa de ser reta no grafico
de [7.];

9. A inclinagdo obtida em [8.] é o Maior Expoente de
Lyapunov para o sistema.

Na préxima secao é estimado o LLE do mapa logistico,
por meio do espaco de fase reconstruido, utilizando
a funcao lyapunovExponent da plataforma MATLAB
(v.2019b) [24] [25].

2.4.1. Estimativa do LLE no mapa logistico

Na presente secdo sdo expostos os resultados obtidos
para as estimativas do LLE para o mapa Logistico.
Os resultados serdo comparados com referéncias da
literatura e discutidos na sec¢ao posterior do trabalho.
Para o mapa logistico, foram performados quatro
valores especificos do pardmetro de controle, r, e estes
foram comparados com valores obtidos na literatura de
sistemas dindmicos [8, [0, 26]. A comparacdo se deu
assumindo que os valores presentes na literatura sao
valores padroes, e com os resultados obtidos pelo método
das coordenadas atrasadas foram feitas estimativas de
erros relativos, em percentagem, utilizando os padroes.
Desta forma, foi obtida a Tabela [2| com os resultados.
Posteriormente, foi feita a estimativa do LLE para
valores de r entre 0 e 4, e gerado o gréafico presente na

Figura .

Tabela 2: LLE para o mapa Logistico.

r [ N | Aree [ erro (%)
1 0 —0.2630 26.3
3 0 —0.0136 1.3
4 | 0.693 0.6942 0.2

LLE
&

Figura 7: LLE para valores do parametro r do mapa logistico.
Observe que o gréfico cruza o eixo y = 0 para valores de r > 3.5,
indicando que a partir deste valor deve existir regime cadtico no
sistema.
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Todos os resultados para o mapa logistico foram
obtidos para os parametros passo = 1, 7 = 1, n = 2.
E perceptivel na Figura , que existem regides em
que o LLE é menor que zero, para r < 3.6, mas
apresentando valores nulos nos casos de r = 3 e r = 3.5,
indicando transi¢oes de regime dinamico. Para os valores
de r > 3.6, observamos que o LLE é positivo, indicando
a presenca de regime cadtico, igualmente observado para
o LLE da literatura [8, [9].

3. Discussoes e Conclusao

O principal objetivo do presente trabalho é apresentar
o método da estimativa do LLE no espaco de fase
reconstruido através das coordenadas atrasadas. Desta
maneira, pelo resultado mostrado na Figura , a
ferramenta apresentada foi capaz de estimar, com boa
precisdo e sem muito custo computacional, valores de
LLE préximos dos descritos na literatura [8,[9]. A menor
precisdo observada no LLE estimado, foi para o valor
de r = 1. Isso ocorre em virtude do fenémeno de
transicdo de regimes em sistemas dindmicos. Ou seja,
quando o pardmetro do sistema é escolhido para um
valor que esta entre duas topologias no espaco de fase, a
série temporal do sistema pode exibir comportamentos
complexos, transitorios e sensiveis, e pequenas variagoes
no valor do pardmetro podem levar a grandes mudancas
no comportamento do sistema. Além disso, quando o
pardmetro do sistema atravessa a regido transiente,
podem emergir novas estruturas ou padrdes no espago de
fase (mudanca de topologia) que ndo estavam presentes
nas regioes adjacentes. Consequentemente, ocorre um
aumento no periodo transiente, ou seja, a série temporal
do sistema pode exibir um comportamento transitério
que néo se estabiliza rapidamente [2, [8HI0].

Esse aumento no periodo transiente impacta direta-
mente o processo de reconstrucdo do espago de fase,
resultando em um aumento no erro estimado. O au-
mento do periodo transiente no sistema é observado
principalmente no caso da bifurcagao transcritica que
o mapa logistico sofre [8, @], em que os pontos fixos
coalescem no valor » = 1, e trocam a estabilidade
entre si. A precisdo do método, portanto, é sensivel ao
tipo de bifurcacdo exibida pelo sistema, como podemos
observar ao comparar o erro cometido pelo método nos
valores r = 1 e 7 = 3, que sdo bifurcacoes distintas e
impactam na duracdo do periodo transiente, bem como
na formagao das bacias de atracao para as estabilidades.
Estas alteracdes topoldgicas distintas s@o o motivo na
diferenca de precisao apresentada pelo método nas duas
bifurcagoes especificas (em r = 1 o sistema sofre
uma bifurcagdo transcritica, caracterizada pela troca
de estabilidade entre os pontos fixos do sistema, e em
r = 3 temos uma bifurcagdo tipo flip, em que ocorre
uma duplicacdo de periodo, em que nao ha coalescéncia
dos pontos fixos, mas sim a criacao de duas estabilidades
no espago de fase). Contudo, a qualidade do método
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é exibida para os demais valores, como discutido em
outros trabalhos [I3HI5]. Ainda, é notdvel que apesar
do erro em torno de 26% apresentado na tabela [2 para
r = 1, o método é vantajoso quando comparado com
o método de Wolf, principalmente no que se refere a
simplicidade de implementagao [I3HI6]. Vale ressaltar a
qualidade da estimativa do LLE através do espaco de
fase reconstruido, principalmente para a estimativa em
regime cadtico, como mostrado através da estimativa do
erro (pequeno) quando r = 4 para o mapa logistico. Para
a implementacao em sistemas continuos, recomendamos
as referéncias [I3HI5).

Tradicionalmente, o método para a estimativa do
LLE é performado pelo algoritmo de Wolf [8 [12].
Entretanto, o método de Wolf é custoso do ponto de vista
computacional e teoricamente complexo, tendo como
necessidade uma reortonormalizagdo e uma decompo-
sicdo QR [8, 12, 15, 27]. O método das coordenadas
atrasadas, utiliza a reconstrugdo do espaco de fase pelo
método de Takens [8, [I7], para aplicar um difeomorfismo
especifico (simplectomorfismo, ou transformacdo cano-
nica) [22] para recuperar, mediante séries temporais,
os invariantes topologicos de S, e especificamente o
LLE. Por conseguinte, o algoritmo de Sato [16], para
a estimativa por atraso temporais, foi melhorado e
generalizado por Rosenstein [I5]. Este, por sua vez,
diminui a complexidade da estimativa ao adaptar a
necessidade de uma dimensao de imersao menor que a
necesséaria pelo critério de Takens [I5]. Uma dimenséo
de imersao menor que a imposta pelo critério de Takens,
é possivel para caracteristicas topoldgicas que nao tem
necessidade para a completa reconstrugao do espaco de
fase, ou seja, nem toda propriedade do sistema estd
ligada a descrigao completa da topologia de S.

Por fim, mesmo apresentando dispersdo nos valores
dos erros estimados, em relagdo aos valores esperados
conforme a literatura, a simplicidade e baixo custo
computacional sao fatores que favorecem a utilizagao
do método das coordenadas atrasadas para estimar o
LLE de sistemas fisicos. O método da reconstrugao do
espaco de fase pelas coordenadas atrasadas apresenta,
inclusive, grande aplicabilidade, a exemplo de sistemas
de equacoes diferenciais que descrevem dindmicas neu-
ronais [4, [7], por meio das séries temporais do tipo
evento [14}[19], indicando novas perspectivas em sistemas
bioldgicos.
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