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Neste artigo apresentamos uma introducdo a fisica computacional e a programacdo cientifica a partir da
aplicagdo em um problema de decaimento radioativo. Esse problema é resolvido computacionalmente a partir de
duas abordagens distintas: integragdo numérica e simulacgio estocdstica. A integracdo numérica é feita utilizando-
se o método de Runge-Kutta, para a obtencdo das solu¢bes numéricas das equagdes diferenciais que regem a
dindmica do modelo, enquanto as simulac¢Ges estocédsticas sdo implementadas com o uso de simulagées de Monte
Carlo, em que nimeros aleatérios sdo utilizados para tomadas de decis@o. Uma comparacdo entre as vantagens
e desvantagens de cada método e da conveniéncia de cada um deles é feita e alguns exemplos de implementacéo
dos algoritmos aqui discutidos sdo também apresentados em diferentes linguagens de programagao.
Palavras-chave: Decaimento radioativo, integracdo numérica, simulagoes estocasticas, Runge-Kutta, Monte
Carlo.

This article brings up an introduction to computational physics and scientific programming through an
application, the radioactive decay problem. This problem is solved computationally through two different
approaches: numerical integration and stochastic simulation. The numerical integration is realised via the Runge-
Kutta method, used to obtain numerical solutions of the ordinary differential equation describing the model
dynamics, while the stochastic simulations are implemented via Monte Carlo simulations, where random numbers
are used to guide decision making. A comparicion of the advantages of each method and its convenience is made
and some examples of implementation of the algorithms presented in this work are also exhibited in different

programming languages.
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1. Introducao

Nao é novidade que a fisica computacional tem crescido
bastante e conquistado cada vez mais espaco no meio
cientifico nas tdltimas décadas [I, [2], sendo utilizada
principalmente para fins de pesquisas. Atualmente, até
mesmo os computadores e celulares pessoais possuem
uma capacidade de processamento razoavel, permitindo
que simulacdes relativamente complexas possam ser
realizadas em poucos minutos. Em particular, o ensino
de fisica ao longo dos anos tem se utilizado cada vez
mais da fisica computacional. Por um lado, buscando
a formacdo de profissionais capacitados a desenvolver
atividades nessa area e, por outro, como ferramenta para
promover uma aprendizagem mais significativa [3H6]. Os
proprios curriculos de fisica mais recentes tém procurado
incorporar cada vez mais a fisica computacional [4], [7TH9].
Diante dessa crescente incorporagao, torna-se entao cada
vez mais necessario colocar o estudante de fisica em
contato com a fisica computacional, tendo em vista
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que essa possui diferentes abordagens em fisica [I0-I19].
Neste trabalho apresentamos uma introducao a duas
importantes ferramentas da fisica computacional: o mé-
todo de Runge-Kutta — para a resolugdo numérica de
equacgoes diferenciais de primeira ordem; e o método
de Monte Carlo — para simulagbes estocasticas. Estes
dois sdo excelentes exemplos didaticos, dados a sua sim-
plicidade e abrangéncia. Apresentaremos esses métodos
da maneira mais autocontida possivel, tendo como foco
principal os algoritmos que irdo desempenhar cada etapa
do processo. Deste modo, para a compreensao deste tra-
balho nao é necessario nenhum conhecimento prévio de
nenhuma linguagem de programacao especifica. Mesmo
assim, mostraremos alguns exemplos de implementacgao
para esses algoritmos utilizando algumas linguagens de
programacio: Mathematica, C e Python.

O exemplo escolhido, como inspiracdo para a utili-
zagdo dos métodos computacionais, é o problema do
decaimento radioativo (PDR). O motivo para isso é
que esse exemplo, além de ser bastante interessante e
rico do ponto de vista computacional, também pode
ser resolvido analiticamente, tornando-o um excelente
exemplo didatico.
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O fenomeno da radioatividade surge do fato de que o
nucleo de atomos muito grandes sdo mais instdveis que
o niicleo de dtomos menores. Essa instabilidade eventu-
almente acaba causando uma quebra do ntcleo atémico,
transformando-o em um ntcleo menor e mais estavel.
Usualmente, na quebra de um ntcleo atémico alguns
tipos de particulas podem ser liberados: particulas «,
B ou v [20]. Esse fendémeno é conhecido como decai-
mento radioativo e transforma um elemento quimico X
em outro elemento quimico Y. Escrevemos X — Y.
Se inicialmente existe uma certa quantidade de X, a
medida que os atomos decaem, essa quantidade diminui,
enquanto a quantidade de Y aumenta. Sendo assim,
resolver esse problema significa conhecer as quantidades
de cada 4tomo como uma funcéo do tempo.

Considere ainda que o elemento Y também seja
radioativo e decaia em Z. Dessa forma, podemos nos
perguntar como seriam as fungdes que descrevem as
quantidades de cada atomo como uma func¢ao do tempo.
Um exemplo real deste tipo de sistema é o decaimento

210Bi —210 Po —32%% Pb, onde um 4dtomo de Bismuto

(21°Bi) decai em um 4tomo de Polonio (3;°Po), o qual
por sua vez decai em um dtomo de chumbo (33°Pb) [21].

Conforme veremos na préxima secido, esse problema
pode ser formulado a partir de um sistema de equagdes
diferenciais ordinarias (EDOs) acopladas de primeira
ordem, que pode ser resolvido analiticamente, isto é,
é possivel obter analiticamente as solugdes para esse
sistema de equagoes e, consequentemente, obter as quan-
tidades de cada atomo como uma fun¢do do tempo.
Em geral, somente uma pequena parcela de exemplos
como esse, envolvendo resolver EDOs acopladas, podem
ser resolvidos analiticamente. Nos outros casos, recorrer
a métodos computacionais é quase sempre a unica
alternativa viavel.

Computacionalmente esse problema pode ser abor-
dado de duas maneiras distintas: integracdo numérica
e a partir de simulacbes estocasticas. Para integracao
numérica, optamos por utilizar o método de Runge-
Kutta, que permite resolver EDOs de primeira ordem
utilizando um algoritmo de iteracao. Nas simulacoes
estocasticas, utilizamos o método de Monte Carlo, no
qual simulacées da dindmica do modelo sdao realizadas
baseadas em sorteios de nimeros aleatérios (estocdsti-
cos), que nesse caso representam a decisdo sobre se cada
atomo decai ou ndo num dado intervalo de tempo. Para
efetuar simulacoes deste tipo nao é necessario conhecer
o sistema de EDOs que regem o modelo.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:
na secdo [2] apresentamos o PDR e sua solucdo analitica.
E discutido também a nocdo de tempo de meia-vida e
probabilidade de decaimento dos d4tomos. Apresentamos
o método de Runge-Kutta para resolugdo do sistema
de EDOs na se¢do [3] e o algoritmo utilizado para a
execugao desse método na se¢ao[d]l Na se¢ao[p]discutimos
o método de Monte Carlo e na sec¢do [0 o algoritmo
utilizado para a realizacdo da simulagdo. Os resultados
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obtidos em cada abordagem sao apresentados na segio [7]
e comparados. Na se¢ao [8|apresentamos alguns exemplos
de linguagens de programacao que podem ser utilizadas
para a implementacdo dos algoritmos discutidos nas
secdo anteriores. Finalizamos esse trabalho na secao [9]
com algumas consideragoes finais.

2. Problema do Decaimento Radioativo

Nesta se¢ao, estudaremos o problema do decaimento ra-
dioativo PDR. Considere primeiramente um decaimento
do tipo X — Y. Separaremos o estudo apresentado
nesta se¢ao em duas partes: na primeira parte analisamos
somente a quantidade de 4tomos X presentes no sistema
como uma funcao do tempo e na segunda parte iremos
analisar também as quantidades dos outros elementos
quimicos que possam vir a existir.

2.1. Decaimento simples

Considere um sistema contendo uma quantidade inicial
Ny de atomos de um determinado elemento quimico
radioativo X. A medida que o tempo passa X decai em
outro elemento quimico Y, isto é, X — Y, de modo que
a quantidade de X é uma funcao do tempo, representada

por Nx(t). A equagdo diferencial que modela esse
decaimento é
LNy = AxN (1)
zVx = —AxNx,

sendo Ax uma constante positiva chamada de constante
de decaimento. Essa constante estd relacionada a rapi-
dez do decaimento e é uma caracteristica do elemento
quimico em questdo, conforme discutiremos com mais
detalhes a seguir. A equacéo esta sujeita a condi¢ao
inicial Nx(0) = Ny e considera que a taxa instantanea
de decaimento é proporcional & quantidade de 4&tomos X
presentes no sistema no dado instante. A solucdo para
essa equacgao pode ser obtida a partir de uma integracao
direta e é dada por:

Nx(t) == Noe_kxt. (2)

A constante de decaimento \x esti relacionada ao
tempo de meia-vida t{( 5 do elemento X. Sendo o tempo
de meia vida definido como sendo o tempo necessério
para a quantidade de dtomos cair pela metade [22].
Podemos obter tal relagdo notando que

N() _ X _
Nx(ti)p) = 5 = e Xfir=2"l 0 (3)
e, portanto,
In(2
Ax = 22, (@)
t1/2

Assim conseguimos relacionar diretamente a constante
de decaimento com o tempo de meia-vida do elemento
quimico em consideragao.
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Mais adiante, a fim de implementar a dindmica da
simulagao estocdstica, serd necessario conhecer a proba-
bilidade Px de que um tnico 4tomo decaia em um inter-
valo de tempo At. Podemos definir essa probabilidade
como a razao entre a quantidade de atomos decaidos
nesse intervalo e a quantidade de dtomos no instante
que marca o inicio do intervalo, isto é

P — INx (t + At) — Nx (t)]
X Nx(t)

(5)

Da equagao (2)) obtemos que Ny (t+At) = e XA Ny (t)
e com isso podemos escrever

Px =1— e x4 (6)

A equacdo @ fornece a probabilidade de decaimento de
um Unico dtomo em um intervalo de tempo arbitrario
At. Utilizando a equagéo é possivel mostrar que
se At = tf(/Q a probabilidade de decaimento sera de
50%. No entanto, nas simulagoes estocasticas o intervalo
de tempo é tipicamente muito pequeno comparado ao
tempo de meia-vida, isto é, At < t{(/z- Nesse caso,
usando a equacao podemos notar que AxAt < 1
e, portanto, e **At ~ 1 — AxAt. A probabilidade de
decaimento de um tnico 4tomo, para um intervalo de
tempo curto, fica entao

In(2)
X
1/2

Px = AxAt =

At. (7)

A quantidade inicial de atomos Ny nao desempenha
um papel muito importante nesse modelo, representando
apenas um fator de escala que pode ser absorvido se
considerarmos a densidade de 4tomos ao invés do niimero
de dtomos. A densidade de dtomos px (t) é definida pela
razao

Nx(t).

x 3)

px(t) =
Dividindo ambos os lados da equacao por Ny,
obtemos a seguinte equacao diferencial para a densidade
de atomos px

d

—px = —A , 9

P Xpx 9)
sujeita & condigdo inicial px(0) = 1. A interpretacao

dada a equacdo é mesma dada a equagdo , isto é,
a taxa de crescimento da densidade de atomos é propor-
cional a densidade de atomos, sendo Ax a constante de
proporcionalidade que esta associada ao tempo de meia-
vida t{(/2 do elemento X pela equacao . Visto que a
equagao é linear, a solugdo da equagao @ pode ser
obtida dividindo-se ambos os lados da equacédo por
Ny, desta forma obtemos a solugao

px(t) = e xt, (10)
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Consideremos, sem perda de generalidade que no
instante inicial s6 existem atomos do elemento X, isto
é, Nx(0) = Ny e Ny (0) = 0. Para conhecer a densidade
de atomos Y presentes no sistema, precisamos levar em
consideragao a lei de conservagdo dos atomos, isto é,
em um sistema isolado como esse a quantidade total de
atomos deve ser constante. Em outras palavras,

Nx(t) + Ny (t) = No. (11)

Dessa forma a densidade total de &tomos deve também se
manter constante. Dividindo ambos os lados da equacgao
acima por Ny obtemos a lei de conservacao da densidade

px(t) + py (1) = 1. (12)

No caso em que o elemento Y nao decai em nenhum
outro elemento, podemos usar a lei de conservagao da
densidade para obter py (¢),

py(t) =1 - px(t) = 1 — e, (13)

Entretanto, no caso em que o elemento Y possa decair
em outro dtomo Z, serd analisado com mais detalhes a
seguir.

2.2. Sequéncia de decaimentos radioativos

Considere agora que o elemento Y decai em outro
elemento Z. Assim temos um decaimento do tipo X —
Y — Z. Este é o caso, por exemplo, do decaimento

210Bi —210 Po —236 Pb, onde os atomos de Bismuto

(21°Bi) decaem em 4atomos de Polonio (21°Po), os quais
por sua vez decaem em &tomos de Chumbo (33°Pb).

As densidades de cada elemento quimico como fungéo
do tempo sdo representadas pelas fungoes px(t), py (t)
e pz(t). Dessa forma, usando a lei de conservagdo da

quantidade total de atomos é sempre valido que
px(t) + py(8) + pz(H) = 1. (14)

Considere por simplicidade, mas sem perda de genera-
lidade, que inicialmente s6 existem &tomos do elemento
X no sistema, isto é

pX(O) =1, (15)
py (0) = pz(0) = 0. (16)

A equacao diferencial que modela a densidade de
atomos X é a equacao @, cuja a solugao é dada pela
equacao com a seguinte condigdo inicial: px(0) = 1.

A equacdo diferencial que modela a densidade de
atomos Y é similar a equacgao @, porém com a adigao
de um termo extra, relacionado ao decaimento X — Y.
Em outras palavras

d

apy = =Aypy + Axpx. (17)
A constante \y estd relacionada com o tempo de meia-
vida do elemento Y pela expressao

Ay — In(2)

N (18)
1/2
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Uma vez que a funcdo px(t) é conhecida da equa-
cao , a solucao da equagéo , sujeita a condigdo
inicial py (0) = 0, pode ser obtida utilizando-se o método
do fator integrante [23]. Assim, a equagao diferencial se
torna uma diferencial exata cuja solugao é dada por

Ax

= on (e xt — e, (19)

py (1)

Por fim, a densidade de 4tomos Z pode ser modelada

pela equagao diferencial , sujeita a condigao inicial

pz(0) = 0. Note que nessa equagdo sé existe um termo
relacionado ao decaimento Y — Z.

Pz = Ay py- (20)

Usando a lei de conservacdo do numero total de
atomos podemos encontrar a funcdo pz(t) sem preci-
sar necessariamente resolver a equagao (20). Para isso
utilizamos a equagao e, uma vez conhecidas px(t)
e py (t), escrevemos

pa(t) = 1= px(t) = py (1), (21)
que simplificando fica
Ay axt Ax Ayt
)= —-—(1- X)) — (1 - i) .
pz(t) /\Y_)\X( ¢ ) )\Y_)\X( N )
(22)
Na Figura[I]podemos ver os gréficos dessas densidades

em funcdo do tempo para o decaimento 23°Bi —21°

Po —32%° Pb. Os tempos de meia-vida utilizados para
a confeccdo desse grafico sao: tf/g = 120 horas e t%’m =
3321,12 horas [24].

Inicialmente, s6 existem atomos de Bi no sistema,
por isso px(0) = 1 e py(0) = pz(0) = 0. A medida
que o tempo passa o Bi decai exponencialmente até se
extinguir quase por completo, px — 0. A densidade de
Po aumenta rapidamente no inicio devido ao decaimento
do Bi, mas a medida que a densidade de Bi comeca a ficar
muito baixa e o Po a decair, a taxa de variagao do Po
comeca a diminuir até chegar a zero, no ponto onde a
densidade do Po atinge seu valor mdximo (entre 0,8 e
0,9). Dai em diante a densidade de Po s6 diminui até se

1 TTTT

T T TTTTIT T T TTTTIT T IIHI\Il
Bi ———
Po
0,8 - Pb —
0,6 .
QU
0,4 .
0,2 .
0 el il ool il
1 10 100 1000 10000

t (horas)
Figura 1: Densidades de dtomos de Bi, Po e Pb em funcdo do

tempo. Observe que inicialmente s6 ha dtomos de Bi e ao fim
somente dtomos de Pb.
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extinguir quase por completo, py — 0. A densidade de
Pb aumenta durante todo o processo, mais lentamente
no inicio, devido a escassez de Po, e mais rapidamente no
final. A medida que a densidade de Bi e Po se aproximam
de zero a densidade de Pb tende a 1, o que representa que
ao final desse processo todos os atomos acabam decaindo
em Pb.

Conforme pudemos observar nesta se¢cao, o PDR pode
ser resolvido analiticamente, isto é, resolvendo o sistema
de equagdes acopladas dadas pelas equacdes @,
e foi possivel obter as solugoes analiticas representa-
das pelas equacoes , e as quais sao também
representadas graficamente na Figura [l| para o exemplo
do decaimento 21°Bi —21° Po —23° Pb. A seguir
apresentaremos duas maneiras de resolver este problema
computacionalmente, a partir do método de Runge-
Kutta (integragdo numérica) e a partir das simulagdes
de Monte Carlo (simulagdes estocésticas).

3. Método de Runge-Kutta

Nesta secao, apresentaremos o método de Runge-Kutta
(RK) utilizado para resolver equagdes diferencias ordi-
nérias (EDOs) numericamente. Este método pode ser
aplicado a qualquer EDO de primeira ordem da forma

%P = f(tap)v (23)

sujeita a condicdo inicial p(tg) = po e sendo f qualquer
funcao das varidveis p e t. A solugdo obtida a partir
do método de RK é uma solugdo numérica aproximada,
que fornece os valores da fungao p(t) para alguns valores
discretizados de t pertencentes a um intervalo ¢t €
[to : tf]. Entretanto, antes de prosseguir com o estudo
do método de RK, para fins didaticos, apresentaremos
primeiramente o método de Euler para resolver equacoes
diferenciais do mesmo tipo.

3.1. Euler

O primeiro passo é discretizar o intervalo de tempo
em consideragio, dividindo-o em intervalos menores de
mesma duracdo At. Dessa forma, os instantes de tempo
serao dados por

tn = to + nAt, (24)

sendon =0, 1, 2, 3,...,N. A quantidade de intervalos
considerados com essa discretizacao é representada pela
variavel N, que pode ser obtida observando-se que ty =
ty, isto é,

ty —to
At

Em geral, ndo ha garantia que o resultado do calculo
acima seja um ndmero natural, entdo, para contornar
esse problema, teremos o cuidado de escolher os pardme-
tros de modo a garantir que N seja, de fato, um nimero
natural.

N = (25)
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Para At suficientemente pequeno, pode-se escrever a
aproximagao

i ~ p(tn-i-l) — p(tn)

a qual, utilizando a equagao (23)), pode ser reescrita como

p(tn-i-l) — p(tn)

(26)

tn, p(tn)) = ——M—————=. 27
Fltnspltn)) o (21)
Dessa forma, isolando p(t,,+1) na equagao , obtemos

p(tn-i-l) = p(tn) + f(tna pn)At7 (28)

A equacéo possibilita estimar o valor p(t,41),
no instante t,41, uma vez conhecido o valor p(t,), no
instante de tempo anterior t,. Sabe-se, da condicdo
inicial, que p(tg) = po. Aplicando-se a equagdo
recursivamente a partir do instante inicial, é possivel
gerar uma tabela de valores para os pontos da forma
(tn,p(tn)),comn =20, 1, 2, 3,..., N.

Esse método é conhecido como método de Euler e
pode ser visualizado geometricamente. A equagao
mostra ser possivel estimar o valor de p(t,+1) uma
vez conhecido o ponto (t,, p(t,)). O motivo para isso
é que, segundo a equacao , é possivel calcular a
inclinacdo da reta tangente a fungdo p(t) no ponto
(t, p(t)), uma vez que %p(t) = f(t, p(t)). Com isso, uma
vez conhecido o valor p(t,,), pode-se calcular a inclinagao
a no ponto (t,,p(t,)) usando a = f(tn,p(tn)). Dessa
forma, conforme mostra a Figura [2] podemos utilizar
a inclinagdo da reta que passa pelo ponto (t,,p(tn))
(reta em vermelho na Figura [2) para estimar o valor
de p(tn,1). E importante destacar que as coordenadas
do ponto (t,, p(t,)), utilizado para estimar o novo ponto
(tnt1, Pnt1), sdo oriundas de uma aproximagcao.

3.2. Runge-Kutta de segunda ordem

O método de Euler pode ser otimizado de véarias ma-
neiras distintas. Uma otimizacdo bastante conhecida e

P

/)(thrl) """"""""""""""""""" v

a = tan(0)

P(tn) ”””

tn tn+1 t

Figura 2: Visualizacdo geométrica do método de Euler. A curva
em azul representa a solucdo exata do problema, a qual n3o se
conhece. Observe que a inclinacdo da reta ndo é exatamente a
inclinacdo da reta tangente a curva azul no ponto (tn, p(tn)),
uma vez que esse n3o estd necessariamente sobre a curva e ja
é oriundo de uma aproximacdo. De forma ilustrativa pode-se
perceber o erro avaliado nesse processo.
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p(tnt1)

/J(tn)

tn t tn+1 t

Figura 3: Visualizacdo geométrica do método de Runge-Kutta
de segunda ordem. A inclinacdo « é utilizada para estimar o
ponto (tm, p(tm)), que encontra-se no meio do intervalo. Com
esse novo ponto calcula-se uma nova inclinacdo 3, a qual é
finalmente utilizada para estimar o valor p(t,,+1). Nessa imagem
é possivel perceber também uma ilustracdo do erro avaliado
nesse processo.

poderosa é o método de RK, que consiste em encontrar
mais do que uma inclinacdo por intervalo para estimar
os novos pontos da funcao. A Figura |3|ilustra o método
de RK de segunda ordem, onde sao calculadas duas in-
clinagoes por intervalo a fim de se obter uma estimativa
mais precisa.

A primeira inclinacdo é aquela obtida a partir do
ponto (t,, p(t,)), isto é

a = f(tn, p(tn))- (29)

Com essa inclinagdo e utilizando o método de Euler
podemos fazer uma estimativa do valor da funcdo no
meio do intervalo, isto é, no ponto t,, = t, + At/2.
Dessa forma obtemos

pltm) = pltn) +ar. (30)

2
Uma segunda inclinagdo 8 pode ser calculada a partir
do ponto médio, calculado anteriormente, isto é

ﬁ = f(tm,p(tm))' (31)

O método de RK de segunda ordem consiste em obter o
valor p(t,+1) a partir da inclinagdo 3, calculada no meio
do intervalo, ou seja

p(tny1) = p(tn) + BAL. (32)

Neste método também é possivel utilizar ordens maio-
res, calculando-se mais inclinages ao longo do intervalo
At e considerando uma média ponderada entre elas.
Dessa forma obtém-se resultados mais precisos. No
entanto, para os propositos deste trabalho o método de
segunda ordem fornece resultados bastante satisfatoérios.

Queremos agora aplicar o método de RK especi-
ficamente para resolver numericamente o sistema de
equagdes diferenciais acopladas (dadas pelas equa-

¢oOes @D, e ) que modelam o PDR. Siste-

maticamente podemos escrever o sistema de equagoes
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diferenciais da seguinte maneira

%px(t) = —Axpx(t) (33)
%py(t) = —Aypy(t) + Axpx(t) (34)
%pz(t) = Aypy (t). (35)

Por simplicidade de notagao, note que todas essas
equagoes sao da forma

d

Pi= fi(t,px.py,pz), (36)

comi=X,Y eZ.

Na equacao a funcdo fx(t, px,py,pz) depende
explicitamente somente de px e assume a forma
fx(t,px) = —Axpx(t). Aplicar o método de RK para
resolver a equagao significa calcular as quantidades
abaixo para todos os valores de n, a partir da condicao
inicial n = 0.

ax = fx(tn,px) = —Axpx(tn) (37)

px(tm) = px(tn) + ?aX (38)
Bx = fx(tm,px) = —Axpx(tm) (39)
px(tnt1) = px(tn) + AtBx. (40)

Aplicamos o método de RK na equacao (34).
Nesse caso, a funcdo fy(t,px,py,pz) assume a forma

fy(tn, px,py) = =Avpy (t) + Axpx(t). Com isso, obte-
mos

ay = fy(tn, px,py) = —Aypy (tn) + Axpx (tn)

()
pv(tm) = py(tn) + Shay 42)
By = fy(tm: px,py) = =Aypy (tm) + Ax px (tm)

43)

(
py (tns1) = py(tn) + AtBy. (44)
Note que para calcular ay e [y, nas equagoes
e , respectivamente, é necessario conhecer os valores
de px(t), calculados anteriormente. Isso sugere que o
método de RK deve ser aplicado simultaneamente para
todas as densidades.
Finalmente, aplicamos o método de RK na equa-
cdo (B5). Nesse caso, temos que fz(t,py) = Aypy(t).
Com isso, obtemos

az = [z(tn,py) = Ay py (tn) (45)
pz(tm) = pz(ts) + %Oéz (46)
Bz = fz(tm,py) = Ay py (tm) (47)
PZ(tn+1) = pZ(tn) + AtﬂZ' (48)
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Novamente, observe que para calcular az e [z, nas
equacoes e , respectivamente, é necessario antes
calcular os valores py (t).

Resumindo, para aplicar o método de RK de se-
gunda ordem no sistema de EDOs acopladas que regem
esse modelo, é preciso computar, para cada intervalo
de tempo, os valores intermedidrios px(tm), py (tm) €
pz(tm), 0s quais, por sua vez, sdo obtidos a partir dos
valores dessas fungoes no inicio do intervalo considerado,
isto é, px(tn), py(tn) e pz(t,). A seguir apresentamos
o algoritmo utilizado para se obter as solugoes descritas
nas equagoes anteriores.

4. Algoritmo Runge-Kutta

Nesta secdo, apresentamos o algoritmo utilizado para
o método de RK. Os detalhes de programacdo e de
implementacao desse algoritmo sdo bastante particula-
res da linguagem de programacao utilizada e nao sao
importantes nesse momento. Na secao [8| fazemos uma
discussao sobre diferentes formas de se implementar esse
algoritmo.

Os algoritmos serdo apresentados na forma de flu-
xograma de programagao. Nesse ponto é importante
mencionar uma convencao bdsica para a leitura desses
fluxogramas. Usualmente, utiliza-se formas diferentes
para representar a fungdo de cada trecho do algoritmo
conectadas por setas. As fungoes sdo, basicamente do
tipo: inicio/fim; entrada de dados; saida de dados;
processamento; tomada de decisdo. A Figura [] ilustra
as formas utilizadas de acordo com a funcdo de cada
trecho do algoritmo.

Neste problema, as variaveis de entrada, que precisam
ser especificadas, sdo listadas abaixo:

e tg representa o instante inicial
o t; representa o instante final
e dt representa o intervalo de tempo considerado

‘ INICIO ’

Y

/ entrada de dados F}
A tomada de
decisao L
| saida de dados |

D

Figura 4: uso das formas para melhor representar um fluxograma
de programacao.

processamento
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o tf(/2 e t}//Q sdo os tempos de meia-vida dos atomos
X e Y, respectivamente

Todas as outras varidveis nesse algoritmo sao obtidas
a partir desses pardmetros de entrada. Ao final desse
algoritmo teremos uma tabela de dados contendo N
linhas de informacoes, uma para cada instante de tempo
dt. Cada linha de dados, por sua vez, carrega quatro
valores: t,,, px(tn), py (tn) € pz(t,). Com essa tabela de
dados podemos confeccionar um grafico das densidades
como func¢ao do tempo que podera ser comparado com o
grafico da Figura[I] A Figura [5] apresenta o fluxograma
do algoritmo utilizado no método de RK de segunda
ordem.

E valido mencionar que todos os métodos de inte-
gracdo numeérica apresentados até aqui sdo métodos

/to, ts, At,t{f/z,t}/ﬂ/

tn <+ to
px(n) <1

py(n) <0

€20230347-7

aproximados, cujos erros seguem leis de poténcia em
relacio ao tamanho do passo At. No caso do método
de Euler, o erro local (erro por passo) é quadratico,
enquanto o erro global é da ordem do tamanho do
passo. No método de RK de segunda ordem o erro
local é cubico, enquanto o global é de ordem quadratica.
Para uma discussao mais detalhada sobre a quantificacao
de erros nesses métodos de integragdo numérica veja a
referéncia [25].

5. Simulacao de Monte Carlo

Simulagoes estocasticas sao meios estatisticos que permi-
tem modelar a evolugao temporal de um sistema a partir
de um conjunto de varidveis aleatérias. Em particular,

pz(n) <0

ln, [Jx('n/), /)Y(”)-, pz(n)

In(2
e
119
In(2
-
112

a <+ [=Axpx(n))

At
px(m) = px(n) +a—-

b [-Axpx(m)]
px < px(n) + bAt
a + [ Ay py(n) + Axpx (n)]

At -
py(m) < py(n) + Y

b« [=Ay py(m) + Axpx (m)]
py < px(n)+ bAtL
a < Ay py(n)

At
p2(m) « pa(n) + a5

b+ Ay py(m)

pz  pz(n) + bAt

:

px(n) < px

py(n) < py
pz(n) < pz

tn < tn + At

!

tn, pX(n)z pY(”)’ /)Z(”)

NAO @ SIM

FIM

Figura 5: Fluxograma de programacdo do método de Runge-Kutta de segunda ordem.
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o método computacional mais utilizado é o chamado
método de Monte Carlo (MC), que consiste em gerar
cendrios a partir de distribui¢cbes de probabilidade com
o intuito de se obter resultados numeéricos [26].

Nesta secao, abordaremos o problema do decaimento
radioativo a partir de uma simulacao da evolucao tempo-
ral do modelo utilizando o método de MC. Este método
consiste em simular a evolugao das densidades como uma
fungdo do tempo para alguns valores discretizados da
variavel t. A discretizacdo que usamos aqui é a mesma
apresentada na secdo [3| para o método de RK. Assim,
cada passo da simulagdo de MC representa um instante
de tempo t,, e sdo chamados de passos de MC.

O intervalo de tempo de um passo de MC é At. Nesse
intervalo de tempo alguns atomos do sistema poderao
decair, com probabilidade dada pela equacao . No
inicio de cada passo as quantidades de atomos X, Y
e Z sao, respectivamente, Nx, Ny e Nz. Um namero
aleatério (de distribui¢do uniforme no intervalo [0,1])
é sorteado para cada atomo que possa vir a decair.
Esses nimeros sao comparados com as probabilidades de
decaimento de cada elemento. Sendo o nimero aleatorio
menor que a probabilidade de decaimento, o elemento
decai, caso contrario, nada ocorre. Ao final do passo
de MC as novas quantidades de dtomos serdo Nx <+
Nx—cx, Ny < Ny+cx—cy e Nz < Nz+cy,sendo cx
e cy as quantidades de atomos X e Y, respectivamente,
decaidos nesse intervalo de tempo.

Ao todo serdo realizados N passos de MC, com N
dado pela equagao , o que significa que ao fim dessa
simulacdo teremos uma tabela de dados semelhante
aquela obtida no método de RK, isto é, uma tabela de
dados contendo N linhas, com cada linha carregando os
valores t,, px (tn), py (tn) € pz(tn).

Na proxima se¢ao apresentamos o algoritmo utilizado
a fim de implementar essa simulacao.

6. Algoritmo Monte Carlo

Nesta secdo discutiremos com mais detalhes o algoritmo
utilizado para realizar a simulacdo de MC descrita
na secdo anterior. A forma como apresentaremos o
algoritmo serd também na forma de fluxograma de pro-
gramacao. As variaveis de entrada para essa simulacéo
sao praticamente as mesmas usadas no método de RK,
além da quantidade total de dtomos, conforme listadas
a seguir.

e Ny é a quantidade total de atomos no sistema

e to representa o instante inicial

ety representa o instante final

e dt representa o intervalo de tempo considerado

ety e t])y 50 os tempos de meia-vida dos dtomos
X/ e Y, respectivamente

O fluxograma de programagao da simulacdo de MC é
apresentado na Figura [f]

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20230347, 2023

Uma introdugdo aos métodos computacionais em fisica a partir do problema do decaimento radioativo

7. Resultados dos Métodos
Computacionais

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados obtidos a partir
da aplicagao dos métodos computacionais discutidos nas
secoes anteriores. Nas abordagens computacionais, os va-
lores numéricos que parametrizam os modelos precisam
ser especificados. Fazemos isso atribuindo valores para as
variaveis de entrada utilizadas em cada algoritmo. Nesse
trabalho, esses parametros foram escolhidos de modo
a representar o decaimento 21°Bi —21° Po —235 Pb,
por isso, os tempos de meia-vida t{f/Q e t}//Q sdo fixados
nos valores tf(/z = 120h e t}f/z = 3321, 12h, conforme a
referéncia [24]. O instante inicial é tomado como sendo
to = 0, enquanto o instante final é escolhido como
sendo ty = 30.000h. Por fim, o intervalo de tempo
At foi escolhido como sendo At = 1h. Note que esse
intervalo é muito inferior ao tempo de meia-vida dos
atomos envolvidos, e sendo assim todas as aproximagoes
feitas anteriormente levardo a excelentes resultados. A
quantidade total de d4tomos foi fixada em Ny = 10.000.

Implementando o método de RK conforme descrito
pelo algoritmo da Figura |5l e com os parametros especi-
ficados anteriormente, geramos um conjunto de dados
que pode ser visualizado na Figura E importante
frisar que para essa escolha dos parametros o algoritmo
do método de RK gera uma tabela de dados contendo
30.000 pontos para cada funcdo densidade. Para garantir
melhores resultados, é muito importante que os métodos
computacionais possuam uma grande quantidade de
iteragoes. No entanto, para fins de visualizagdo, nao ha
necessidade de gerar um grafico contendo essa quan-
tidade de pontos. Por esse motivo, escolhemos alguns
pontos igualmente espagados na escala logaritmica (da
ordem de 100 pontos) dentro do conjunto de dados, para
confeccionar o grafico apresentado na Figura [7] Essa
escolha de “descartar” alguns dados nao interfere na
visualizagdo dos resultados, mas certamente interfere na
analise estatistica e no ajuste de curvas quando é o caso.

Analisando o grafico da Figura [7] é possivel perce-
ber que o método de RK fornece um resultado em
concordancia com o método analitico do problema do
decaimento radioativo. Na Figura [7] os dados obtidos a
partir do método de RK sao representados pelos pontos,
enquanto as curvas soélidas representam as solugoes
analiticas apresentadas na Figura [l| para os parametros
escolhidos.

Implementando a simulacdo de MC conforme descrito
pelo algoritmo da Figura [6] e com os pardmetros espe-
cificados anteriormente, geramos um conjunto de dados
que pode ser visualizado na Figura [§| Mais uma vez,
assim como na confecgdo do grifico da Figura [7] e pelo
mesmo motivo, escolhemos somente alguns pontos do
conjunto de dados para ilustrar o resultado mostrado na

Figura
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In(2
Y Px + n)(( )
X v 112
No, to, ty, At, t5,, 11
In(2)
Py . tY
1/2

tn < to
Nx < Np
TNy 0
Nz« 0

Y

ey cx+1

Nx < Nx —cx
Ny <+ Ny +cx — ¢y
Ny + Nz +cov

tn  tn + At

SIM

th <ty

- D)

Figura 6: Fluxograma de programacdo da estrutura basica do algoritmo da simulacdo de Monte Carlo.

O método de RK é um método deterministico, uma
vez que sempre gerard o mesmo resultado partindo-se
dos mesmos parametros e das mesmas condigoes iniciais.
O método de MC faz uso de niimeros aleatdrios, nao
sendo um método deterministico. E vélido ressaltar que,
como o computador é deterministico, é necessario partir
de uma condicdo inicial (semente) para a geracao de
numeros denominados pseudoaleatérios. Apesar de néo
serem estritamente aleatorios, esses niimeros passam por
critérios estatisticos que validam a sua aleatoriedade.
Neste sentido, fazendo uso da mesma semente no método
de MC, um resultado idéntico serd obtido. Entretanto,
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para diferentes sementes o resultado, na média, sera
préximo do obtido pelo método determinista de RK.
Comparando os gréificos apresentados nas Figuras [7]
e |8 podemos perceber que ambos os métodos sdo muito
eficazes na resolugdo do PDR. Em geral, o método de RK
é mais rapido e requer menor poder computacional para
ser executado, envolvendo um ndmero de iteracdo igual
a quantidade N de intervalos de tempo considerados
(N = 30.000 nesse caso). Porém, esse método sé pode ser
utilizado quando as equacoes diferenciais que modelam
o problema sdo conhecidas e de primeira ordem. Lem-
brando que, em alguns casos, é possivel reduzir EDOs
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Figura 7: Densidades de atomos em funcdo do tempo obtidas
pelo método de Runge-Kutta de segunda ordem (pontos) con-
trastada com as solucdes analiticas (linhas sélidas) mostradas

na Figura[I]
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Figura 8: Densidades de dtomos em funcdo do tempo obtidas
a partir do método de Monte Carlo (pontos) contrastada com
as solucdes analiticas (linhas sélidas) mostradas na Figura

de ordem superiores a sistemas de EDOs acopladas de
primeira ordem. O método de MC é, em geral, mais
lento e requer maior poder computacional para ser
executado. Dependendo da complexidade do problema,
as estruturas dos algoritmos podem incluir um niimero
elevado de lagos de repeticao, o que torna a computacao
mais lenta. No entanto, o método de MC pode ser
utilizado mesmo quando as equagoes diferenciais que
regem a dindmica do modelo nao sao conhecidas. Por
esse motivo, representa um método numérico versatil,
podendo ser utilizado na resolucdo de uma vasta gama
de problemas.

8. Implementacao dos Algoritmos

Neste trabalho, optamos por dar foco aos algoritmos
de cada método computacional apresentado sem nos
preocuparmos muito com a linguagem de programacao
utilizada na implementagao desses algoritmos. Tudo que
foi apresentado até aqui é independente de linguagem
de programacao e pode, pelo menos, em principio, ser
implementado usando qualquer linguagem de programa-
¢ao. Nessa se¢do, apresentamos alguns exemplos de im-
plementacoes possiveis para os algoritmos apresentados
em algumas linguagens de programacao especificas.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20230347, 2023

Uma introdugdo aos métodos computacionais em fisica a partir do problema do decaimento radioativo

E importante frisar que os algoritmos apresentados
podem ser implementados, inclusive, sem o uso de
computadores. O método de RK, por exemplo, pode ser
aplicado manualmente. Basta subdividir o intervalo em
consideragdo em algumas poucas partes e proceder com
os célculos feitos a mao. Simulagoes de MC também
podem ser feitas sem o uso de computadores. O tinico
instrumento necessario para uma simulagdo de MC é
um gerador de niimeros aleatérios, que poderia ser um
conjunto de nimeros escritos em pequenos pedacos de
papel, dentro de uma jarra, onde os nimeros possam ser
sorteados. E evidente que, feitos dessa maneira, esses
métodos nao seriam muito eficazes do ponto estatistico,
pois se tornam processos muito invidveis a medida que
buscamos mais precisao dos resultados. Por outro lado, a
implementacao manual certamente é uma 6tima maneira
de aprender sobre algoritmos. Do ponto de vista da
pesquisa cientifica, a precisdo dos resultados é funda-
mental, sendo assim apresentamos a seguir algumas
linguagens de programacao que podem ser utilizadas na
implementacao dos algoritmos estudados neste trabalho.
Todos os c6digos mencionados a seguir estao disponiveis
no repositério GitHub por meio do link em [27].

8.1. Mathematica

O Mathematica, além de uma linguagem de progra-
macdo, é um software bastante poderoso de algebra
computacional. Suas utilizacoes sdo ilimitadas, e possui
diversas bibliotecas prontas para serem utilizados em
diferentes contextos e areas da ciéncia.

A programacio em Mathematica apresenta uma sin-
taxe bastante simples e flexivel. Do ponto de vista
didatico, a transcricdo do fluxograma para um cédigo
em Mathematica pode ser ensinada com relativa faci-
lidade. O préprio software acusa e identifica os erros
de sintaxe, permitindo a correcdo rapida de eventuais
falhas do codigo. Outro ponto forte do Mathematica
é a possibilidade de confeccionar os gréaficos, com os
resultados obtidos nos métodos computacionais, dentro
do proprio software.

O algoritmo de Runge-Kutta, apresentado no fluxo-
grama da Figura[p] pode ser implementado no Mathema-
tica por meio do cédigo no arquivo RK.nb. Esse codigo
leva em torno de 4,3 segundos para ser executado. E
possivel também, utilizando algumas func¢bes préprias
do Mathematica, ao invés de seguir o fluxograma da
Figura [B] reescrever o cédigo a fim de obter mais
eficiéncia, conforme pode ser visto no arquivo RK2.nb.
Esse codigo leva em torno de 0,1 segundos para ser
executado.

O algoritmo de Monte Carlo, apresentado na Figura[6]
pode ser implementado por meio do arquivo MC.nb.
Esse codigo é mais lento que os anteriores, e leva cerca
de 80 segundos para ser executado. Mais uma vez,
usando fun¢oes préoprias do Mathematica é possivel usar
o codigo do arquivo MC2.nb para tornar o processo mais
rapido. Nesse caso o tempo de execugao cai pela metade.
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Uma das desvantagens do Mathematica é o tempo
de execucdo em simulagoes. Um codigo simples como
o MC.nb, por exemplo, leva consideravelmente mais
tempo para ser executado que o mesmo codigo escrito
em linguagem C ou Python, conforme veremos a seguir.

8.2. Linguagem C

A linguagem C é uma linguagem de programacio de
nivel intermediario, combinando elementos de linguagens
de programagdo mais avancgadas com a funcionalidade
da linguagem a nivel de maquina. Os cédigos escritos
em C precisam ser primeiramente compilados por um
compilador para s6 depois serem executados.

O arquivo RK.c carrega o cdédigo que implementa
o algoritmo de Runge-Kutta em linguagem C, o qual
segue a estrutura do fluxograma da Figura [f] O tempo
de execugdo desse codigo é de aproximadamente 0,2
segundos. O arquivo MC.c, é o cédigo do algoritmo de
Monte Carlo, também implementado em linguagem C. O
tempo de execucao desse cddigo é de aproximadamente
1,2 segundos.

E importante destacar a rapidez dos codigos em C que
envolvem simulacgbes de sistemas grandes, comparada
ao mesmo cédigo feito em Mathematica, por exemplo.
Porém, comparando os cédigos, pode-se notar que o
codigo escrito em linguagem C é um pouco mais com-
plicado que o cédigo em Mathematica. Na linguagem
C todas as varidveis envolvidas precisam ser declaradas.
O cédigo precisa entdo ser compilado e executado. Outro
detalhe é que nao ha um verificador de sintaxe, o que
significa que em caso de falha no cédigo o usuario precisa
encontra-lo e corrigi-lo manualmente. Do ponto de vista
da pesquisa académica em fisica computacional, muitas
vezes a linguagem C é mais indicada por ser mais eficaz
e permitir utilizar toda a capacidade de processamento
do computador.

Por fim, o programa em linguagem C gera um con-
junto de dados. Esses dados sao importados para o
software livre Gnuplot para gerar os graficos.

8.3. Linguagem Python

A linguagem Python é uma linguagem de programacéao
de alto nivel, e por esse motivo mais amistoso ao
usuario. Python tem se tornado uma das linguagens de
programacao mais populares nas ultimas décadas devido
a sua grande versatilidade.

O arquivo RK.py traz o cdédigo que implementa o
algoritmo do método de Runge-Kutta em linguagem
Python. Esse cédigo segue a estrutura do fluxograma
da Figura 5} O tempo de execugdo desse codigo é de
aproximadamente 0,2 segundos. O arquivo MC.py, que
é o cédigo do algoritmo de Monte Carlo, implementado
em linguagem Python, leva cerca de 6,7 segundos para
ser executado.

Os cédigos em Python sao bastante parecidos com os
codigos em C, mas com a vantagem que a sintaxe é mais
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fluida que na linguagem C. Além disso, Python é uma
linguagem interpretada, ou seja, ndo é necessario a sua
compilacao.

A Tabela [I] mostra os tempos médios de execugao de
cada codigo nas diferentes linguagens de programagao.

E evidente que o algoritmo de Runge-Kutta é muito
mais rapido que o algoritmo de Monte Carlo, e isso pode
ser notado em todas as implementagoes apresentadas.
O algoritmo de Monte Carlo tem um maior custo
computacional. Para que o método de MC reproduza os
resultados analiticos de forma satisfatéria, o nimero de
particulas envolvidas na simulacdo dever ser suficiente-
mente grande (acima de 10* particulas), elevando assim
o custo computacional. O Mathematica nao se mostrou
tao eficiente para esse tipo de simulagao, enquanto que
as linguagens C e Python parecem mais indicadas para
esse tipo de tarefa. E importante mencionar que os
cédigos disponibilizados [27] seguem as estruturas dos
fluxogramas apresentados nas Figuras[f|e[6] Entretanto,
nas linguagens Python e Mathematica é possivel oti-
mizar os codigos fazendo uso de sorteios de ntmeros
pseudoaleatoérios em lotes, diferentemente dos sorteios
sequenciais que foram utilizados nesse trabalho.

9. Consideracgoes Finais

Neste trabalho, apresentamos dois métodos computaci-
onais bastante importantes: a resolu¢do numérica e as
simulacoes estocésticas. Conforme podemos notar nas
Figuras [7] e [§] ambos os métodos fornecem resultados
excelentes para modelar o problema do decaimento
radioativo e é muito dificil decidir sobre a eficiéncia
de cada método olhando somente para os resultados
obtidos. As diferencas entre esses dois métodos sao
bastante relevantes de um ponto de vista mais técnico.

A resolucdo numérica, por exemplo, é muito mais
rapido de ser executado que as simulagoes estocasticas
(cerca de cinco vezes mais rdpido para a escolha de
pardmetros utilizada). Isso s6 nao é vilido, entanto,
para todos os sistemas. O motivo para essa diferenca
é que o método de RK pode ser aplicado diretamente
as EDOs que regem a dindmica do modelo e assim
obtemos estimativas sobre as fungoes de densidade de
cada atomo. Para as simulagoes estocasticas, é necessario
simular um sistema fisico contendo uma quantidade
suficientemente grande de dtomos (10000 atomos nesse

Tabela 1: Tempo médio de execucdo dos cédigos em diferentes
linguagens de programacdo. Esses cddigos foram executados
em um computador pessoal com as seguintes especificacdes:
processador Intel Core i5-8260U, 16Gb de meméria RAM, 256Gb
de armazenamento SSD.

cédigo tempo (s) c6digo tempo (s)
RK.nb 13 MC.nb 80,0
RK2.nb 0,1 MC2.nb 40,0
RK.c 0,3 MC.c 1,2
RK.py 0,2 MC.py 6,7
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caso) a fim de obter resultados razodveis. Sendo assim, os
lagos de programacao envolvidos nas simulagoes de MC
precisam ser repetidos, para cada passo de MC, uma
quantidade de vezes que ¢é igual a quantidade de dtomos
presentes no sistema, tornando a simulacao mais lenta.
Por outro lado, as simulagoes de MC possuem uma
vantagem sobre a resolu¢do numérica nos casos em que
ndo existe (ou ndo se conhece) um sistema de EDOs que
regem a dindmica do modelo. Além disso, o método de
MC pode ser utilizado para resolver problemas multidi-
mensionais, como a resolucdo numérica de integrais que
nao podem ser resolvidas analiticamente ou quando as
fungoes primitivas ndo sdo conhecidas, como é o caso da
distribui¢ao gaussiana no cdlculo da fungdo erro [28]
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