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Solucao via Método de Elementos Analiticos
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RESUMO. Solugdes analiticas para um conjunto de problemas envolvendo o fluxo subterraneo podem
ser calculadas por meio do Método de Elementos Analiticos (MEA). A possibilidade de combinar a fung¢ao
potencial em uma tnica expressdo matemadtica torna o MEA atrativo, pois permite considerar problemas en-
volvendo aquiferos confinados, ndo confinados ou a combina¢@o de ambos em uma mesma equacio. Neste
artigo, o MEA foi utilizado para obter a solugio do fluxo subterraneo sob a agdo conjunta de pogos de bom-
beamento e injecdo. O c6digo computacional foi formulado para permitir a utilizacdo de dados aleatdrios
para as vazdes, posicdes e raios dos pogos e pode ser utilizado para avaliacdo de cendrios envolvendo o
dominio infinito, com fronteiras de carga fixa, barreiras impermedveis ou a combina¢do de ambas. Os resul-
tados computacionais ilustram alguns cendrios e englobam a influéncia do fluxo uniforme na configuracio
das linhas potenciais e de corrente, a utilizacdo da teoria das imagens e o cdlculo aproximado das isolinhas
através dos pontos de estagnacio.

Palavras-chave: fluxo subterraneo, principio da superposi¢ao, Python cientifico.

1 INTRODUCAO

O Método de Elementos Analiticos (MEA) foi desenvolvido por Otto Strack para modelar a
interacdo entre o fluxo subterrdneo e o canal Tennessee-Tombigbee (1976). O modelo foi cons-
truido para reproduzir tanto o fluxo subterraneo regional quanto o fluxo local devido ao fun-
cionamento de um conjunto de pogos em uma pequena regido do dominio [16]. Referéncias e
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detalhes adicionais envolvendo a aplicacdo do método de elementos analiticos em projetos de
gerenciamento de recursos hidricos em escalas regionais podem ser encontrados em [16] e [11].

Do ponto de vista tedrico, 0os principais conceitos sobre os elementos analiticos sdo apresen-
tados em [13], [15] e [14]. Uma visdo abrangente sobre os avangos na teoria e aplicacdes do
método de elementos analiticos sdo discutidos em [16], [5] e [6]. Um perfil histérico, as princi-
pais referéncias e uma arvore genealdgica dos principais expoentes envolvidos na disseminagao
do MEA com comparacdo com os métodos de diferencas finitas e elementos finitos sdo apre-
sentados em [10]. No Brasil, os principais estudos envolvendo o MEA sdo apresentados em [5]
e [4]. Estudos adicionais foram desenvolvidos mais recentemente por [12] e [8].

O MEA ¢é um método computacional caracterizado pela discretizagdo das componentes do sis-
tema tais como: o fluxo uniforme, pogos, rios, inomogeneidades circulares e poligonais, fraturas,
etc. E um método livre de malha e ndo sofre dos problemas associados as discretiza¢des dos
dominios, como, por exemplo, o método de diferencas finitas ou o método de elementos fini-
tos. O foco € a discretizagdo das componentes do sistema de forma que a solucio geral é obtida
pela superposicdo das solugdes analiticas correspondentes a cada caracteristica. Pode ser visto
como uma alternativa aos métodos de diferencas finitas e elementos finitos principalmente na
modelagem do fluxo subterrineo estaciondrio [1].

Uma comparacio entre os métodos analitico, MEA e numéricos € apresentada em [10]. Resu-
midamente, as solugdes obtidas por métodos analiticos satisfazem a equacgdo diferencial e as
condigdes de fronteira exatamente, mas possuem uma aplicabilidade restrita; por outro lado,
solucdes baseadas nos métodos numéricos sdo aproximagdes tanto para a solu¢do quanto para
as condicdes de fronteira, no entanto, possuem alta aplicabilidade em problemas complexos;
o MEA, por sua vez, possui uma aplicabilidade média em problemas complexos, satisfaz as
condi¢des de fronteira aproximadamente, mas resolve a equacdo diferencial governante exata-
mente. Esse balanceamento entre a capacidade de obter uma solu¢do analitica e aplicabilidade
em problemas que possam ser discretizados em um conjunto de caracteristicas especificas torna
o método de elementos analiticos atrativo. Ver [6] para exemplos de aplicagdes.

Nessa metodologia de resolugdo, a adi¢do de uma componente eleva a complexidade da solugdo.
Problemas envolvendo o fluxo para pocos em aquiferos homogéneos e isotropicos podem ser
resolvidos por meio da aplicagdo da superposi¢ao e do método das imagens. Problemas mais
complexos envolvendo a presenca de inomogeneidades, fraturas, barreiras fisicas no interior do
dominio ou a combinacdo de vdrias caracteristicas em um mesmo dominio requerem um método
iterativo ou solu¢do de um sistema linear para o cédlculo da solucdo de elementos analiticos.
Detalhes adicionais desses casos podem ser encontrados em [14], [12], [8], [1] e [3].

Neste artigo, o objetivo € a aplicacio do MEA para obter a funcdo potencial ® e a funcdo de
corrente ¥ devido ao funcionamento de um conjunto finito de pogos com localizacdes, vazdes e
raios arbitrariamente escolhidos. As fronteiras de Dirichlet, Neumann ou a combinacgio de ambas
sdo tratadas por meio do método das imagens.
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1.1 Modelo matematico

A equagdo governante para o fluxo bidimensional de dguas subterraneas, escrita em termos do
potencial de descarga ® = ®(x,y), para um aquifero isotrpico e homogéneo é dada por:

’®  I’°d

sendo (Qy,Qy) = (—9®/dx,—9dP/dy) = (—P,, —P,) o vetor de descarga potencial.

O potencial de descarga @, que € a solugdo da equagdo (1.1), relaciona-se com a carga hidraulica
¢ por meio das expressdes:

1
©=KH(9=b)+Canp, e 9 >H & ®=-K(9—b)'+Cue, se9 <H,  (12)

em que H € a espessura do aquifero, K a condutividade hidrdulica, b € base do aquifero, C,,, s €
Cune sd0 constantes. As equagdes (1.2) permitem modelar tanto aquiferos confinados, ndo con-
finados ou a combinagdo de ambos por meio da equacdo (1.1) conforme apresentado detalha-
damente em [14]. E importante observar que a hipétese de Dupuit-Forchheimer é adotada para
obter a modelagem do fluxo ndo confinado sob a forma da equacao (1.1). Detalhes sdo discutidos
em [14].

A fungdo de corrente, ¥ = W(x,y) possui o gradiente ortogonal ao gradiente de ® e fornece a
direcdo preferencial do fluxo de dguas subterraneas. Essas fungdes ® e W sao relacionadas pelas
Equagées de Cauchy-Riemman:

o> W b IV

Er T M (-

Em palavras, a func¢do potencial ® fornece a distribuicio de cargas hidrdulicas ¢ sobre o dominio
computacional tanto em aquifero confinado quanto em aquifero livre ou combinagdo de ambos
por meio da equacdo (1.2). Por sua vez, a funcdo ¢ possibilita a obteng¢do do rebaixamento do
nivel potencial devido ao funcionamento de um conjunto de pogos de bombeamento, o incre-
mento do potencial devido a presenca de pocos de injecdo ou areas de infiltracdo e, ainda, o
correspondente campo de velocidades das dguas subterraneas pela aplicacdo da Lei de Darcy.
Complementando o cendrio, a funcdo W fornece as linhas de corrente, ortogonais as isolinhas de
potencial.

1.2 Principio da Superposi¢cio e 0 Método das Imagens

Devido a linearidade da equag@o (1.1), o Principio da Superposi¢@o pode ser aplicado. Portanto,
se ®; € solucdo da equacdo (1.1) e W; € a respectiva fungdo de corrente parai = 1,--- N, entdo:

D =

™=
=

¢] e \P:
1 J

¥; (1.4)
1

J
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sdo, respectivamente, solucdo de (1.1) e a fungdo de corrente, obtida da equagao (1.3).

O potencial constante P, o potencial de fluxo uniforme &, e o potencial do pogo P, sdo os
elementos analiticos mais elementares, apresentados a seguir:

q)u(xay):_on'-x_Qyo'y lPu('xay):_Q)C()'y—’—Qyo'x

D)= LR Fal) = o arean (22
w

(1.5)

em que Oy, Oy,, G, sdo constantes, O € a taxa de bombeamento, (%, yw) € alocalizagdo do pogo
e r2(x,y) = (x —x,)* + (y — yu)?. Outros elementos analiticos e aplicagdes estdo disponiveis
em [14].

1.2.1 Método das Imagens

Ao considerar um dnico pogo de bombeamento com taxa Q localizado em (x,,,y,,) em um campo
uniforme, o potencial de descarga é calculado por:

d=d,+d,+C (1.6)

em que C é uma constante determinada por meio de um valor conhecido ¢y em um ponto (xg,yo),
®, e ®,, sdo dadas por (1.5). Os problemas em que o pogo deve possuir uma carga hidraulica
especifica, o valor de Q pode ser calculado por meio da solucdo de um sistema linear associado
conforme ilustrado em [2].

Para problemas envolvendo fronteiras de Dirichlet, Neumann ou a combinacido de ambas, o
método das imagens, que € baseado na superposicdo e na simetria de localizacdo [14], deve
ser considerado.

Se no problema anterior, xp > x,, representa um rio longo com carga hidriulica constante ¢p e o
campo uniforme é &, = —Q,, - x, entdo a funcio:

CD:CDM—FCI)W—FCDW“ +<I)0_(Du0 (.7

€ a solugdo da equagio de Laplace que satisfaz a condi¢do de contorno; ®,, € o potencial uni-
forme calculado em um ponto (xg,yp), P,, € um pogo, em (x,, ), com taxa de bombeamento
Qe CDWil ¢ 0 pogo imagem em relacdo a reta x = xo, em (x;,,yi,) = (2x0 — X, Yw), com taxa de
bombeamento —Q.

Ao adicionar uma barreira impermedvel longa em yy < y,, a0 problema anterior,entdo a fungdo:
D =D, + Dy + Dy, + Py, + Py, +Po— Py, (1.8)

¢ solucdo da equagdo (1.1) que satisfaz ambas as condicdes de fronteira; ¢>wi2 € 0 poco imagem
em relac@o areta y = yg, em (x,,,2yp —y,) com taxa de bombeamento —(Q, CIJWI.3 € 0 poco imagem
simétrico em relagdo ao ponto (xo,yo), em (2xp — Xy, 2Y0 — Yy ), com taxa de bombeamento +Q.
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Neste caso, a condi¢do de Dirichlet pode ser verificada diretamente, observando que ha simetria
entre os potenciais dos pocos em relacdo a reta x = xp, ou seja, em um ponto sobre o rio ® = Py.
Por sua vez, a descarga na direcdo y, avaliada sobre a reta yy pode ser obtida por meio da derivada
parcial da expressdo (1.8).

2 A IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O c6digo computacional considera um conjunto finito de pogos de bombeamento (Q > 0) ou
injec¢do (Q < 0). As posigoes, (Xw,-,yw,-), as vazdes, Q;, € os raios dos pogos, r,, sdo arbitrdrias,
porém fixas, conforme as seguintes consideracdes:

I) O ndmero k; de pocos bombeamento e o nimero k, de pocos de injecao sdo arbitrarios. O
nidmero total de pogos em operacdo é N = k| + k.

II) As coordenadas (x,,y,), em ([m]), sdo arbitrdrias e obtidas aleatoriamente por meio da
fung¢do randint do NumPy [17]. Um intervalo de varia¢do [a,b] foi estabelecido para
cada uma das coordenadas.

IIT) As vazdes, em ([m3 /d]), sdo arbitréarias e geradas aleatoriamente, sendo k; valores em um
intervalo [c,d], ¢, d > 0 e kp valores no intervalo [—d, —c].

IV) As listas de coordenadas dos pogos, Lpos = [(Xy,,Yw, )s -+ s (Xwy,Ywy )], € das vazdes, Ly =
[Ow,,"*+,Owy), s30 obtidas por meio de concatenacdo de modo que os primeiros k; ele-
mentos representem os dados dos pog¢os de bombeamento e os N — ki elementos restantes
representem os pocos de injegdo.

i) As coordenadas dos pogos imagens em relac@o a reta x = xo sdo dados pela lista Lp,s; =
[(2x0 — Xy 50w, ), -+ 5 (2X0 — Xy, Ywy )] As respectivas vazdes sdo Lo, = —Lg;

ii) As coordenadas dos pocos imagens em relagdo a reta y = yo sdo dados pela lista Lp,so =
(w520 =Y, ), -+ 5 (Xwp s 2Y0 — Ywy )] As respectivas vazdes sdo Lo, = Lg;

ii) As coordenadas dos pogos imagens referentes ao ponto (xg,yo) sdo dados pela lista

Lpogo = [(2X0 = X5 2Y0 — Yy )5+ 5 (2X0 — Xy, 2Y0 — Ywy )]. As respectivas vazdes
sdo Lg, = —Lg;
V) Alista L, = [ry,,- - ,wy] contém os N raios de pogos, em [m] e gerados aleatoriamente em

um intervalo [r[,r2], com 0 < ri,r, << 1 e distribui¢do uniforme.

VI) A condutividade hidraulica K em [m/d], as descargas nas dire¢des coordenadas, Qy, € Q,,
em [m?/d], e @ [m] foram escolhidos arbitrariamente.

Combinando a notagdo acima com (1.4), (1.5) e (1.6), o potencial de descarga e a funcdo de
corrente, em um dominio infinito, podem ser escritos como:

N N
Q=P+ ) Py +C Y=V,+) ¥, 2.1)

J=1 Jj=1
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em que <I>W/. é o potencial do poco j, localizado em (ij, ywj) com vazdo Qj, raio Iwj € cé
calculada da mesma forma que em (1.6).

O potencial de descarga e a fungdo de corrente devido ao funcionamento de um conjunto de
N pocos em um campo uniforme limitado por um rio longo pode ser obtido ao combinar as
expressdes (1.4), (1.5) e (1.7). Neste caso,

1 N 1 N
D=, +) Z(bwl.j + @) — D, Y=W,+) ) ¥ (2.2)
i=0 j=1 i=0 j=1
em que <I>W0j representa o potencial do j-ésimo pogo real, localizado em (x,, >V j), e d,, repre-
K J
senta o potencial do j-ésimo poco imagem em relagdo a reta x = xy. As respectivas posi¢des sdo
fornecidas pelas listas Lp,s € Lposi -

Finalmente, ao combinar a nota¢do anterior com (1.4), (1.5) e (1.8), as fungdes:

3 N 3 N
q>=q>u+22q>wij+q>0—qnuo Y=¥,+) )Y ¥, (2.3)
i=0 j=1 i=0 j=1
fornecem o potencial e a funcio de corrente para o problema com N pocos e fronteiras idénticas
aquelas de (1.8); dJsz representa o poco imagem em relacdo aretay =y e <I>W3./_ representa o
pogo imagem em relagdo a (xo,y0); Lpros2 € Lpos3 fornecem as respectivas posigdes desses pogos
imagens.

O cédigo computacional foi desenvolvido utilizando linguagem Python por meio do sistema
SciPy, [9], cujos componentes englobam as bibliotecas NumPy, [17], e Mat plotlib [7]. O foco é
o célculo por meio de fungdes, os quais podem ser reutilizadas. Inicialmente, as fun¢des em (1.5)
foram implementadas e, por meio da reutilizagdo, o potencial de descarga e a func¢io corrente
foram obtidos para todos os elementos em cada uma das listas de localizagdes, vazdes e raios.
Dessa forma, os potenciais e fungdes de corrente devido aos pocos imagens podem ser calculados
separadamente por meio da mesma funcao.

De posse da funcdo potencial, a carga hidraulica ¢ pode ser calculada conforme (1.2). A
apresentacdo gréfica dos resultados baseia-se nas curvas de nivel de ¢ e ¥. Em ambos os ca-
s0s, o numero de niveis € arbitrdrio e sdo sobrepostos as curvas de nivel através dos pontos de
estagnacao.

Os pontos de estagnacdo (xy,ys), obtidos por (Qx(x,y), Qy(x,¥)) = (0,0), foram calculados nu-
mericamente. As curvas de nivel ®(x,y) = ®P(x,,y;) foram obtidas de forma aproximada pelas
rotinas disponiveis em [7]. Uma malha de pontos igualmente espacados seguida de um refina-
mento uniforme em torno dos pontos de estagnagio [x; — 8,x; + &) e [ys — 0,ys + 0) foi adotada
para incrementar a quantidade de pontos em torno das regides dos pontos de estagnagcdo. O
ndmero de pontos e o pardmetro 6 > 0 séo arbitrérios.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢@o, alguns resultados numéricos sdo apresentados e discutidos. Os cendrios adota-
dos envolvem dominio infinito e dominio semi-infinito com fronteiras de carga fixa, barreiras
impermedveis ou a combinacdo de ambas.

3.1 Problema 01

Considere um aquifero confinado e um conjunto de N = 9 pogos em operagdo em um dominio
infinito com k| = 6, ky = 3, [a,b] = [5.000;13.000], [c,d] = [10;100], [r1,r2] = [0,1;0,2] e
¢o = 300 m, H =75 m. Dois cendrios foram considerados: (Qx,;Qy,) = (0,0;0,0) (Figura 1)
e (Qx,;0y,) = (0,1;0,005) (Figura 2).

14000y~ é\>0 | | : ‘
12000} X \\\\ /’/ ;_ S ﬁ/7 é
OSSN~ % s
: N e\
10000 S N\ e
=
ool I ) 77/ %é
i NS
S INIEZ NS

8000 10000 1
x [m]

2000 4000 6000 (o] 14000 16000

Figura 1: Isolinhas das solugdes ¢ e W para um conjunto de N pogos em dominio com potencial
uniforme &, = 0.

As fungdes ® e W sdao dadas pelas expressdes em (2.1) com a constante C determinada por meio
do valor de ®y = KH ¢p. A sobreposicao das curvas de nivel ¢ = C;, ¥ = C, s@o apresentados nas
Figuras 1 e 2. As curvas de nivel de ¢ = @ (x;,y,) e ¥ = ¥(xy,y;), calculadas aproximadamente,
também sdo sobrepostas aos resultados.

A Figura 1, ilustra o efeito da operacao dos pogcos em um dominio com potencial uniforme nulo
@, = 0. Neste caso, toda a dgua injetada é captura pelo bombeamento conforme pode ser obser-
vado nas linhas de corrente saindo dos pocos de injecdo em dire¢do aos pogos de bombeamento.
A andlise das linhas de corrente mostra que um poco de bombeamento captura 4gua somente do
aquifero, enquanto que a vazdo dos demais pogos é uma composi¢@o entre a d4gua proveniente

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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dos pogos de injecdo e do aquifero. A observacdo dos pontos de estagnacgio e respectivas linhas
de corrente definem regides de separacao entre os fluxos de dgua. Além disso, fornece uma visao
qualitativa da relacdo entre os diversos fluxos existentes.

P
d+ + Q>0
14000; b
K x x Q<0
12000

y [m]

2 [
PRRS it
10000% /_\\\\\ \\\\\\\\\
7 //% \
s =3
8000% / //,,//% W / =

wo / % "’ 7 7

\

/ /////’ 2%
/ //’/// /
/////
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

x [m]

o

Figura 2: Isolinhas das solugdes ¢ e W para um conjunto de N pocos em dominio com potencial
uniforme ®, # 0.

Por sua vez, a Figura 2 apresenta o efeito do potencial de fluxo uniforme ndo nulo sobre a
operacdo dos pogos. A presenca do potencial ndo nulo afeta drasticamente o cendrio das li-
nhas potenciais e de corrente em comparagdo com os resultados da Figura 1; os pontos de
estagnacdo estdo localizados na direcdo do fluxo uniforme com posi¢cdes determinadas pela
influéncia combinada do fluxo uniforme e dos pocos de bombeamento e injecdo.

Diferentemente do cendrio anterior, o fluxo uniforme abastece a maioria dos pogos. Devido a
localizacdo dos pogos de inje¢do, a d4gua proveniente da inje¢do € parcialmente capturada e o
restante € disponibilizado ao aquifero.

3.2 Problema 02

Considere o fluxo uniforme e confinado com Qy, = 0,1 e Qy, = 0,0 e um conjunto de N =9
pocos em operagdo em um dominio limitado por um rio longo de carga constante ¢ em xo =
5.000. Os dados sdo: k; = 6, k, = 3, [a,b] = [2.200;4.800], [c,d] = [100;300], [r1,r2] =[0,1;0,2]
com distribui¢do uniforme, ®y = KH¢@y = 100, K = 0,0001 e H = 20.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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Neste caso, as fun¢des @ e W sdo dadas pelas expressdes (2.2). Analogamente ao caso anterior, a
Figura 3 ilustra as curvas de nivel de ¢, ¥, ¢ = ¢ (x;,ys) € ¥ = W (xy,y;). Nessa Figura, os pogos
imagens ndo sdo mostrados.

6000

—

+ + Q>0
X x Q<0

5000

4000
E
3000 =X
A //‘%@ﬁ.._
e e
_—

=
e L ——

—1000 ] 1000 2000 3000 4000 5000
x [m]

Figura 3: Isolinhas das solugdes ¢ e ¥ para um conjunto de N pog¢os em dominio com potencial
uniforme e fronteira de Dirichlet.

A andlise do cendrio apresentado na Figura 3 mostra que parte da dgua injetada é captura pelo
bombeamento, enquanto o restante é transmitida ao rio, representado pela fronteira de Dirichlet
xo = 5.000. Por sua vez, o rio abastece parcialmente o po¢o de bombeamento mais a direita e os
demais pogos de bombeamento sdo abastecidos pelo aquifero e pelos pogos de injecao.

A influéncia da condicdo de Neumann em y = yo pode ser analisada por meio de uma adequagdo
de (2.2). Neste caso,

1 N 1 N
P=d,+) ) @, +C Y=W,+) ) ¥,
i=0j=1 ' i=0 j=1

em que P, representa o potencial do j-ésimo pogo real, em (ij, ywj), e ®,, representa o
J

potencial do j-ésimo poco imagem em relag@o a reta y = ygp. Em ambos os casos, as vazdes sao

dadas pela lista Lo.

3.3 Problema 03

Considere o fluxo uniforme e confinado com Qy, = 0,05 ¢ Q), = 0,0 € um conjunto de N =7
pocos em operacdo em um dominio limitado por um rio longo de carga constante ¢p em xg =0 e

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)
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uma barreira impermeavel em yy = —1.000. Os pogos de bombeamento, localizados sobre a reta
x=—1.000 com y =0, £200 e 400, possuem taxa Q = 100; dois pocos de injecdo, localizados
em x = —2.000 e y = £500, possuem taxa Q = Qg. Os demais dados sdo: ®y9 = KH ¢y = 100,
K =0,0001, H=20er, =0,1 éum valor constante.

Neste caso, as funcdes ® e ¥ sdo dadas pelas expressdes em (2.3). Analogamente aos casos
anteriores, as Figuras 4 e 5 mostram as isolinhas de ¢ e ¥ com as respectivas curvas de separagdo
e pontos de estagnacao.

2500 ‘ : AT
I+ + Q>0
2000p % = @=0 |
1500[ .
)
1000 .
> AN
=
T

—500 & :

—1000 ‘ ‘ ‘ 1
—4000 —3500 —3000 —2500 —2000 —1500 —1000 —500 O

X [m]

Figura 4: Isolinhas das solugdes ¢ e W para um conjunto de N pocos em dominio com potencial
uniforme, fronteira de Dirichlet e fronteira de Neumann.

Na Figura 4, com Qg = —100, a linha de pocos € abastecida pela combinagao da 4gua proveniente
do rio, dos pocos de injecdo e do potencial de fluxo uniforme. Nesta composi¢ao, um dos pontos
de estagnag@o estd sobre o rio e separa a regido do rio que fornece dgua aos pocos e a regido que
recebe dgua proveniente do aquifero. Na primeira regido, a descarga Q, é na direcdo dos pocos,
enquanto que na dire¢do do rio na segunda regido. Este cendrio € alterado por meio do aumento
da taxa Q.

Uma mudanga dréstica no cendrio ocorre ao incrementar a quantidade Qgp, conforme ilustrado
pela Figura 5. Agora, os pocos de injecdo sdo suficientes para abastecer os pocos de bombea-
mento e o excedente € fornecido ao rio. A dgua injetada associada a barreira fisica desvia o fluxo
uniforme da dire¢do paralela ao eixo x que passa contribuir com o rio na regido acima aquela de-
terminada pela curva de separagio do pogo, localizado em (2.000, —500). O ponto de estagnagio

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 2 (2020)



SANTOS, HUSSAIN, FIRMIANO e WENDLAND 391

2500

2000

1500

1000

y [m]

500

—500

—1500 —1000 -500 0

—4000 —3500 —3000 —2500 —000
x [m]

Figura 5: Isolinhas das solugdes ¢ e W para um conjunto de N pogos em dominio com potencial
uniforme, fronteira de Dirichlet e fronteira de Neumann.

a direita separa a regido de fluxos que convergem para os pocos de bombeamento daquela em
que a agua flui para o rio. Diferentemente do caso anterior, ndo hé contribui¢ao do rio aos pogos.

4 CONCLUSOES

O método de elementos analiticos possibilitou obter a solu¢do da equacdo que governa o fluxo
de 4guas subterraneas para pocos. O efeito combinado da opera¢do de um conjunto de pogos
de bombeamento e injecdo na fungdo potencial de descarga e na funcio de corrente foi obtido
por meio do principio da superposi¢ao de solucdes. A inclusdao da aleatoriedade das posicoes,
das vazdes e dos raios dos pogos permitiu avaliar cendrios mais complexos e permite explorar
diversas configuragdes de cendrios para pogos de bombeamento e inje¢do. Além disso, fornece
a capacidade de explorar as influéncias do fluxo uniforme com componentes apenas na direcao
X, apenas na direcdo y ou em ambas as dire¢des. A possibilidade de utilizar a teoria das imagens
permite resolver problemas com fronteiras de Dirichlet, Neumann ou a combinag¢do de ambas,
adiciona outra possibilidade de cendrio. O cédigo permite explorar uma vasta gama de cendrios;
pode ser estendido diretamente para explorar a presenca de barreiras fisicas longas, a combinagdo
entre barreiras fisicas e fronteiras de carga constante e nfo estd restrito a quantidade de pogos no
dominio computacional.

ABSTRACT. Analytical solutions to a set of problems involving groundwater flow can
be calculated using the analytical element method (MEA). The possibility of combining
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the potential function in a single mathematical expression makes MEA attractive because it
allows us to consider problems involving confined, unconfined aquifers or the combination
of both in the same equation. In this paper, the MEA was used to obtain the groundwater
flow solution under the joint action of pumping and injection wells. The computational
code has been formulated to allow the use of random data for well flow rates, positions
and radii and can be used to evaluate scenarios involving the infinite domain with fixed
head boundaries, impermeable barriers or a combination of both. The computational results
illustrate some scenarios and include the influence of uniform flow on the configuration
of potential and stream lines, the use of image theory and the approximate calculation of
isolines through stagnation points.

Keywords: groundwater flow, superposition principle, scientific Python.
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