Tendéncias em Matematica Aplicada e Computacional, 21, N. 3 (2020), 461-481
I e I I l a © 2020 Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

www.scielo.br/tema

COEME o 105540/tcma.2020.021.03.0461

Simulacao Numérica de Escoamento Eletroosmotico
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RESUMO. Neste trabalho serd investigado o comportamento de escoamentos de fluidos newtonianos e
ndo-newtonianos em microcanais. O problema ndo-newtoniano, consiste em resolver as equacdes que regem
o movimento para o caso de um escoamento de fluidos cujas propriedades reoldgicas possam ser estuda-
das pelo modelo constitutivo de Phan-Thien-Tanner, como por exemplo os materiais poliméricos. Uma das
caracteristicas interessantes de alguns destes materiais € que eles podem ser misturados com solventes apro-
priados, como uma solugdo eletrolitica, e o resultado € que este fluido como um todo passa a ter propriedades
elétricas. Assim, além das propriedades viscoeldsticas, serd investigada a eletrocinética do escoamento, que
¢ diretamente influenciado pela aplicagdo de um campo elétrico externo. Em particular o fendmeno de ele-
troosmose serd estudado por meio de simulagdes numéricas em canais planos. O movimento das cargas na
solucdo é descrito pelas equacdes de Poisson-Nernst-Planck e para resolver numericamente este problema
serd aplicado o método das diferencas finitas generalizadas. O cédigo para as simulacdes de escoamentos
eletroosmdticas foi implementado como uma parte do sistema chamado HiG-Fow.
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1 INTRODUCAO

H4 mais de 200 anos, é conhecido que determinadas solucdes liquidas podem escoar através
de um pequeno canal pela aplicacdo de uma diferenca de potencial elétrico em suas extremi-
dades. Esta area de estudo, ou técnica de manipula¢do do fluido é chamada de Eletrocinética.
Neste ambito, existem vdrias aplicacdes em dreas de pesquisa como quimica, engenharia e
biomédica [13], [9]. A superficie em contato com uma solugdo eletrolitica desempenha um pa-
pel importante na eletrocinética de dispositivos microfluidicos. Vértices formam-se em torno de
uma superficie condutora que estd em contato com a solu¢ao aquosa quando um campo elétrico
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externo ¢é aplicado. Estes vortices causam perturba¢des do fluxo no microcanal, alterando as-
sim o campo de velocidades do fluido. A eletrohidrodindmica € a conexdo entre as teorias de
eletromagnetismo e hidrodinamica. Assim, a dindmica de fluidos, eletrocinética e eletroquimica
formam a base para o estudo da eletrohidrodindmica. Na teoria eletromagnética, as equacdes de
Maxwell sdo bem conhecidas. Uma revisdo geral e maior detalhes sobre princicios fisicos dos
efeitos eletrocinéticos pode ser encontrada em [6].

O fendmeno de eletroosmose foi primeiramente demonstrado por Reuss em 1809 [27]. Reuss
demonstrou que o fluxo de fluido polar é conduzido pelo campo elétrico externo aplicado en-
tre a entrada e saida de um canal. Ele também notou que o campo elétrico agia diretamente
sobre os fons existentes proximo as paredes do canal. Posteriormente Burgreen e Nakache [7]
realizaram estudos em capilares ultrafinos, observando o efeito do potencial de superficie so-
bre o escoamento. Um ano depois, em 1965 Rice e Whitehead publicaram o artigo [28] so-
bre os mesmos estudos, agora em capilares cilindricos. Em 1879, Helmholtz [20] relatou os
parametros elétricos e do escoamento para o transporte eletrocinético e deu o nome de teoria da
dupla camada elétrica (Eletrical Double layer-EDL). Posteriormente, Goy [19] e Chapman [10]
contribuiram nos estudos da distribui¢ao de cargas no fluido préximo as paredes do capilar. Em
1918 von Smoluchowski [29] realizou estudos em capilares, generalizando a teoria proposta por
Helmholtz. Outra grande contribuicdo foi dada por Debye e Hiickel em 1923 [11]. Eles determi-
naram a concentragdo idnica na solugdo por meio da linearizacio da distribui¢do de Boltzmann
para a energia. Posteriormente varios estudos relacionados a efeitos eletrocinéticos em fluidos
newtonianos foram realizados. Burgreen e Nakache [7] realizaram estudos em capilares ultra-
finos, observando o efeito do potencial de superficie sobre o escoamento. Um ano depois, em
1965 Rice e Whitehead publicaram o artigo [28] sobre os mesmos estudos, agora em capilares
cilindricos. Andlises e simulacdes numéricas de escoamentos eletroosméticos comegaram a ser
publicadas por Yang e Li [35] e Patankar e Hu [23]. O método de diferencas finitas foi apli-
cado por Ermakov et al. para resolver escoamentos eletroosméticos em duas dimensdes para
fluidos newtonianos. No ano de 2000, Bianchi et al [5] resolveram o problema de escoamento
eletroosmético em uma jung¢do-T usando o método de elementos finitos. Solugdes analiticas para
escoamentos newtonianos em canais foram demonstradas por Dutta e Beskok [14]. Em 2002 Lin
et al. [21] resolveram numericamente a equacio de Nernst-Planck para o transporte idnico junto
as equacdes de Navier-Stokes para fluidos newtonianos. O estudo de escoamento eletroosmético
para fluidos ndo-newtonianos é mais recente, devido a dificuldade imposta dependendo do mo-
delo constituvo a ser utilizado. Em 2008 Park e Lee [22] determiram a velocidade eletroosmotica
para escoamentos viscoeldsticos enquanto Zhao et al. [36] realizavam estudos de escoamentos
eletroosméticos de fluidos modelados pela lei de poténcia. Tang et al. [33] também realizaram
estudo numérico de fluidos ndo-newtonianos em escoamentos eletroosmoticos. Afonso et al. [1]
demonstraram a solucdo analitica para escoamentos viscoeldsticos em um canal de secdo circu-
lar, levando em conta um gradiente de pressdo nao nulo e o efeito eletrocinético, onde um dos
modelos constitutivo usado foi o de Phan-Thien/Thanner simplificado, sSPTT. Em 2015, Peng et
al. [24] estudaram os efeitos de um gradiente de concentragdo dentro de um canal, levando em
conta uma mistura de diferentes solu¢des eletroliticas. Recentemente, Song et al. [30] realizaram
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estudos de instabilidades numéricas em mistura de uma solucdo ferrosa com agua em um canal
plano.

Um dos problemas numéricos que surge quando estudamos escoamentos eletroosméticos con-
siste essencialmente em descrever a concentracdo de cargas em fungdo do tempo, isto €, pre-
cisamos obter a densidade de cargas elétricas no fluido. Esta densidade de cargas é dada pela
solu¢do da equagdo de Nernst-Planck, que é uma equacio de transporte dos fons. Além disso,
esta equacdo € acoplada ao potencial induzido nas paredes do canal pelo qual ocorre o escoa-
mento. Assim, temos que resolver uma equacdo de adveccdo-difusdo, problema similar ao que
aparece nas equagdes de Navier-Stokes. Para resolver este problema numericamente, o dominio
computacional do escoamento € dado por uma malha hierarquica gerada através da Hig-tree [31],
por exemplo, no caso bidimensional é uma quad-tree generalizada [17]. Em geral, as malhas
hierdrquicas impdem dificuldades no esquema numérico com base em aproximagdes cartesianas
e requer o uso de interpolacdes espaciais em pontos desconhecidos do esténcil. As interpolacdes
das propriedades no centro das faces e no centro das células sao feitas pela técnica de minimos
quadrados méveis, que usa um dado conjunto de pontos onde a propriedade é conhecida para
estimar um valor desconhecido em um ponto vizinho. As equagdes de Navier-Stokes junta-
mente com o modelo constitutivo de Phan-Thien-Tanner (PTT) s@o discretizadas pelo método das
diferencas finitas generalizadas usando o sistema HiG-Flow [8], que permite que “compartimen-
tos de c6digo”viscoeldstico, newtoniano, eletroosmético, sejam criados e depois usados juntos
para a simulacdo numérica. Os sistemas lineares resultantes das discretizac¢do sio resolvidos por
solvers usando a biblioteca PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) [4].

2 DESCRICAO DO PROBLEMA

Como foram estudados tanto escoamentos de fluidos newtonianos quanto viscoeldsticos, iremos
apresentar as equacdes governantes de forma geral para o caso viscoeldstico e, veremos que o
caso newtoniano € descrito por uma simplificacdo dessas equagdes. Além disso, as equacdes
serdo apresentadas na forma adimensional, pois, o cédigo estd implementado desta forma. Neste
sentido, os pardmetros, operadores e propriedades adimensionalizados serdo identificados por

Lt} £

um superescrito asterisco ” * . Consideramos que o escoamento é incompressivel, laminar,
isotérmico e com viscosidade constante. Em particular, escoamentos em microfluidica tem baixas
velocidades, isto €, bem menores que a velocidade do som, por isso é comum considera-lo como
sendo incompressivel e laminar, sem comprometer a acurdcia do método de solugdo. Assim, as

equagdes que regem o escoamento na forma dimensional sao:

Vou=0, @.1)
du )

pj-i-pu'Vu:—Vp—l-noV u+V-S+F, 2.2)

T=12n,D+S, (2.3)
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O sistema HiG-Flow fora implementado de maneira que todas as equacgdes sdo resolvidas
na forma adimensional. Para adimensionalizar as equagdes governantes (2.1), (2.2) e (2.3)
considera-se as grandezas adimensionais

u v X tU S T

P =502 U U H H ° " puz ' T pur

onde p,H e U sdo valores dimensionais de referéncia para densidade, comprimento e velocidade
respectivamente. Neste sentido, V* = HV e logo D* = H/UD permitindo escrever as equagdes
na forma adimensional:

V*ut =0, Q2.4)
Ju* * *o ok * % 1 2ok ok * * *
+ut Vit = — Vit — VPt 4 VS F 2.5)
ar* Re
2(1 -
= 2U=Py +8%, 2.6)
Re

onde u é o campo vetorial de velocidade, ¢ é o tempo, p € a pressdo hidrodindmica, Re = pUH /1
€ o nimero de Reynolds, U ¢ a velocidade caracteristica do fluxo, H ¢é a largura caracteristica do
canal por onde ocorre o0 escoamento, p a densidade de massa e 19 denota a viscosidade dindmica
total Mo = 15 + 1,. A proporgio de solvente ¢ dada por 8 = % O tensor taxa de deformacdo

€ denotado por D = % (Vu+ (Vu)T), T o tensor das tensdes elastica, também chamado neste
texto de tensor polimérico e F € o termo relativo as forcas externas aplicadas ao fluido, o qual
pode depender do campo gravitacional, de um campo elétrico ou outros campos de forcas. A
contribui¢do polimérica T € definida em termos de um novo tensor, S, na equagdo 2.3. Esta
relagdo entre T e S permite que o termo difusivo 71,V?u apareca na equagio de movimento.
Caso o escoamento seja do tipo viscoeldstico, este termo difusivo some, sendo computada a
contribui¢do do solvente se houver, e a contribui¢do polimérica. Ja se o escoamento for do tipo
newtoniano, o tensor S € nulo, consequentemente 1), = 1), € as equagoes 2.2, 2.3 sdo consistentes.
A equagd@o de movimento (2.5) é um balango de for¢as que agem sobre o fluido. A evoluc¢do no
tempo do tensor polimérico € dada por:

o*T*
ot*

1
(VT - [(V*u*)T THT V| = M (T, 2.7)

onde De = AU /H é o nimero de Deborah e A é o tempo de relaxagéo do fluido. No contexto geral
do cédigo, a fungdo M* (T*) é genérica, podendo ser definida mais tarde. O sistema HiG-Flow
carrega a fungfo apropriada, de acordo com o modelo constitutivo escolhido pelo usuério. Para
resolver a equagdo do tensor polimério (2.7) usaremos o tensor de conformagao A, [15], [16], [2].
Este tensor € simétrico e positivo definido, sendo estas importantes propriedades matematica para
a construgdo de matrizes de tranformagio ou decomposi¢des. Em geral , a equacdo para A* é
escrita como

JA*
ot*

1
(VAT — ATV 4+ Vo AT = oo (AY), (2.8)
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onde .Z(A) é definida de acordo com o modelo viscoeldstico. As variagdes nas propriedades
reolégicas do fluido, como a tensdo e viscosidade, sdo importantes no que diz respeito a es-
coamentos viscoeldsticos. Existem alguns modelos constitutivos que em geral relacionam essas
propriedades com o movimento, os quais permitem o estudo do escoamento desses tipos de
fluidos. Assim, um modelo constitutivo deve ser usado para descrever o tensor das tensdes no
escoamento. A tarefa de identificar uma equacdo reoldgica adequada para o estudo do escoa-
mento em questdo pode nao ser tdo simples. O comportamento do fluido deve ser expresso por
uma equacio constitutiva para a tensdo T. Uma das maiores dificuldades no estudo da mecénica
dos fluidos ndao Newtonianos estd na escolha de um modelo que possa descrever corretamente
essas propriedades reoldgicas. Existem varios modelos constitutivos para este estudo. Neste tra-
balho, utilizamos o modelo linear de Phan-Thien-Tanner (PTT) [34] para resolver o problema de
escoamento eletroosmoético em um microcanal. O modelo PTT € descrito por:

f(er(T))T+AT =2n,D, (2.9)
onde T e a funcdo f sdo dados por:
= dT T
T=§+(U~V)T—[(Vu) .T+T-Vu]+§(T-D+D-T), 2.10)
A
Fer(T) =1+ %tr(T). @.11)
p
Portanto, para o modelo PTT, o lado direito da equagdo (2.7) pode ser reescrito como:
2(1— ReD
M* (T*) = %D* - <1 + eleﬁetr(T*)) T —EDe(T-D* +D*-T%).  (2.12)
e _

No modelo PTT, a tensao depende do traco de T, e do pardmetro adimensional €, o qual é rela-
cionado com a viscosidade elongacional para escoamentos desenvolvidos. Outro pardmetro que
aparece neste modelo, &, essencialmente diz respeito a0 movimento nio afim entre as moléculas
de polimero e o meio continuo. As cadeias de polimero, dentro do meio, podem se movimentar
relativamente a deformacao do meio macroscépico, assim cada por¢éo microscépica do polimero
pode transmitir apenas uma fra¢do da sua tensdo para o meio continuo ao seu redor. Se & = 0,
ndo existe deslizamento significando que 0 movimento é afim. Desta maneira, £ é o parimetro
responsavel pela segunda diferenga de tensdo de cisalhamento ser ndo nula, levando a fluxos se-
cunddrios quando o escoamento ocorre em dutos com sec¢do transversal ndo circular [25]. O lado
direito da equacdo do tensor de conformacao é dado por:

€ReDe
1-p

onde B* € resultante da decomposi¢io do gradiente da velocidade conforme proposto por Fattal

MH(A) = <1 tr(S*)) (I—A*)—2& De (B* —B*A"). (2.13)

and Kupferman [15]. Neste sentido, as equag¢des de movimento sdo resolvidas para o escoamento
regido pelo modelo PTT.

Um grande desafio para pesquisadores da drea de computagdo, especificamente tratando-se de
reologia, é resolver a equagdo (2.7) - ou (2.8) - para altas viscoelasticidades, ou seja, quanto maior
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o nimero de Deborah, maior a dificuldade de o método numérico obter uma solugdo estavel.
Com o intuito de suprimir essa instabilidade numérica, Fattal and Kupferman [15] proporam a
reformulacdo da equagdo diferencial constitutiva para o logaritmo do tensor de conformagao.
Numa extensdo dessas idéias propostas por Fattal and Kupferman [15, 16], Afonso et al. [2]
apresentaram uma transformagdo do tensor de forma genérica, denominada kernel-conformation,
que permite aplicar diferentes funcdes kernel para a matriz de tranformacao, na qual a evolugdo
da equagdo para k*(A*), pode ser expressada na formulag@o tensorial como:

———+ (" VHK"(A") = Q" k*(A") — k" (A")Q" +2B* + —M*, (2.14)
ar* De

onde B and M sdo tensores simétricos construidos pela ortogonalizagdo dos tensores diagonais

enquanto que Q* é um tensor antissimétrico. Assim, a solu¢cdo numérica pode ser feita através da

equacdo (2.14) ao invés de usar a expressdo (2.7). Se consideramos o escoamento newtoniano, o

tensor S* na equacgdo de movimento (2.5) € nulo e apenas a velocidade e a pressdo sdo atualizados

a cada passo no tempo. Para completar as equagdes governantes, fica faltando o termo fonte

elétrico, que forca o fluido a escoar conforme as propriedades elétricas impostas.

Considere um canal plano conforme mostra a figura 1, e que inicialmente o fluido estd em re-
pouso dentro do canal. Cargas positivas se acumulam préximo as paredes negativamente carre-
gadas, como mostra a figura 2 e isso faz com que surja um potencial induzido y, dando origem
a uma fina camada eletricamente carregada, chamada camada de Debye. Em r = 0 um gradiente
de potencial elétrico V¢ € aplicado entre as extremidades de entrada e saida de fluido no canal.
Assim, ocorre a movimentacdo dos fons dentro da fina camada perto das paredes do canal, fa-
zendo com que as particulas neutras sejam arrastadas pela forga viscosa, colocando o fluido em
movimento. Essencialmente esse € o fendmeno de eletroosmose. A figura 2 mostra o perfil de
velocidade eletroosmético totalmente desenvolvido.

Fluxode /e
Fluido

y

e s 2H

L

Figura 1: Ilustragdo do escoamento eletroosmético entre duas placas planas paralelas. O fluxo de
fluido ocorre entre as duas placas de meia altura igual a H. O comprimento L e largura w sio
considerados muito maiores que H, mais especificamente para as simulagdes computacionais
L ~20H.

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



BEZERRA e CASTELO 467

Potencial externo aplicado

Parede negativamente carregada

Camada de Debye
—
~———
[
+ Fluxo de fluido --> u(y) 2H -
u(y) desenvolvido
y
Camada de Debye Lx

Parede negativamente carregada

Figura 2: As cargas que inicialmente estavam distribuidas de forma homogénea no fluido, se re-
distribuem dentro do canal, havendo um actimulo de ions positivamente carregados préoximo as
paredes negativamente carregadas. Apés a aplicagio do potencial externo, essas cargas comegam
a se movimentar proximo as paredes, arrastando as particulas neutras do fluido. O perfil de velo-
cidade mostrado estd totalmente desenvolvido para o escoamento eletroosmético, considerando
o gradiente de pressdo nulo.

Com o objetivo de resolver a equagao do movimento (2.2), temos que incluir o termo forgante
elétrico que € dado pela forca elétrica
F=p.E, (2.15)

onde E € campo elétrico e p, a densidade de carga elétrica. A descri¢do matemética do fendmeno
eletrocinético surge através das equagdes de Maxwell do eletromagnetismo. Na auséncia de
campos magnéticos, as equacgdes de Maxwell se tornam:

VXE =0, (2.16)
&V-E=p,, 2.17)

onde €, é a permissividade elétrica do meio em questao.

Da equagdo 2.16, podemos escrever V X E =V x (—=V®) = 0, e portanto, usando as expressdes
2.16 € 2.17 temos:

E= Vo, (2.18)
V., V0= —p,, (2.19)

onde o potencial elétrico total ® e a densidade de carga elétrica p, sdo funcdes escalares que em
geral dependem das coordenadas espaciais. Note que o potencial ® € a contribuigao total devido
as cargas no fluido distribuidas préximo as paredes do canal, o qual chamamos de v, e devido
ao potencial externo aplicado, que denotaremos por ¢, ou seja, ® = ¢ + y. Assim, resolvendo
a equagdo (2.19) para o potencial @, o campo elétrico E é determinado pela expressdo (2.18), e
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pode ser usado juntamente com a densidade de carga p, para obter o termo fonte da equagéo de
movimento. Portanto além do campo elétrico, devemos determinar p, que € relacionada com a
concentragdo idnica de acordo com a expressao:

_n7), (2.20)

onde e é a constante de carga elementar, z = z7 = z~ é o nimero de valéncia da solugio ele-
trolitica considerando um eletrélito simétrico, e n e n~ sdo as concentragdes de fons positivos e
negativos respectivamente. Neste sentido, para determinar a densidade de carga p,, é necessario

saber as concentracdes n™ e n~, que sdo obtidas através da equagio de Nernst-Planck, que € dada
por:
ont
M v (D*Vit —unt D v ), 2.21)
ot kgT

onde kg é a constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta, D™ e D™ sdo os coeficientes de di-
fusdo dos fons positivos e negativos respectivamente. Considerando por enquanto um fluido com
permissividade €, uniforme e coeficientes de difusdo D™ = D~ = D constantes e, reescrevendo
o conjunto de equagdes (2.19)-(2.21) na forma adimensional, temos:

V2ot = —p; (2.22)

pr=38(n"t—n""), (2.23)
on** * ok k=t 1 %2kt 1 * *E 7k ok

5= -V*n +Fev n iP—eaV (VY (2.24)

onde n = non* € ny a concentragio de referéncia da solucdo, ¥ = {yy* com {y o potencial na
parede do canal, § = ngezH? /€,y um pardmetro adimensional para a simulagdo, Pe = UH /D
o nimero de Peclet e @ = ez{y/kpT € a razéio entre a energia potencial e a energia térmica. O
conjunto de equacdes de Poisson-Nernst-Planck adimensionalizadas (2.22) - (2.24), que vamos
denotar por PNP, sdo resolvidas numéricamente para obten¢@o do termo fonte F* = —p;V*®*
da equag@o de movimento (2.5).

Podemos simplificar o tratamento das equacdes PNP, (2.22) - (2.24), com o objetivo de obter
expressdes analiticas para as propriedades do escoamento eletroosmético n, Y e p.. Em geral
simplificacdes das equacdes levam a perda do transiente e € o que ocorre com a equagdo de
transporte idnico (2.24) quando consideramos que a concentracdo € dada pela distribuicdo de
Boltzmann [18], ou seja, a solugdo estaciondria da equacdo (2.24) é dada por:

n*j:

= exp(Foy™), (2.25)
e substituindo #** na equacio (2.23), temos
p. = —20sinh (ay™), (2.26)

e para pequenos valores de «, ou seja, energia térmica muito maior que a energia potencial,
a equacdo (2.26) pode ser linearizada, resultando na chamada aproximacio de Debye-Hiickel
(DH):

p, =—-2ady", (2.27)

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



BEZERRA e CASTELO 469

onde ¢é definido o pardmetro adimensional de Debye x = V206 = H/Ap, com Ap a largura da
camada de Debye.

A descri¢@o do fendmeno através das expressdes matematicas possibilita resolver as equacdes de
movimento para um fluido viscoelastico com um termo forcante que € obitido pela solugdo das
equagdes PNP. Na proxima secdo serd descrito o procedimento numérico utilizado.

3 PROCEDIMENTO NUMERICO

Para a discretizacdo espacial, foi usado o método de diferencas finitas generalizadas de segunda
ordem em uma malha hierdrquica, na qual as propriedades como pressao, tensor viscoeldstico,
potenciais e concentragdes elétricas sdo armazenadas no centro das células, enquanto que as
velocidades ficam no centro das faces. As interpolacdes das propriedades do escoamento sdo
feitas através do método dos minimos quadrados mdveis. Para uma abordagem mais detalhada
sobre o sistema HiG-Flow, favor consultar [31].

Para o termo difusivo foi usada a discretizacio de segunda ordem por diferengas centrais. Para
a discretizacdo do termo convectivo € usado o método CUBISTA. Para uma abordagem mais
detalhada do método, favor consultar [3]. Este método de discretizagdo também € usado para os
termos convectivos existentes nas equacdes do tensor viscoeldstico e da concentracdo idnica. A
equagdo de poisson aparece naturalmente quando tentamos resolver o acoplammento pressao-
velocidade na equagdo de movimento usando o método da projecdo, seja este incremental ou ndo
incremental. Em todo passo no tempo este tipo de equagdo precisa ser resolvida. Além disso,
a equacdo de poisson também deve ser resolvida para os potenciais elétricos e também para a
concentragdo idnica nas equagdes de Poisson-Nernst-Planck. Ao todo sdo 4 equagdes de poisson
a serem resolvidas. O método da projecdo nao-incremental [26] foi utilizado para resolver o aco-
plamento pressdo-velocidade. Apesar de a HiG-Flow possibilitar o uso do método incremental,
este método de projecdo fora escolhido para evitar que oscilagdes no transiente ocorram durante
as simulagdes [32]. Isto ndo significa problemas quanto a demora na marcha no tempo, pois a
propria solucdo das equagdes PNP exigem que menores Ar sejam adotados. Além disso o método
de Euler de primeira ordem com o termo difusivo implicito foi utilizado para a integragao tempo-
ral. Denotaremos o passo no tempo pelo superescrito s, para ndo confundir com a concentrag@o
i0nica jé definida anteriormente como n. Considere a equagdo do movimento adimensionalizada
(2.5) e, para simplificar a notacdo, a partir daqui omitiremos o superescrito asterisco, pois s
vamos tratar as equagdes adimensionalizadas. A discretizacdo dessa equacdo, separando-a nos

dois passos devido ao método da projecao €
StTT __ §yS 1
Y Y Ve -V V.S P 3.1

At Re

us+1 _ us+r

o=V 3.2)
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onde s+ 7 € um tempo intermedidrio entre os passos s e s+ 1. Aplicando o operador V na equagio
(3.2) e levando em conta a equagdo da continuidade,

1
VZ s+l _ _ V. S+T 33
p A (3.3

Assim, a quantidade p**! é calculada pela solugio da equagio de poisson e, consequentemente

a velocidade no passo s+ 1 é determinada pela substituicio de p*+!

na equagdo (3.2). Essen-
cialmente este € o método da proje¢do ndo-incremental utilizado. O grande trabalho a ser feito
€ calcular todos os termos envolvidos na equagdo (3.1), ou seja, ainda temos que calcular o
termo convectivo —u® - Vu’, o termo do tensor viscoelastico V - S* e o termo forcante elétrico
F* = p;V®*. Como termo difusivo R%Vzu”f ¢ discretizado no passo s 4 7, podemos reescrever

a equagdo (3.1) como sendo

S+T S+T s+7T s+T s+7T s+T
e Ar 2u; 5" =y n 2 " — i —
bJ Re Ax? Ay?
—u} j+ ALR(W, S, pf ). (3.4)

onde R(u*,S*, p* F*) é a soma dos termos de pressdo, convectivo, tenséio viscoelastica e forga
elétrica. A equagéo (3.4) foi escrita para o compenente u do vetor velocidade u = (u,v) em duas
dimensdes. Uma expressdo andloga para o componente v € resolvida no mesmo “lago for’que
percorre todas as células do dominio. Portanto, determinando a fung¢do R(u*,S*, p* F*), o sistema
de equacgdes lineares pode ser resolvido numéricamente. O termo correspondente a pressdo é
atualizado de forma que p**!' = p* +dp, com dp calculado na equacio (3.3).

Ao invés de resolver diretamete a equacdo do tensor viscoeldstico T, foi usado o kernel-
conformation, sendo discretizada a expressdo para o tensor k, equagdo (2.14). Essencialmente,
o sistema HiG-Flow possui uma rotina pra calcular o tensor kernel k, outra rotina para marchar
esse tensor kernel no tempo e por fim fazer a transformagao do kernel atualizado para obter o
tensor polimérico T e o tensor S que deve ser usado na equacio de movimento. A discretizacao
para a marcha no tempo do tensor kernel é feita de forma explicita, ou seja,

1
kSt =Kk +Ar —(us-V)kS+QSkS—kSQS+ZBS+FMS ; (3.5
e

Uma rotina € utilizada para calcular o termo Q°k*® — k’Q° e outra para obter 2B° + iMs. Resta
o termo convectivo, (u® - V)k* que é calculado usando o método CUBISTA. Este método garante
maior estabilidade a solu¢do numérica quando por exemplo comparado ao método upwind de
diferencas centrais.

Além da influéncia das tensoes viscoelasticas do modelo PTT, a existéncia do termo fonte elétrico
impde um perfil de velocidade caracteristico no escoamento. A discretizagdo dos termos eletro-
cinéticos foi realizada para que o cédigo funcione no HiG-Flow tanto para o fendmeno fisico
completo descrito pelo conjunto de equagdes de Poisson-Nernst-Planck (PNP), quanto para a
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aproximacao de Debye-Hiickel (DH). Vamos comecar com a equagao de transporte idnico (2.24).
Omitindo o superescrito 4, a equagdo para as concentragdes pode ser reescrita como sendo:

ns+l s

—n s 1 2 s+1 1 s s

—— = Vi’ + VT + —aV- (VP 3.6
At VI VT p eV (rVeY, (3.6)

onde ®° = ¢ + y. Assim como na equagdo (3.1), o termo difusivo é calculado implicitamente.

Desta forma,

1 s+l 1 1 1 s+1
! Ar 2”% —ni) J —nil J 2”:? "z?j—1 *”z’;ﬂ
L] Pe Ax2 Ay2
=n'+AN(rn’,u’, D), 3.7
onde |
N(@#*,v*, ®*) = —u’ Vi’ + EaV (VDT (3.8)

O termo convectivo, primeiro a direita da igualdade (3.8), € obtido a cada passo no tempo pelo
método CUBISTA. J4 o termo potencial € discretizado por diferengas centrais:

N La(nf-&-l,j = )@ — O W W)

1 !
+—aV. (VP =
Pe

2Ax
" ia (] e =1 )0 — 0 W — V)
Pe 2Ay
1 _
+ ﬁa5nfﬁj(nfj —n; ;). (3.9)

Assim, n* sdo determinados pela substitui¢io de N(n*,u®, ®*) em na equacio (3.7). Em seguida,
o potencial y precisa ser atualizado pela equagdo de poisson

1 1 1
vl 2w iy vt 2 el

sz A . _S(n(s+1)+_n(s+1)7)7 (310)
Y

a cada passo de tempo, visto que ele estd diretamente acoplado com a concentragdo i6nica. Com
o valor de n™ e o valor de V® calculados, o termo fonte elétrico é determinado por F=—p, VP,
que pode ser escrito como:

s s S S
(B8 1= 01+ Vi — Vi)

=8t —nt . , 2Ax
F==5(m;—m;) (01— 021+ Vi — Vi) @10
2Ay

3.1 Condicoes de contorno nas paredes do canal

Nas paredes do canal, condi¢des de Neumann sdo aplicadas para a pressdo p e para o potencial
eletrostatico ¢ enquanto que y assume o valor potencial de referéncia {y. As concentragdes nas
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paredes sdo dadas pela distribui¢do de Boltzmann (3.15) e para a velocidade € imposta a condigao
de ndo deslizamento.

fi-Vp=0, (3.12)
n-Vo =0, (3.13)
v = o, (3.14)

n* = ngexp(Fad), (3.15)
u=0, (3.16)

3.2 Condicoes de contorno na entrada e saida do canal

Para a pressdo, condigdes de Dirichlet sdo aplicadas, assim a entrada e saida do canal tem exata-
mente a mesma pressdo, resultando em um escoamento eletrosmatico puro, isto é, com p;, igual
a pou- Para o potencial eletrostatico ¢ também impomos os valores na entrada e saida do canal,
com @, # Qo Obtendo assim um V¢ # 0. A concentragio assume o valor de referéncia ng na
entrada do canal enquanto que na saida a condi¢do de Neumann fi - Va™ = 0 é imposta para que
0 escoamento seja totalmente desenvolvido. Impomos condi¢cdo de Neumann para a velocidade
tanto na entrada como na saida do canal, para que o escoamento seja desenvolvido apenas sob a
acdo da forga elétrica.

Abaixo € descrita a sequéncia correta de cdlculos para obter a solucao em cada passo de tempo
s. Para s = 0, temos:

passo 1: impor as condi¢gdes de contorno adequadas para a geometria utilizada.

passo 2: calcular a velocidade intermedidria u® usando a equacéo (3.4). Note que todas as propri-
edades, pO, u’, SO, l//o, d)o, n%) devem ser inicializadas no volume, de acordo com o condi¢do
inicial desejada. Por exemplo, para o escoamento entre placas paralelas p° =0, u® =0, S =0,
y0=0,¢=0,n"F =1.

passo 3: calcular o termo de pressio, p' resolvendo a equacio de poisson (3.3).

passo 4: calcular a velocidade atualizada u' usando a equacio (3.2).

passo 5: calcular k' usando a equagdo (3.5) e realizar a transformacio para obter V- S
passo 6: resolver a equagdo de transporte idnica (3.7) para obter n' ().

passo 7: calcular o potencial y! resolvendo a equagio de poisson (3.10).

passo 8: calcular o potencial ¢! resolvendo a equacio de poisson V2¢ = 0.

passo 9: calcular o termo fonte elétrico F!, dado por (3.11).

O procedimento acima deve ser repetido para cada passo de tempo até atingir a solucdo
estaciondria, se existir. Para o caso da aproximacao de Debye-Hiickel, o passo 6 ndo é executado.
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4 RESULTADOS

Um dos pontos que vale ressaltar quando queremos simular escoamentos eletroosméticos € o
refinamento da malha perto das paredes do canal. Se a malha for muito grossa naquela regido,
informacgdes podem ser perdidas e o resultado final deve ser afetado. O efeito do refinamento
da malha é mostrado na figura 3a. Note que para uma distdncia minima entre dois pontos vizi-
nhos de 2,5 x 1072 existe um grande erro em comparagdo com a curva analitica. Para a malha
um pouco mais refinada, Ay/H = 3,125 x 1073, a curva se aproxima do resultado analitico,
assim como para a malha mais refinada com Ay/H = 7,8215 x 10~*. Para as simula¢des com
valores considerados altos para o pardmetro de Debye, k > 100 esse nivel de refinamento € ne-
cessario para que se obtenha um nimero razodvel de pontos proximo as paredes. A figura 3b
ilustra a malha utilizada nas simul¢des que exigem grande refinamento perto das paredes, onde
ocorrem variacdes significativas das propriedades do escoamento. Esta malha possui 7 niveis de
refinamento com Ay, /H = 7,8215 x 1074,

1.0

0.8+

0.6

A py /H=78125%10"

S 3
o = 6. B e e e e
N Ay /H=6.2500x 10
O 4y /H=25000x10"
0.2 analitica
0.0+ . . .
0.96 0.97 0.98 0.99 1.00

y/H (b)
(a)

Figura 3: a) Efeito do refinamento préximo as paredes do canal e b) malha utilizada nas
simulacdes de escoamento entre placas paralelas.

Nas paredes do canal, condi¢cdes de Neumann sdo aplicadas para a pressdo p e para o potencial
eletrostdtico ¢ enquanto que W assume o valor potencial de referéncia {y. As concentra¢des nas

+ = npexp(Faly) e, para a velocidade é

paredes sdo dadas pela distribuicdo de Boltzmann, n
imposta a condicdo de ndo deslizamento. Para a pressdo, condigdes de Dirichlet sdo aplicadas,
assim a entrada e saida do canal tem exatamente a mesma pressdo, resultando em um escoa-
mento eletroosmético puro, isto é, com p;, igual a p,,,. Para o potencial eletrostatico ¢ também
impomos os valores na entrada e saida do canal, com ¢, # @, obtendo assim um V¢ ## 0.
A concentracio assume o valor de referéncia ny na entrada do canal enquanto que na saida a
condi¢do de Neumann fi- Vn* = 0 é imposta para que o escoamento seja totalmente desenvol-
vido. Impomos condi¢do de Neumann para a velocidade tanto na entrada como na saida do canal,

para que o escoamento seja desenvolvido apenas sob a ag@o da forca elétrica.
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4.1 Fluido newtoniano

No caso de um fluido newtoniano, o efeito da forca elétrica torna o perfil de velocidade depen-
dente da distancia até a parede do canal e da espessura da camada de Debye, isto €, do pardmetro
k. Quanto menor a espessura da camada de Debye, maior € a concentragdo de cargas perto das
paredes, onde fortes variacdes do perfil de velocidade devem acontecer.

1.0+
0.84
B o - 0.6
= o k=20 3 =
N 0.4 A k=50 ? N 0.4 o x=10
& x=300 O x=20
0.2 analitica 2 0.2 A k=50
i O x=300 )
0.0 8 0.04 analitica 5|
’ T T T T T ’ T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
y/H y/H
(a) (b)

Figura 4: a) Perfil de velocidade para escoamento newtoniano entre placas paralelas com di-
ferentes valores do pardmetro de Debye k e em b) ampliacdo da regido préxima a parede do
canal.

1.012 T T T T
o k=10

1.008 o x=20
A k=50

1.004 o k=300

analitica

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/H

(a)

Figura 5: a) Concentragio idnica n™

e n~ para escoamento newtoniano entre placas paralelas
com diferentes valores do pardmetro de Debye k e em b) amplia¢do da regido préxima a parede

do canal.
A figura 4a mostra o perfil de velocidade para diferentes espessuras da camada de Debye, e

a figura 4b amplia a imagem préximo a parede do canal. A medida que diminui a espessura
da camada de Debye, ou seja, aumentando o pardmetro k, ocorrem variagdes mais acentua-
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0.0 1 0L OO OO BOOOOOI
-0.24
-0.4 4
N O x=10
3 061 o x=20
A k=50
084 < x=300
analitica
-1'O< T T T T T T T
! 086 0.88 090 092 094 096 098 1.00
y/H y/H

(a) (b)

Figura 6: a) Potencial eletroosmético Y para escoamento newtoniano entre placas paralelas com
diferentes valores do parametro de Debye k e em b) ampliacdo da regido préxima a parede do
canal.

das no perfil de velocidade perto das paredes. As curvas estdo normalizadas pela velocidade de
Helmbholtz-Smoluchowski, uy, = —€,§oEy/N. Para estas simulagdes, Re = 0,001, Pe = 1,0. As

concentragdes idnicas n*

sd0 mostradas na figura 5a, e na ampliagdo da regido préxima a parede
do canal, figura 5b, nota-se perfeitamente a maior concentracio de cargas perto da parede a me-
dida que o pardmetro de Debye cresce de k¥ = 10 a 300. O actimulo de cargas perto da parede
faz com que o potencial y varie nesta regido. Para k¥ = 10 mudangas no potencial sdo sentidas
a maiores distincias da parede quando comparada a curva mostrada para k¥ = 20. A medida que
a camada de Debye se torna mais fina, k = 50, o potencial varia rapidamente perto das paredes
do canal e consequentemente a concentracao de cargas tende ficar cada vez maior naquela regidao

como mostrado para kK = 300, figuras 6 e 5.

Para o fluido viscoeldstico, o modelo PTT foi usado para resolver este problema. Primeiramente
apresentamos os resultados para o model PTT completo e depois para o modelo simplificado
sPTT.

4.2 Modelo de Phan-Thien/Tanner-PTT

O perfil de velocidade depende da distancia a parede, y, do parametro de Debye x e também do
tempo de relaxacéo do fluido que é relacionado com o niimero de Deborah Dey = A Kug,, como
mostrado na figura 7. As simulacOes foram realizadas para Re = 0,001 e Pe = 1,0.

Para De, = 0,5, o comportamento do fluxo se aproxima ao de um escoamento newtoniano.
Se De, = 2,0 nota-se que o perfil de velocidade sofre maiores alteracdes em relacdo ao perfil
newtoniano, e isso ocorre devido a baixas viscosidades perto das paredes do canal, influenciados
pelo aparecimento de tensdes cisalhantes do modelo PTT. As tensdes normais e cisalhantes sdo
mostradas na figura 8a e 8b respectivamente. Os resultados sdo similares aos encontrados na
literatura. Para detalhes sobre a solu¢do analitica para o estado estaciondrio, favor consultar [12].
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u/ush

T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/H

Figura 7: Perfil de velocidade para escoamento viscoeldstico entre placas paralelas para k¥ = 10,
e=£&=0,01.

8 0.0+
° De=05| o ] 05
61 = o De =05
_ o De =2.0 = e, |K= 10
N > De =05 N 9 De=20
N x x=100 s 104 > -0,
S 4 DeK=2.0| < De =051 100
% " i . <4 De =20
[ analitica i 15 o
analitica
-2.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
y/H y/H
(@) (b)

Figura 8: Tensdes para o fluido PTT em fun¢@o do nimero de Deborah, para k¥ = 10 e k¥ = 100,
€ =¢& =0,01. a) Tensdo Ty, e em b) Ty,

4.3 Modelo de Phan-Thien/Tanner simplificado-sPTT

Nesse modelo & = 0 na expressdo (2.13). Além disso, ao invés de considerarmos o escoamento
eletroosmético puro, vamos impor um gradiente de pressdo nao nulo no canal. Neste sentido, as
solugdes para a velocidade e o tensor viscoeldstico no estado estaciondrio para o modelo sPTT
dependem do parametro I' definido como:

I'= 7H2 d—p 4.1

Ee C() E, dx
Neste sentido, para um gradiente de pressdo maior que zero, dp/dx > 0, o fluido é “empur-
rado”no sentido contrario ao escoamento conforme mostra a figura 9 paraI'=1,0,'=2,0 ¢
I' =2,778, representados tridAngulos apontando para baixo, losangos e tridngulos apontando para
esquerda respectivamente. Por outro lado, se dp/dx < 0, o fluido é empurrado no sentido do
escoamento, resultando nos perfis mostrados na figura 9 para I' = —0,5 e I' = —1,778, repre-

Tend. Mat. Apl. Comput., 21, N. 3 (2020)



BEZERRA e CASTELO 477

sentados por circulos e quadrados respectivamente. Para detalhes sobre a solugo analitica para
o estado estaciondrio deste problema, favor consultar [1].

Figura 9: Perfil de velocidade para escoamento newtoniano entre placas paralelas para K = 20.
As curvas mostram o efeito do gradiente de pressdo aplicado, relacionado com o pardmetro I'.

24 J J T j B u =2!
De=25; I'=-1.0 51 T, (=277)
2_0<l>l>l>l>l>[>[>[>[>[>[>[> ] . (] Txy(l“:z.77)
DD |
1.6 oDy 4 T,(r=-10)
s De=2.5; I'=0.0 -
34 v T (I'=-1.0) 5
1.2 _ _ < v
De=0.0; I'=0.0 5 —7T (I'=0.0) .
s 08] = 21 - ]
N 5 ] T (T'=0.0)
<X v
0.4 = 1 1
~
- <<
004 De=25; I'=27744 0 s 8 o 1
qadd MAR S
04dgqaad . A -
T T T T T 14 T T T T V"
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 1.00
y/H y/H

(@) (b)

Figura 10: Efeito do gradiente de pressao aplicado no escoamento eletroosmético de fluido vis-
coeldstico entre placas paralelas. Simula¢des realizadas com kK = 20, De, =2,5e ' = —1,
I'=2,77. Em a) velocidade e em b) componentes do tensor polimérico.

A figura 10a mostra o perfil de velocidade para o escoamento eletroosmético do fluido sPTT
paraI' = —1,0 com tridngulos apontando para direita e I' = 2,77 com tridngulos apontando para
a esquerda. Nota-se que assim como no caso do fluido PTT, o perfil de velocidade no modelo
sPTT ¢ influenciado pelo nimero de Deborah, que nestas simula¢des é De, = 2,5. Este efeito
€ melhor visualizado para as curvas mostradas quando I' = 0 na figura 10a, representadas pelas
linhas sélidas para De, = 0 e para De, = 2.5, onde nota-se claramente a mudanga relativa ao
perfil newtoniano. As tensdes normais e de cisalhamento sofrem um deslocamento em relagdo
aquelas que correspondem ao escoamento eletroosmético puro, no qual I' = 0 representado pelas
linhas sélidas, como indica a figura 10b. Para o componente normal 7, as curvas indicam uma
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diminuicdo da tensao perto da parede do canal quando o gradiente de pressdo aplicado € positivo,
I' =2,77, representado por tridngulos apontando para cima. Por outro lado, se o gradiente de
pressdo for negativo, I' = —1,0, entdo T, aumenta discretamente perto das paredes do canal,
como mostra a curva representada por tridngulos apontando para baixo. Comportamento similar
€ observado para a magnitude da tensdo de cisalhamento 7.

5 CONCLUSAO

Foram estudados escoamentos eletroosméticos entre placas planas. Foram utilizados os mode-
los de Poisson-Nernst-Planck e de Debye-Hiickel. No que diz respeito as simula¢des nos canais
de placas planas paralelas, este foi o inicio da resolu¢do dos problemas eletroosméticos que
podem ser feitas com a HiG-Flow. Como o cddigo ainda estd sendo desenvolvido, fizemos to-
das as verificagdes dos resultados obtidos. Foi estudado o efeito do campo elétrico aplicado
em um escoamento regido pelo modelo constituvo de PTT e realizadas comparagdes com re-
sultados analiticos e numéricos ja existentes na literatura para o problema. Malhas adaptativas
foram usadas devido ao refinamento necessario perto das paredes eletricamente carregadas. Este
€ um dos principais problemas em relacdo ao tempo de simulagdo para escoamentos sujeitos
a forgas elétricas. Na verdade, esta € a solucdo para o problema, pois usar uma malha regular
seria totalmente invidvel tanto em termos de memdria quanto em tempo de maquina, principal-
mente se desejar usar k¥ > 100. Outro problema que ocorre nas simula¢des é quando se tem altos
nimeros de Deborah. Para cada tipo de modelo viscoelastico, geometria de escoamento existe
um nimero de Deborah critico para o qual as simula¢des podem ser fortemente perturbardas.
Para os escoamentos estudados aqui, instabilidades no método tornam-se mais evidentes para
De\ > 2. Um estabilador aplicado por meio do “kernel-conformation” ajuda a melhorar a esta-
bilidade da simulac¢do, mas quanto maior for De maiores perturbacdes podem deixar o resultado
insatisfatério.
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ABSTRACT. In this work the behavior of newtonian and non-Newtonian fluids in micro-
channels will be investigated. The non-Newtonian problem consists in solving the governing
equations of the movement take into account a fluid flow whose rheological properties can
be studied by the Phan-Thien-Tanner constitutive model, for example the polymeric materi-
als. One of the interesting features of these materials is that they can be mixed with appropri-
ate solvents, such as an electrolyte solution, and the resulting fluid has electrical properties.
Thus, in addition to the viscoelastic properties, the electrokinetics properties of the flow
will be investigated, which is directly influenced by the application of an external electric
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field. In particular the phenomenon of electro-osmosis will be studied through numerical
simulations in flat channels. The motion of the charges in the solution is described by the
Poisson-Nernst-Planck equations and to solve numerically this problem will be applied the
generalized finite difference method. The code for the simulations of electroosmotic flows
was implemented as a part of the HiG-Fow system.

Keywords: HiG-Flow, viscoelastic, electro-osmotic, finite differences.
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