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RESUMO. As equagdes diferenciais governam intimeros fendmenos fisicos presentes em diversos campos
de conhecimento da fisica-matematica. Uma vez que os modelos sdo compreendidos pela teoria de campo
escalar, possibilitam a descricdo de uma gama de aplicacdes préticas da engenharia, transitando de proble-
mas na area da acustica, térmica, mecénica dos sélidos e fluidos, eletromagnetismo, dentre outras. Neste
cendrio, o vigente artigo concentra-se em apresentar o médulo especifico do programa computacional, de-
senvolvido em Matlab, denominado NASEN, destinado a solugéo da equagdo de campo escalar por meio do
método dos elementos finitos (MEF). Para tanto, a discretizacdo espacial € realizada com base nos procedi-
mentos matematicos do método de Galerkin e a discretiza¢ao temporal € realizado com base no método de
integracdo de Newmark e o método-0. Estuda-se problemas de diferentes naturezas, como problemas pa-
rabdlicos ndo lineares, hiperbdlicos e de autovalor. A metodologia empregada para solu¢do dos problemas
ndo lineares tem como base as estratégias incrementais e iterativas de Newton-Raphson. A avaliacdo de de-
sempenho do programa computacional é realizada com as solu¢des analiticas, numéricas ou experimentais
disponiveis na literatura. Em sintese, os resultados obtidos mostram-se satisfatérios, indicando que o cédigo
computacional é capaz de prever adequadamente os comportamentos fisicos dos problemas propostos.
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1 INTRODUCAO

A modelagem matemadtica-numérica de problemas fisicos é um pilar que movimenta um vasto
volume de pesquisa cientifica destinada a andlise do comportamento de diferentes fendmenos
préticos da engenharia, fornecendo conceitos, parametros e uma sensibilidade fisica acerca do
fendmeno. Dentre os problemas estudados pela engenharia e dreas afins, uma parcela desses
se enquadram na teoria de campo escalar. Essa teoria foi desenvolvida por volta do inicio do
século XIX, visando integrar diversos fendmenos fisicos presentes na natureza compreendidos
pelo mesmo modelo matemético. O interesse visivel no desenvolvimento dessa teoria era cons-
truir um modelo baseado em ideias de linha de fluxos, campo e potencial, sendo adicional aos
modelos classico de particulas ou mecanicistas [2, 28]. A aceitagdo da teoria de campo esca-
lar direciona uma grande unificacdo entre diferentes dreas de conhecimento, possibilitando, por
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meio do mesmo modelo matematico, a solugdo de problemas de conducio de calor ou elétrica,
difusdo de massa, propagacdo de ondas planas e cisalhantes, escoamento potencial, tor¢cao de
barras prismaticas, deflexdo de membranas, problemas de autovalor e autovetor, dentre outras
aplicacdes da fisica-matematica [42,44].

As equacgdes diferenciais parciais ou ordindrias representativas dos fenomenos fisicos e com base
na teoria de campo escalar, podem apresentar diversas complexidades fisicas, geométricas e ma-
temadticas, impossibilitando a solu¢do por meio de técnicas analiticas. Sendo assim, a solugdo é
encaminhada com base no emprego de métodos numéricos, sendo eles recorrentemente utiliza-
dos em aplicacdes de engenharia. Usualmente, destaca-se quatro grandes técnicas aproximativas:
o método das diferencas finitas (MDF), volumes finitos (MVF), elementos finitos (MEF) e ele-
mentos de contorno (MEC). Cada método apresenta particularidades na sua implementacdo e
formulagao matematica [27]. Todavia, em modo geral, ao fim dos procedimentos e desenvolvi-
dos numéricos de cada técnica, deve-se resolver um sistema algébrico efetivo, fornecendo, por
exemplo, o campo de temperatura, deslocamento ou press@o. Nesse estudo, aplica-se os conceitos
e formulac¢des com base nos procedimentos numéricos de elementos finitos de Galekin [42].

Inimeras pesquisas de natureza numérica, desenvolvidas com base no MDF, MEF, MVF e
MEQC, sdo elaboradas visando solucionar os diferentes fendmenos fisicos governados pela te-
oria de campo escalar, por exemplo, os problemas térmicos nao lineares da drea de estruturas
em condi¢do de incéndio [9, 31, 39, 40, 46], os fendmenos descritos pela equagcdo hiperbdlica
[16,24,25], os problemas de autovalor [3, 11,22], os problemas estruturais de tor¢cdo de barras
prismaticas [15,35], e os problemas clédssicos puramente difusivos [2, 13].

Nesse contexto, o presente artigo visa apresentar o0 médulo computacional especifico do pro-
grama desenvolvido NASEN (Numerical Analysis System for Engineering), que contempla a
solucdo de problemas governados pela teoria de campo escalar para diferentes contextos fisicos.
Essa ferramenta de solug@o desenvolvida € estruturada em médulos computacionais, capazes de
realizar andlises numéricas avangadas de inimeros problemas cldssicos de engenharia. O sis-
tema computacional enquadra-se na solucdo de problemas em diferentes dreas de conhecimento
da engenharia, como na andlise térmica e termomecanica de estruturas ago, concreto e mistas em
condicao de incéndio, andlise estrutural linear e ndo linear geométrica, e anélises preliminares de
problemas de actstica/vibragao [29, 31, 32, 33]. Os mddulos computacionais foram implemen-
tados em ambiente Matlab [26], pelo fato ser uma linguagem de programacdo de alto nivel que
permite utilizar fungdes e recursos avancados predefinidos no sistema, como solugdo de sistemas
lineares, célculos simbdlicos e recursos graficos.

Em particular, s@o analisadas trés classes de problemas neste trabalho, os problemas descritos
pelas equagdes de natureza parabdlica e hiperbdlica, e os problemas de autovalor. A avaliacido
de desempenho do médulo computacional desenvolvido para as solugdes dos problemas fisicos
de engenharia, sao realizadas com base nos resultados obtidos por meio das solugdes analiticas,
simulag¢des numéricas e previsdes experimentais encontradas na literatura.
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2 PROCEDIMENTOS FISICOS-MATEMATICOS E NUMERICOS GERAIS

Os problemas fisicos de engenharia, direcionados pela teoria de campo escalar, sdo governa-
dos por uma equagdo diferencial parcial (EDP) caracterizada pela presenca dos operadores
diferenciais espaciais de 2*-ordem e temporais de 1* e 2*-ordem, conforme posto na Eq. (2.1).

—VIDVu+ cou+ crii+ cyii = f(x,y,1) 2.1

Onde u é um escalar associado a um campo fisico, f é o termo fonte, # e ii sdo as derivadas
temporais de 1% e 2*-ordem, respectivamente. Além disso, cg, c| € ¢ sdo constantes fisicas e D
€ conhecida como tensor de difusdo do material, uma vez considerado o caso bidimensional e
meio isotrépico, vale a Eq. (2.2).

D= k0 =kl 2.2)
0 k
Na Eq. (2.1), caso as propriedades fisicas do meio dependam do valor do potencial u, a equagdo
diferencial, nesta condicdo, € dita sendo nao linear. Na 4rea de estruturas em condi¢do de
incéndio, as propriedades fisicas dos materiais, como o ago, concreto e madeira, variam com
o aumento de temperatura [7,8]. Usualmente, problemas dessa natureza sdo resolvidos com base
em uma estratégia incremental-iterativa.

Paralelamente, para a solucdo da equacgdo diferencial de campo escalar, apresentada na Eq. (2.1),
deve-se impor ao sistema condicdes de contorno e iniciais apropriadas ao problema. Conside-
rando um dominio genérico Q associado a fronteira I', simplificadamente, o contorno pode ser
composto por parcelas representativas das condi¢des essenciais e naturais atuantes nas bordas do
dominio, conforme mostra as Egs. (2.3), (2.4) e (2.5).

u=ineml, 2.3)
g=qgemlIy (2.4)
g = o(u—us) em Ty (2.5)

Onde i representa o potencial prescrito, § é o fluxo prescrito, ¢; € um fluxo linearizado, U
¢ um potencial conhecido no problema, como uma temperatura externa de um fluido, e o é o
coeficiente efetivo, que pode variar com o tempo e com campo potencial primal. Sendo assim, o
fluxo normal g,, € computado, com base na lei de Fourier, pela sentenca matemética a seguir:

—DVu=¢g, =34+t (u— i) (2.6)
Pelo fato do modelo diferencial geral de campo escalar considerar os operadores diferenciais

temporais de 1* e 2*-ordem, o problema necessita de duas condi¢des iniciais, ou seja, impdem-se
ao sistema u(0) = ug e #(0) = vy no instante inicial.

A solu¢do numérica da equacdo diferencial do problema fisico de interesse, dada pela Eq. (2.1),
parte das premissas do método de residuos ponderados, que busca encontrar uma solu¢io aproxi-
mada de modo que o residuo da equacido diferencial seja minimo [42]. Desta forma, para facilitar
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a compreensio conceitual da aplicagdo das ideias do método dos residuos ponderados e dos
processos numéricos de elementos finitos, a Fig. 1 apresenta uma estrutura global utilizada nas
etapas de calculo.

Método de Residuos Ponderados

Equacao leerenc1al '
[WRadQ=0 i=1..n
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Figura 1: Estrutura geral dos procedimentos numéricos de elementos finitos.

Como € possivel observar no fluxograma da Fig. 1, o desenvolvimento do modelo de elemen-
tos finitos para problemas dependentes do tempo envolve dois estidgios principais. A primeira,
chamada de semidiscretizagdo, é desenvolver a forma fraca das equacdes sobre um elemento e
buscar aproximacgdes espaciais das varidveis dependentes do problema. O resultado final desta
etapa é um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias no tempo entre os valores nodais das
varidveis dependentes. Para problemas transientes, o segundo estigio consiste na aproximacgio
temporal da equacdes diferenciais ordindrias.
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Desta maneira, primeiramente, realiza-se a discretizacdo do espago, com base nas sentencas de
residuos ponderados e nos procedimentos do célculo diferencial-integral, apresenta-se, na (2.7),
a formulacdo variacional fraca do problema fisico.

/ V' w(DVu)dQ + / couwdQ -+ / criiwdQ+ / CoiiwdQ — / FwdQ — / wgndT =0 (2.7)
Q Q Q Q Q I

Onde w é denominada usualmente como fungdo auxiliar ou peso, e g, € o fluxo normal no con-
torno (Eq. (2.6)). As sentencas integrais, mostradas na Eq. (2.7), sdo vélidas em um dominio
continuo. Realizando as aproximagdes de elementos finitos com base na fungdes de forma N; e
os valores nodais u{, conforme posto na Eq. (2.8).

u(x,y) = iN,-uf =N{u}* (2.8)
i=1

Definindo-se o vetor de fun¢des de forma N e o vetor de potenciais nodais u por meio das
expressoes apresentadas na Eq. (2.9).

N:[Nl N e N,,} uz[ul W 2.9)

Satisfazendo as caracteristicas do método dos elementos finitos, as fun¢des de forma sdo defini-
das de modo a assumirem o valor unitario né i e zero nos demais nés do elemento, garantindo,
por exemplo, que as matrizes sejam esparsas [42].

O sistema de equacdes resultante local é proveniente da substituicdo da aproximacgdo de ele-
mentos finitos, conforme apresentado na Eq. (2.8), na formulagao variacional fraca do problema
fisico, resultando na Eq. (2.18), escrita em nota¢ao matricial fechada.

M]* {u}* +[C]* {u} + [K]* {u}* = {fr}* + {fo}* = {F}* (2.10)
Onde:

M = [ N [c2]NdQ (2.11)

/
[C]° = [ NT[c|]NdQ (2.12)

/
K] = K]+ [K, ] = / [B7DB + N7 [¢o]N] 4 2.13)
Q

{fr}= | N'gual (2.14)

/
(fo) = / NTfdQ 2.15)

Q
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A Eq. (2.10) apresenta um sistema geral de solucio da equagdo diferencial de campo escalar com
operadores temporais de 1* e 2*-ordem. Fisicamente, as Eqs.(2.11) e (2.12) representam os efeitos
inerciais e de dissipacdo de energia, enquanto, na Eq. (2.13), a matriz K; e K, correspondem aos
efeitos fisicos difusivos e reativos. A Eq. (2.14) representa as contribuigdes relativas das acdes
dos fluxos normais ao contorno e a Eq. (2.15) representa a geracdo de energia ou a fonte de
energia interna no dominio. Em aplica¢des de mecanica estrutural, a matriz M é denominada
de matriz de massa, C € a matriz de amortecimento do sistema e K € usualmente denotada de
matriz de rigidez. Além disso, a Eq. (2.10) pode ser interpretada dizendo que a forgas externas
do sistema sdo equilibradas pela combinacdo das forgas inerciais, de amortecimento e eldsticas.

O vetor gradiente pode ser escrito em conjunto com a funcao de interpolac¢io de elementos finitos
Vu = VNii=Bii, conforme expresso na Eq. (2.16), na forma expandida.

oo o,
ox ox ox

B= % % 9N, (2.16)
dy dy dy

As matrizes globais do sistema sdo computadas por meio do assemblamento das matrizes locais
de cada elemento contido na malha bidimensional de elementos finitos, conforme apresenta a
Eq. (2.17).

C= i C]° M=) M K=) K F=Y) [F (2.17)

A partir da Eq. (2.17), o sistema de equagdes resultante global € posto a seguir na Eq. (2.18).
M]{ii} +[C] {u} + [K]{u} = {fr} + {fo} = {F} (2.18)

Com base nos processos apresentados na Fig. 1, apos a discretizacio dos termos espaciais presen-
tes na equacao de governo do problema fisico (Eq. (2.1)), deve-se realizar o tratamento numérico
das parcelas temporais de 1% e 2*-ordem.

2.1 Equacao Parabdlica

A partir do sistema resultante, apresentado na Eq. (2.18), considere o caso com M = 0. O sistema
é reduzido ao modelo representativo de fenomenos fisicos de conducdo de calor transiente, em
algum caso especifico da dindmica dos fluidos ou problemas similares definidos em uma regido
bidimensional, conforme posta na Eq. (2.19).

[C]{u} + [K]{u} = {F} (2.19)

A condi¢@o inicial requerida ao sistema € definida pela imposicdo do potencial no instante ini-
cial, {u},_, = {uo}. O operador diferencial temporal de 1*-ordem (i) é aproximado por meio do
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método-0 [29,42], em que uma média ponderada da derivada de tempo de uma variavel depen-
dente € aproximada em duas etapas de tempo consecutivas por interpolagdo linear dos valores da
varidvel nas duas etapas, conforme mostra a Eq. (2.20),
. . {u},, —{u}
(1-0){u}, +afu}, = ——— (2.20)
Onde Az € o passo de tempo e o parametro 6 varia entre 0 e 1. Com base na Eq. (2.20), pode-se
escrever as Egs. (2.21) e (2.22), no passo de tempo 7 + 6.

{u}t+l = {u}z +At{ﬂ}z+6 (2.21)
{ﬂ}t+6 = (1 - 6) {u}t + G{u}r+6 (2.22)

O parametro 0 pode assumir variacdes distintas, acarretando em esquemas de integracdo no
tempo diferentes. Caso 0 = 1,1/2 ou 2/3, tém-se o esquema Euler implicito, Crank-Nicolson
ou Galerkin, respectivamente, sendo esses incondicionalmente estdaveis. Por sua vez, para 0 =
0, tem-se o esquema de Euler explicito, um método condicionalmente estavel [17,42,43]. No
presente trabalho, utiliza-se o esquema de Galerkin (6 = 2/3) para todas as simulagdes dos
problemas dessa natureza.

Aplicando as aproximacdes, apresentadas nas Egs. (2.20), (2.21) e (2.22), na Eq. (2.19), apds
reorganizacdo dos termos, chega-se no sistema algébrico efetivo para cada passo de tempo,
conforme apresenta a Eq. (2.23).

[C+0AK] {u},,, = [C— (1—0) ArK] {u}, + (1 — 8) AtF, + YATF, (2.23)

Assume-se, na Eq. (2.23), que as matrizes sdo independentes do tempo, contudo, essas podem
depender do campo potencial, tornando o problema nao linear, devendo-se aplicar um método
incremental-iterativo para se obter a solugdo do problema fisico. Neste trabalho aplica-se o
método de Newton-Raphson [1, 42]. De forma geral, a Fig. 2 apresenta a estrutural geral de
programacdo de problemas fisicos descritos pela equacdo parabdlica nao linear.

Como pode-se notar, na linha 13 da Fig. 2, a solu¢do numérica deve satisfazer a um critério
de convergéncia em cada passo de tempo. Para a andlise térmica de estruturas em condi¢do de
incéndio (solug¢do ndo linear), adota-se uma tolerincia de 0,1 [31,39]. Além disso, as proprie-
dades fisicas do meio c; e k dependem do campo primal u, e devem ser atualizadas em cada
iteracdo.

2.2 Equacao Hiperboélica

Os fendmenos fisicos descritos pela equag@o hiperbélica sdo definidos, a partir da Eq. (2.18),
considerando C = 0, resultando na equag?o apresentada a seguir:

M]{ii} + [K]{u} = {F} (2:24)
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Algoritmo 1: Pseudocédigo - Problema Parabdlico Nao linear

1 > Leitura de Dados Iniciais: Coordenadas dos nés e conectividade das barras, condigdes de
contorno e iniciais, pardmetros Temporais (0, At,y)

2
3 > Rotina Incremental
4 parat < Aratét =1 faca
5 — Temperatura do fluido (u..) e construgdo do vetor de agdes térmicas (F;+1)
6 > Rotina Iterativa
7 para € < tol faca
8 — Definicdo das Matrizes Resultantes
9 Kr=C+06AK
10 F,=(C—(1-0)AK){w} + At (0F,: + (1 —0)F,)
1 — Solugido do Sistema Linear
12 K, {Au/ } =F,
13 - “zlill =u/+Au . ' .
14 — Parmetro de Convergéncia: € = || utjill —u/ I/ uljill I
15 — Recalcular Pardmetros
16 c1(u), k(u)
17 C=[NT¢)NdQ K= [B'DBdQ+ [NTaNdI' F = [NTfdQ+ [NTau..dl
Q Q r Q r
18 fim
19 — Atualizacdo de Varidveis: Salvauw; =u,y; e F;, = F; 4
20 fim

Figura 2: Estrutura geral do c6digo computacional para problemas parabdlicos nao lineares.

A natureza hiperbdlica é ditada por ¢; # 0, ndo por ¢; = 0; de fato, em sistemas estruturais
dindmicos (problema vetorial), c; e ¢; podem ser diferentes de zero [30]. Todavia, os problemas
tratados no presente trabalho sdo governados pela teoria de campo escalar, adotando ¢y = 0.

A equagdo hiperbdlica, apresentada na Eq. (2.24), pode ser reduzida a um sistema de equacdes
algébricas por meio da aproximagio do operador diferencial temporal de 2°-ordem. Para tanto,
aplica-se o esquema de integracdo de tempo de Newmark [36], conforme posto nas Egs. (2.25) e
(2.26).

{ﬂ}t+1 = {ﬂ}t + [(1 - 6) {ﬁ}t + S{u}z} At (2.25)
{u} 1 = {u}, +ar{u}, + [(1/2-8) {i}, + afii}, | A2 (2.26)

Onde o e & sdo pardmetros que podem ser determinados para obter precisio e estabilidade de
integracéo. Quando & = 1/6 e 0 = 1/2, tem-se o método da aceleracéo linear, condicionalmente
estdvel. Por sua vez, para o = 1/4 e 6 = 1/2, define-se o método da acelera¢do média constante,
um esquema incondicionalmente estdvel [1]. Dessa forma, com base nas Egs. (2.24), (2.25) e
(2.26), em cada passo de tempo, deve-ser resolver o seguinte sistema de equacdes:

[aoM+K]{u}, ; = Fiy1 +Mlao{u}, +ar{u}, +as{ii};] 2.27)
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Onde ap = 1/aAf?, ay = 1/aAt e a3 = 1/200 — 1. A 1égica utilizada na implementagio dos
procedimentos de solucdo utilizando o método de Newmark é mostrado na Fig. 3.

Algoritmo 2: Pseudocédigo - Problema Hiperbdlico

1 > Calculos Iniciais

2 — Definir: Matrizes do sistema K e M

3 — Inicializagdo: ug, g e Uy

4 — Selecione passo de tempo Az e os pardmetros ¢ e 0, e calcule as constantes de integracdo:
:ﬁ agzﬁ a3=%—1 ag=At(1-90) a7 =AM

6 — Definir: Matriz de rigidez resultante K, = K+ ayM

W

ao

7 > Para cada passo de tempo

8 — Definir: Vetor de carga efetivo no passo de tempo ¢ + 1
9 F,=F 1 +M(apu +ax v +asiiy)

10 — Solucdo: Varidvel primal no tempo 7 + 1:

u o Ky {ul g ={F}

12 — Atualiza¢do: Calcular u e ii no tempo # + 1:

13 (| P :ao(llt+1 - llr)—az u; —az iy

14 W =W +ag i+ay g

Figura 3: Solucdo step-by-step usando método de integracao de Newmark.

Como pode-se notar, na Fig. 3, apds determinar o vetor u no instante ¢ + 1, deve-se atualizar
os vetores U e i, representativos, por exemplo, do vetor de velocidade e aceleracdo do sistema,
respectivamente. Além disso, essa rotina de célculo é restringida somente ao caso do sistema
com C =0.

2.3 Anadlise de Autovalor

O problema de autovalor, associado a Eq. (2.24), busca encontrar u = e M , de modo que as
condicdes iniciais e de contorno sejam homogéneas e f = 0. As matrizes K e M sdo indepen-
dentes de u. Sendo assim, a expressdo caracteristica do problema de autovalor € mostrada na
Eq. (2.28).

([K] -2 [M]){u} = {fr} (2.28)
Onde A = @? é chamado de autovalor e @i é denominado de autovetor. Para um problema es-
calar de membrana, @ representa as frequéncias naturais de vibra¢do do sistema. O niimero de

autovalores do sistema discreto (Eq. (2.28)) do problema € igual ao niimero de valores nodais
desconhecidos de u na malha.

2.4 Elemento triangular linear

O médulo de andlise bidimensional de problemas fisicos do programa NASEN, governados pela
teoria de campo escalar, apresenta duas classes de elementos finitos planos para discretizagdo
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do dominio bidimensional [29], primeiramente, (i) a familia de elementos triangulares: T3, T6
- Elemento triangular de 3 e 6 nés, respectivamente, e (ii) a familia de elementos quadrilateros:
Q4, Q8 e Q9 - Elemento quadrilateral de 4, 8 e 9 nés, respectivamente.

Figura 4: Caracteristicas do elemento bidimensional do tipo triangular linear.

No presente trabalho, as simula¢des sdo realizadas somente com elementos do tipo triangular
de 3 noés. Esse tipo de elemento é caracterizado pela aproximacdo linear entre nds, conforme
esquematizado na Fig. 4. Sendo assim, as func¢des de forma do elemento triangular, escritas em
termos de varidveis locais (£ e 17), sAo expressas na Eq. (2.29).

Ni(E,n)=& M(En)=n N n)=1-E-n (2.29)

Essas funcdes de formas (Eq. (2.29)) sdo associadas com as varidveis globais por meio do pro-
cesso de mapeamento [1,29,42]. O elemento triangular linear apresenta uma formula¢do ma-
tematica simples e versatil para a discretizacdo de diferentes tipos de geometrias utilizadas na
prética da engenharia, possibilitando computar, analiticamente, sem esforcos matemadticos, as
matrizes elementares (ou locais) do problema, conforme posto nas Egs. (2.30), (2.31), (2.32) e
(2.33). Todavia, para os elementos de alta-ordem (T6, Q4, Q8 e Q9), emprega-se a integracdo
numérica de Gauss [1].

2 1 1 1
A A
Cf =5 |1 2 1 M =2[cl {Q) =, 1 (2.30)
Cl 3
1 1 2 1
X kin kia ki3 ‘o
[K]e = [Kd]e + [Kr]e =—| ko1 koo kp3 | +— [C]e (231
4Ae C1
k31 k3 ka3

Onde A, é a area de um elemento finito triangular e as componentes da matriz de difusdo
(kij, i,j=1,2,3), em fung¢io das coordenadas globais de cada elemento, sdo apresentadas na
Eq. (2.32).
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kip = (y2—y3)" + (x3 —x2)?
k22 = (y3 —y1)*+ (x1 —x3)°
=1-»)+@—x)

(2.32)
ki =k = (y2—y3) (33 —y1) + (x3 —x2) (x1 —x3)

ki3 =k3i = (y2—y3) (1 —y2) + (x3 —x2) (x2 —x1)
y1) 1 —y2) + (x1 —x3) (x2 — x1)

koz = k3o = (y3 —

Para computar as matrizes/vetores correspondentes as condi¢des de contorno do problema,
utiliza-se um elemento unidimensional linear de comprimento L, representativo de uma das faces
do elemento triangular sob acdo da condi¢do de contorno do tipo natural (Eq. (2.6)), conforme
esquematizado na Fig. 4. Matematicamente, as matrizes e os vetores locais, caracteristicos dos
efeitos do fluxo linearizado e prescrito, sao mostrados na Eq. (2.33).

oL | 2 1 OcLuoo 1 L 1
K, =— F,} = F,\ =g= 2.33
= ||, | Fl= L (R =a39 (2.33)

Para garantir a correta aderéncia entre o elemento unidimensional de dois nés e o elemento
triangular bidimensional de 3 nds, deve-se assegurar a conectividade dos nés coincidentes entre
os elementos.

3 EXEMPLOS NUMERICOS DE APLICACAO

Nesta sec@o busca-se realizar uma investigacao numeérica acerca dos problemas fisicos regidos
pela equacdo de campo escalar. No presente estudo, as aplica¢des tratam da andlise do pro-
blema de condugdo de calor, do comportamento térmico ndo linear de estruturas em condicdo de
incéndio, da solucdo do problema de autovalor e da avaliacio do comportamento de membranas
elasticas. Em todos os testes numéricos sao utilizados elementos triangulares lineares.

Dessa forma, s@o analisados problemas fisicos bidimensionais governados pela equagdo pa-
rabodlica e hiperbdlica, bem como as andlises dos problemas de autovalor. Os problemas estu-
dados apresentam caracteristicas fisicas e geométricas bem definidas, sendo, entdo, empregado
neste trabalho uma malha de elementos finitos tnica para cada caso-teste estudado, uma vez que
em todos os casos as avaliagdes de desempenho sdo aferidas com solugdes de referéncias de
natureza analitica, numérica e/ou experimental. Mesmo que em alguns casos-testes analisados
apresentem efeitos ndo lineares ou condi¢des ndo usuais, os problemas nao sofrem variagdes sig-
nificativas com sucessivos refinamentos das malhas numéricas, como pode ser visto nos inimeros
testes numéricos e trabalhos desenvolvidos, utilizando o programa NASEN, para anélise de
problemas fisicos similares em dominios bidimensionais [29,31,32,33,34].
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Para quantificar a precisdo das respostas aproximadas (Xaprox) obtidas com o programa NASEN .
Para tanto, define-se a norma ||e|| e o erro relativo |A|, conforme expressas nas equagdes a seguir:

n°pontos

||e|| = Z (Xief_xélprox)z (31)

i=1

|A| = 100 x |Xref_Xaprox|/|Xref| (3.2)

Neste trabalho, a Eq. (3.1) é aplicada para verificar a precisdo de toda amostra de dados, en-
quanto, a Eq. (3.2) € utilizada para avaliar a precisdo entre cada elemento da amostra de dados.
Ressalta-se que, em alguns casos nao é possivel aplicar essas equacdes, uma vez que os dados
numéricos das solugdes de referéncias (X;.¢) dos casos estudados nao estdo disponiveis para reali-
zar os tratamentos adequados da amostra de dados, sendo entdo realizada somente uma avaliacdo
gréfica qualitativa entre as curvas.

3.1 Problemas de Natureza Parabélica
3.1.1 Placa infinita mantida a temperatura prescrita na fronteira

No primeiro caso-teste analisado, considera-se a equacdo diferencial de natureza parabdlica,
sendo que o potencial genérico u representa o campo de temperatura 7. Sendo assim, esse exem-
plo trata-se de uma conducdo de calor em uma placa infinita com a condutividade térmica do ma-
terial variando linearmente com a temperatura, respeitando a fungdo k =2 +0,17, em W/m°C.
A capacidade calorifica é mantida constante e igual a ¢; = pc = 8,0, em Ws/m>°C, onde ¢ é o
calor especifico e p é a massa especifica do material. O passo de tempo utilizado na simulagdo é
igual 0,05 s e aplica-se o esquema de Galerkin (6 = 2/3).

Esse problema foi estudado em inimeras pesquisas a fim de verificar eficiéncia de c6digos com-
putacionais, vide [4, 5,38,41]. O dominio é simplificadamente representado por um retangulo
associado as condicdes de contorno do tipo essencial aplicadas nas fronteiras, conforme ilus-
trado na Fig. 5(a). A malha numérica utilizada na simulagdo computacional ¢ tipo triangular
linear (ver Fig. 5(b)).

A face direita do dominio é mantida a temperatura constante e igual a 100°C, enquanto a tem-
peratura prescrita na face esquerda varia com tempo, assumindo um valor constante de 200°C
até 10 s e instantes seguintes, subitamente muda para uma temperatura constante de 100°C. Em
relagdo a condigdo inicial do problema, considera-se que a placa ¢ mantida a uma temperatura de
100°C.

Cabe ressaltar que esse problema apresenta duas caracteristicas importantes e significava na re-
posta numérica. Primeiramente, a condutividade variar com a temperatura, tornando o problema
ndo linear. Em segundo momento, a dificuldade no tratamento numérico devido a presenca de
uma descontinuidade na condi¢do de contorno. Os resultados sdo apresentados graficamente por
meio da distribuicdo de temperatura, ao longo do eixo x, da placa para os tempos de 10 e 13 s,
conforme mostram as Figs. 6(a) e 6(b), respectivamente.
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Figura 5: (a) Dimensdes, caracteristicas térmicas e condi¢cdes de contorno da placa infinita e (b)
malha de elementos finitos.
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< ~
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=
2 100 g 100
oy 5]
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- - - Vila Real (1988)
0r 0k
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Posigdo, x (cm) Posigdo, x (cm)
(a) (b)

Figura 6: Perfil de temperatura da placa infinita ao fim de (a) 10 e (b) 13 s.

Para avaliar quantitativamente os resultados, a Tabela 1 apresenta os erros relativos (Eq. (3.2))
medidos em relagdo a solugio de Orivuori [37]. E possivel observar que o programa desenvolvido
NASEN apresenta baixos niveis de erros relacio a solucdo de Orivuori [37], enquanto, a solugdo
de Vila Real [45] apresenta uma ligeira diferenga no comportamento, uma vez que o autor utiliza
na sua simulagdo um esquema de discretiza¢do diferente (60 = 1/2) e um passo de tempo igual a
1,0 s, podendo acarretar essas possiveis diferencas.
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Tabela 1: Comparagao entre os niveis de erro obtidos em cada solucao.

10s 13s
x(cm)  |Ag-1|(%) [Ao-2| (%) [Ao—1] (%)  |Ao—2| (%)
0 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,027 2,326 0,741 4,675
2 0,043 4,639 0,127 3,494
3 0,042 6,533 0,548 0,451
4 0,001 6,987 0,650 5,349
5 0,017 5,861 0,099 5,865
6 0,020 3,897 0,136 5,075
7 0,005 2,302 0,023 3,657
8 0,020 1,169 0,007 2,279
9 0,018 0,522 0,007 1,257
10 0,011 0,190 0,011 0,609

Indices: 0 - Orivuori (1979); 1 - NASEN; 2 - Vila Real (1988)

3.1.2 Viga de concreto armado em situacio de incéndio

O préoximo caso-teste visa analisar um problema no contexto da engenharia de seguranga con-
tra incéndio. Desta forma, sendo um elemento frequentemente utilizado na construcio civil,
considera-se uma viga de concreto com armaduras de ago submetida a acdo do incéndio, con-
forme mostra a Fig. 7(a). A viga quadrada de 200x200 mm com oito armaduras de diametro
de 16 mm ¢é discretizada com elementos triangulares lineares (ver Fig. 7(b)) e é exposta ao
incéndio-padrdo descrito pela curva ISO 834 [14], conforme posto na Eq. (3.3).

Ty = Ty + 345log (8 + 1) (3.3)

Onde ¢ é o tempo de exposi¢do ao incéndio, em minutos, Ty, é a temperatura ambiente, em
graus Celsius, que usualmente € adotada 20°C, e T, = u., € a temperatura dos gases do ambiente
aquecido, em graus Celsius.

No contexto de estruturas em situagdo de incéndio, o coeficiente ¢, contido na expressdo ma-
temdtica do fluxo linearizado de calor, conforme mostrado na Eq. (2.5), é caracterizado pelos
efeitos combinados de convecc¢do e radiagdo provocados pela a¢do do incéndio no elemento de
concreto [32], conforme mostra a Eq. 3.4.

=0+ 0 = 0. +e0(T +T,)(T? +T,°) (3.4)

Onde . é o coeficiente de transferéncia de calor por conveccio, adotado igual a 25 W/m2°C,
conforme as prescri¢coes do EN 1992 [7], e a, € o coeficiente de radiacdo. Em que ¢ € a constante
de Stefan-Boltzmann igual a 5,6697 - 10’8W/m2K4, € € a emissividade, adotada igual a 0,7.
Observa-se, na Eq. (3.4), que o coeficiente de radiagdo apresenta maior influéncia da temperatura
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Figura 7: (a) Detalhamento e dimensdes da viga de concreto armado, (b) malha numérica de
elementos lineares triangulares e (c) distribuicdo de temperatura na se¢do transversal para 30 e
120 min de exposi¢a@o ao fogo.

em relacdo ao coeficiente de conveccao, ou seja, apds um certo tempo de exposi¢cdo ao fogo, o
efeito de radiacdo torna-se predominante.

Esse problema é caracterizado por uma natureza ndo linear por conta da variacdo das proprie-
dades dos materiais com a temperatura e pela presenca do fluxo de calor do tipo radiacdo. O
comportamento das armaduras de ago e do concreto, em fun¢do do aumento de temperatura,
seguem as recomendacdes do EN 1993 [8] e EN 1992 [7], conforme mostram as Figs. 8, 9 e 10.

As andlises sao realizadas ao longo da linha de simetria vertical, onde s@o definidos os pontos 1-
6, localizados, respectivamente, na profundidade 0 até 100 mm em relacdo a face inferior da viga,
conforme esquematizado na Fig. 7(a). Os resultados numéricos obtidos com programa NASEN
sdo comparados com dados experimentais fornecidos em Haksever e Anderberg [12] e com as
simula¢des numéricas realizadas no trabalho de Di Capua e Mari [6]. Neste problema, analisa-
se duas configuragdes fisicas: (i) concreto sem umidade (ou concreto seco) e (ii) concreto com
teor de umidade de U,, = 6%. A umidade do concreto é considerada, no modelo de elementos
finitos, por meio da funcdo que descreve o calor especifico do concreto, conforme apresentado
na Fig. 9(a). Para valores de umidade do concreto diferentes de 0, 1,5 e 3%, sao realizadas
interpolacdes lineares, conforme as recomendacdes do EN 1992 [7].

Para as duas configuragdes analisadas neste problema, os resultados sdo apresentados nas
Figs. 11(a) e 11(b), onde € possivel observar que os resultados obtidos com o cédigo computa-
cional NASEN sao proximos as simulagdes computacionais realizadas por Di Capua e Mari [6].
Além disso, os niveis de temperatura sdo maiores no ponto 1, uma vez que este estd localizado
na superficie em contato direto com o fogo, em contrapartida, o ponto 6, localizado no centro da
viga, apresenta os menores niveis de temperatura, evidenciando a baixa condutividade do con-
creto, conforme pode ser visualizado graficamente na distribuicdo de temperatura apresentada na
Fig. 7(c).
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Figura 10: Condutividade do (a) concreto e do (b) ago em funcdo da temperatura.

Trends Comput. Appl. Math., 23, N. 1 (2022)



N.s.NEves 133

1.400 1.400
r Haksever e Anderberg (1982) r | — NASEN
12001~ | @ Capuae Mari(2007) 12001 | ® Capuae Mari(2007)
—— NASEN | Haksever e Anderberg (1982)
1.000 __1.000
o e
& 800 &~ 800
< e
2 2
g 600 g 600
o o
: :
= e
400 400
200 200
0 L 0 L
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Tempo, ¢ (min) Tempo, ¢ (min)
(a) (b)

Figura 11: Comparagao entre os resultados obtidos com programa NASEN e os dados experimen-
tais/numéricos da literatura, admitindo o concreto (a) sem e (b) com umidade, para o caso-teste
da viga de concreto armado em situacdo de incéndio.

Em relacdo aos resultados experimentais [12], o modelo com concreto seco fornece resulta-
dos preliminares satisfatérios, conforme mostra a Fig. 11(a). Quando se considera, no modelo
numérico, o teor de umidade do concreto, a precisao dos resultados melhora em relacao aos pon-
tos 1, 2, 3 e 4, conforme apresentado na Fig. 11(b). Todavia, € possivel observar que os pontos
5 e 6 apresentaram resultados com certa divergéncia na solu¢do, esse comportamento pode ser
por conta de desprezar a ocorréncia da migracdo da umidade ao longo da se¢fo transversal de
concreto, uma vez que a umidade, na realidade, apresenta niveis mais altas nos pontos centrais
da viga de concreto (como os pontos 5 e 6) , conforme relatado na literatura [6, 19,20, 21].

3.2 Problemas de Natureza Hiperbdlica
3.2.1 Membrana quadrada sob deslocamento inicial prescrito em todo o dominio

Neste exemplo de aplicacdo, analisa-se um problema fisico descrito pela equacdo de natureza
hiperbdlica (Eq. (2.24)), caracterizado por uma membrana eldstica retangular de largura a e
comprimento b, e com os todos os lados da membrana engastados, conforme mostra a Fig. 12(a).

Assume-se que a tra¢do na membrana € igual a k = 12,5 N/m e a densidade € igual ¢, = 2,5
kg/m?. Além disso, a condicdo inicial acerca do campo de deslocamento da membrana, no ins-
tante t = 0, é dada pela expressdo matemdtica u(x,y,0) = ug = 0,1(4x —x?)(2y —y?). Além disso,
impdem-se ao sistema a condiggo #(x,y,0) = vy = 0.
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Figura 12: (a) Caracteristicas da membrana retangular e (b) malha de elementos finitos triangular.
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Figura 13: (a) Comparagdo da deflexdo central obtida usando o programa NASEN e a solucdo
analitica de um membrana retangular com deflexdo inicial, Ar = 0.025; (b) caracteristicas de
estabilidade dos esquemas de aceleragao média constante e aceleracao linear, Ar = 0.25.

O objetivo dessa andlise numérica é determinar o campo de deslocamento u(x,y,t) da membrana
retangular, medido no ponto central (a/2, b/2), em funcdo do tempo. A membrana € discretizada
com elementos planos triangulares de 3 nds, conforme apresenta a Fig. 12(b). Para avaliag¢do do
desempenho do programa desenvolvido, utiliza-se a solu¢@o analitica, que pode ser encontrada
na literatura classica [10, 18].

A Fig. 13(a) mostra a comparagdo dos resultados entre a solucdo aproximada e a exata do pro-
blema. O programa NASEN apresenta um comportamento semelhante a solug¢ao exata. Quanto a
norma de diferenga em relacdo a solucdo exata (Eq. (3.1)), foi obtido o valor 0,015, indicando o

bom desempenho do programa na predi¢cdo do deslocamento da membrana.
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Adicionalmente, na Fig. 13(b), apresenta uma investigacio da estabilidade da solugdo numérica
conforme o esquema de integracdo utilizado. Para tanto, utiliza-se o método da aceleragdo li-
near (6 =1/2 e oo = 1/6) e o método da aceleragdo média constante (§ = 1/2 e o = 1/4),
conforme discutido na Sec. 2.2. Observa-se que a solucdo numérica, utilizando o esquema de
aceleragdao média constante, apresenta uma resposta estabilizada, uma vez que este € classificado
como incondicionalmente estdvel. Por sua vez, quando considera-se o método da aceleragdo
linear, observa-se que para t > 1 s, a solugdo apresenta pequenas oscilagdes, € em instantes se-
guintes, a perda total de estabilidade da solucdo. Desta forma, para métodos condicionalmente
estdveis, deve-se obrigatoriamente atender a um critério de estabilidade, conforme pode ser visto
em Reddy [42].

3.2.2 Membrana quadrada sob velocidade inicial prescrita sobre parte do dominio

A membrana quadrada, representada na Fig. 14(a), com o campo de velocidade inicial vg =V
prescrito sobre o subdominio Qg e os deslocamentos nulos prescritos em toda a fronteira, é
analisada neste exemplo. A solucdo analitica para este problema é dada por [18].

Figura 14: (a) Caracteristicas da membrana sob velocidade inicial prescrita sobre parte do
dominio e (b) malha de elementos finitos.

Neste exemplo, por conta da descontinuidade da condicdo inicial, a malha de elementos finitos
triangulares lineares foi refinada em torno do subdominio €, conforme mostra a Fig. 14(b). A
avaliag@o dos resultados numéricos obtidos com programa NASEN ¢ realizada com a evolucio
do deslocamento, no ponto central da membrana, em fung¢do do tempo. Utiliza-se o método de
Newmark com esquema de aceleragdo média constante [36,42], o passo de tempo é igual a 0,01 s.

Aplicando a Eq. (3.1), a norma de diferenca em relacdo aos resultados analiticos, fornece o valor
0,0686. Além disso, na Fig. 15, os resultados obtidos mostram que a curva numérica apresenta um
comportamento fisico coerente com a solu¢ao analitica, indicando a boa precisdo do programa
desenvolvido na solu¢d@o do problema estudado.
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Figura 15: Deslocamento no ponto central (a/2, a/2) da membrana quadrada sob campo de
velocidade inicial sobre parte do dominio.

3.3 Problema de Autovalor

O ultimo problema estudado visa realizar uma avaliagdo do desempenho do programa compu-
tacional desenvolvido, NASEN, para determinar os autovalores, com base na Eq. (2.28). Sendo
assim, estuda-se, numericamente, dois casos-testes com condi¢des de contorno diferentes, con-

forme representado nas Figs. 16(a) e 16(b), respectivamente. As dimensdes e propriedades fisicas
dos casos sdo consideradas unitdrias.

Figura 16: Caracteristicas e condi¢des de contorno do (a) caso 1 e do (b) caso 2, e (c) malha
triangular de elementos finitos.
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Tabela 2: Caso 1 - Frequéncias naturais da membrana.

®, MEF, MECID, NASEN; |A;_3|(%) |As_3| (%)
1 3,143 3,144 3,142 0,0191 0,0509
2 4448 4,449 4,446 0,0381 0,0605
36292 6,288 6,290 0,0375 0,0261
4 7036 7,035 7,033 0,0361 0,0219
5 7,043 7,042 7,040 0,0428 0,0287
6 8917 8919 8,913 0,0444 0,0668
7 9451 9454 9,447 0,0472 0,0789
8 9969 9,945 9,965 0,0437 0,1975
9 9969 9,984 9,965 0,0421 0,1923
10 11,371 11335 11,366 0,0427 0,2747
11 11401 11423 11,396 0,0460 0,2385
12 12,624 12,647 12,618 0,0488 0,2306
13 13,020 12970 13,014 0,0440 0,3413
14 13,023 13,071 13,018 0,0416 0,4086
15 13425 13420 13419 0,0428 0,0056
16 14,151 14,038 14,144 0,0470 0,7576
17 14,153 14255 14,146 0,0470 0,7622
18 15810 15,833 15,803 0,0456 0,1908
19 15826 15886 15818 0,0487 0,4262
20 15902 15913 15,895 0,0453 0,1143

A malha numérica utilizada para simulagdo, em ambos os casos, é formada por elementos trian-
gulares lineares, totalizando 80 nds e 98 elementos, conforme mostra a Fig. 16(c). Além disso,
para a verificacdo do desempenho do programa NASEN, sdo utilizados solu¢des de natureza
numérica encontradas no trabalho de Loeffler er al. [23], com base no método dos elementos
de contorno com integragio direta (MECID) e no método de elementos finitos (MEF), além da
solu¢do analitica conhecida do caso 2.

A Tabela 2 apresenta os valores numéricos obtidos pelo programa NASEN e os respectivos va-
lores absolutos de erro relativo (Eq. (3.2)) obtidos pela comparagado entre cada método. Ao fim,
pode-se verificar que o cédigo desenvolvido no presente trabalho atingiu valores satisfatérios
com erros percentuais diminutos. E possivel observar os resultados entre NASEN e MEF sio
préximos, enquanto, quando comparados ao MECID, os resultados apresentam um aumento na
ordem de grandeza do erro a medida que as frequéncias aumentam. Essa diferenca entre os
técnicas numéricas pode ser devido a diferentes fatores, por exemplo, a formulagdo e tratamen-
tos matemdticos de cada método, a solucdo do sistema caracteristico do problema de autovalor,
a escolha das funcdes de interpolacdo, dentre outros.
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Tabela 3: Caso 2 - Frequéncias naturais da membrana.

£
=

Exatao MECID] ‘A0_1| (%) NASEN2 |A0_2| (%)

4,4429 4,4460 0,0702 4,4463 0,0771
7,0248 7,0240 0,0116 7,0341 0,1324
7,0248 7,0240 0,0116 7,0393 0,2066
8,8858 8,8640 0,2450 8,9131 0,3071
9,9346 9,9450 0,1048 9,9646 0,3026
9,9346 9,9670 0,3263 9,9648 0,3037
11,3272 11,3310 0,0338 11,3673 0,3541
11,3272 11,3310 0,0338 11,3946 0,5952
12,9531 13,0170 0,4932 13,0151 0,4785
12,9531 13,3980 3,4346 13,0166 0,4904
13,3286 13,0170 2,3382 13,4193 0,6802
14,0496 14,0900 0,2873 14,1443 0,6739
14,0496 14,0910 0,2945 14,1461 0,6866
15,7080 15,8590 0,9615 15,8149 0,6806
15,7080 15,8590 0,9615 15,8924 1,1741
16,0190 16,1110 0,5741 16,1336 0,7150
16,0190 16,2110 1,1983 16,1336 0,7154
16,9180 16,9880 0,4138 17,0707 0,9024
16,9180 16,9880 0,4138 17,0772 0,9412
17,7715 18,0400 1,5107 17,9776 1,1593

AU U, AR OLOANWRAR~,WRNWRNDND~ —|3
A ND D — W AN B WA BN WRFR W —= DN ~3

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos para o segundo caso, determinando as frequéncias na-
turais da membrana. A solugdo exata do problema é igual @,, = m\/n? +m?. E possivel verificar
que os resultados numéricos do programa NASEN sdo satisfatérios, com baixo niveis de erro,
evidenciando o bom desempenho do programa na resolugdo do problema.

4 CONCLUSAO

No presente estudo sdo apresentados testes numéricos acerca da verificagdo de um médulo com-
putacional especifico desenvolvido do programa NASEN para a solucio de problemas fisicos
descritos pela teoria de campo escalar. Os problemas tratados sdo divididos em trés classes, 0s
problemas parabdlicos, hiperbélicos e de autovalor. O desenvolvido do modelo de elementos
finitos para problemas dependentes do tempo e de autovalor, sdo divididos em dois estidgios. A
discretizacdo do espago, baseada nos procedimentos numéricos cldssicos do método dos residuos
ponderados e as propostas de elementos finitos, e a discretizagcdo do tempo, fundamentada nas
estratégias do método de Newmark e do método-6.
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As andlises dos casos-testes realizados neste trabalho, buscam estudar diferentes configuracdes
fisicas e geométricas. Foi tratado, numericamente, problemas considerando uma condicao essen-
cial descontinua variando com tempo, propriedades dos materiais em funcdo do campo potencial,
condigdes de contorno do tipo natural ndo lineares, além das condi¢des iniciais ndo usuais. Em
linhas gerais, em todos os casos-testes estudados, os resultados obtidos pelo programa NASEN
mostram-se satisfatério, direcionando o bom desempenho do cédigo nas aplica¢des propostas.

Em pesquisas futuras, visa-se ampliar as aplicabilidades do programa computacional NASEN
para outras dreas de conhecimento e adicionar novas funcionalidades ao programa, por exemplo,
implementag@o de novos esquemas de integracdo do tempo, tratamentos sobre os efeitos provo-
cados pelo ar enclausurado em cavidades nas estruturas sob altas temperaturas e aprimoramentos
graficos dos médulos.

ABSTRACT. Differential equations govern innumerable physical phenomena present in
different fields of knowledge of physics-mathematical. Once the models are understood by
the scalar field theory, they enable the description of a range of practical engineering ap-
plications, moving through problems in the area of ??acoustics, thermal, solids and fluids
mechanics, electromagnetism, among others. In this scenario, the current article focuses
on presenting the specific module of the computer program, developed in Matlab, called
NASEN, aimed at solving the scalar field equation using the finite element method (FEM).
Therefore, the spatial discretization is performed based on the mathematical procedures of
the Galerkin method and the temporal discretization is performed based on the Newmark
integration method and the A-method. Problems of different nature are studied, such as non-
linear parabolic, hyperbolic and eigenvalue problems. The methodology used to solve nonli-
near problems is based on the incremental and iterative strategies of Newton-Raphson. The
performance evaluation of the computer program is carried out with the analytical, nume-
rical or experimental solutions available in the literature. In summary, the results obtained
are satisfactory, indicating that the computational code is capable of adequately predicting
the physical behavior of the proposed problems.

Keywords: finite elements, scalar field theory, computer program, physics-mathematics.
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