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Resumen

Se presenta una investigacion acerca de los errores que manifiestan 122 estudiantes de 15 afios que cursan primer
afio de bachillerato uruguayo al resolver actividades de PISA en el contenido Espacio y Forma. El estudio tiene
un enfoque cualitativo de caracter descriptivo. Se establecen diez categorias de errores, seis relativos al sentido
espacial, y los otros cuatro generales en matematicas. Los resultados muestran que los errores asociados al sentido
espacial mas frecuentes responden a la incorrecta interpretacion de enunciados y de graficos, y se vinculan mas a
un bajo desarrollo de las habilidades de visualizaciéon que al conocimiento de los conceptos geométricos. Las
habilidades que han tenido un mayor impacto en los errores son la percepcion de las relaciones espaciales y la
percepcion de las posiciones en el espacio y, en menor medida, la percepcion figura-contexto y la discriminacion
visual. Los errores generales han tenido una menor incidencia en la resolucion de las actividades.
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Abstract

An investigation is presented about the errors manifested by 122 15-year-old students who are in the first year of
Uruguayan high school when solving PISA activities in the content, space and form. The study has a qualitative
approach of a descriptive nature. Ten categories of errors are established, six related to spatial sense, and the other
four consist of general mistakes in mathematics. The results show that the most frequent errors associated with
spatial sense respond to the incorrect interpretation of formulations and graphs and are more related to a low
development of visualization skills than to knowledge of geometric concepts. The skills that have had the greatest
impact on errors are the perception of spatial relationships and the perception of positions in space, and to a lesser
extent, figure-context perception and visual discrimination. General errors have had a lower impact on the
resolution of activities.
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1 Introduccion

La capacidad de pensar espacialmente fue reconocida a finales del siglo XIX, como una
de las facetas cruciales de la inteligencia humana. Desde entonces, en diferentes ramas de la
ciencia se ha desarrollado una intensa investigacion en esta area (Maresch; Sorby, 2021). Mas
que nunca, nuestro mundo moderno y tecnologico necesita del pensamiento espacial, por lo que
algunos estudios proponen incorporarlo en el curriculo contemporaneo (Diezmann; Lowrie,
2009). Otros consideran el desarrollo de las habilidades espaciales y la alfabetizacion espacial
como aprendizajes fundamentales para los trabajos en ciencia, tecnologia, ingenieria y
matematicas (STEM) (Novitasari et al., 2021).

Desde la investigacion, se reconoce un trabajo continuo vinculado con el razonamiento
espacial, la medicion geométrica, la visualizacion relacionada con la geometria, el desarrollo
del conocimiento de los estudiantes con respecto a la comprension de figuras geométricas,
definiciones y relaciones de inclusion e identificacion de formas y problemas de lenguaje
involucrados en la resoluciéon de tareas geométricas (Jones; Tzekaki, 2016). Algunos
investigadores al analizar la interaccion entre la visualizacion y la didactica de la matematica
encuentran beneficioso el uso de la visualizacién en la mejora de la educacion matematica
(Presmeg, 2006); mientras otros consideran que el desarrollo de las habilidades espaciales tiene
una estrecha relacion con la mejora del desempeiio en matematicas (Mix et al., 2021).

En los informes de PISA en Uruguay se muestra una baja puntuacion promedio obtenida
en matematicas, 422 puntos en 2003, 427 en 2006 y 2009, 409 puntos en 2012, 418 en 2015 y
2018 y vuelven a ser 409 puntos en 2022 mientras que el desempefio promedio de los paises de
la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Economico (OCDE) es de 472 puntos,
segin la Administracion Nacional de Educacion Publica (ANEP, 2023). En el contenido
Espacio y Forma se obtiene la mejor puntuacién promedio en relacion con los resultados en
otras areas. De los seis niveles de puntuacion definidos, el estudiante promedio uruguayo
accede al nivel 1 de desempeiio, siendo el nivel 2 el que involucra las capacidades minimas que
se espera que tenga para insertarse en la sociedad actual (ANEP, 2013).

Para lograr una mejora en la comprension, conocimiento y aprendizaje de las
matematicas se define y desarrolla como linea de investigacion el analisis del error en tareas
matematicas especificas. Los errores son datos objetivos, constituyen un elemento estable en

los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, forman parte de las producciones
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de los alumnos durante su aprendizaje, e intervienen diversos aspectos del proceso educativo:
el curriculo establecido, las caracteristicas personales y profesionales del profesor, y el centro
educativo y sus interacciones con el entorno social y cultural donde se ubica (Rico, 1995).

En este articulo se pretende aportar informacion sobre los errores relativos al sentido
espacial que manifiestan estudiantes de primer afio de bachillerato de Uruguay. Para ello se
proponen categorias para describir los errores en las respuestas a las actividades de PISA de
122 estudiantes de una institucion privada de Montevideo. Las tareas PISA no responden al
perfil de actividades matematicas mas comunes en las aulas tradicionales centradas en el
dominio de algoritmos y realizacion de ejercicios de aplicacion directa de formulas y
procedimientos (Saenz; Bruno, 2018). El analisis de los errores del colectivo de estudiantes
permite una mejor comprension de los resultados de las evaluaciones internacionales y marcar
pautas de actuacion que sean de utilidad para los profesores, para los desarrolladores de
curriculos y de politicas educativas y para los investigadores en la mejora de las practicas
educativas en el aula (Gris; dos Santos; dos Santos, 2019).

El andlisis cognitivo por su parte busca organizar hasta donde se aprenden determinados
conocimientos acerca de un topico, centrado sobre las dificultades de aprendizaje empiricas y
conocidas, y sobre los errores que se detectan en la practica (Rico; Fernandez, 2013). De aqui
la importancia de abordar el sentido espacial desde la perspectiva de los errores.

Para ello se formulan dos preguntas principales: ;qué errores manifiestan los estudiantes
cuando resuelven actividades de PISA del contenido Espacio y Forma?, ;qué relacion se
establece entre los errores encontrados y las componentes del sentido espacial? Se plantean
como objetivos orientadores: identificar y categorizar los errores que manifiestan los
estudiantes de 15 afos al resolver las actividades de PISA.

Se considera relevante el aporte del trabajo en varios contextos. Por un lado, la
categorizacion establece unos indicadores para identificar los errores relativos al sentido
espacial, lo que permite obtener informacidon mas precisa en relacion con el conocimiento
geométrico. Por otro lado, la identificacion de los aspectos concretos que dificultan el
aprendizaje geométrico brinda elementos a los docentes para ayudar a establecer conexiones
entre registros visuales y simbolicos de las mismas nociones matematicas (Presmeg, 2006).
Ademas, aporta informacién que ayuda a describir como la conceptualizacion geométrica

interactia con la visualizacion durante el desarrollo (Battista, 2007).

2 Antecedentes
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En las investigaciones no hay consenso en la definicion y la terminologia asociada al
sentido espacial y se presentan matices de diferencia segun la disciplina que lo requiere. Se
habla, entre otros, de habilidad espacial, pensamiento o imaginacion espacial de los estudiantes.
La nocion de sentido espacial resaltada por el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM, 2000) propone que los estudiantes desarrollen el sentido espacial y la capacidad de
usar propiedades y relaciones geométricas para resolver problemas en matematicas y en la vida
cotidiana.

Las investigaciones en el campo de las capacidades espaciales son de interés porque el
razonamiento espacial, mas que ser una componente importante de la accion y el pensamiento
humanos, esta estrechamente relacionado con el pensamiento y el desarrollo del conocimiento
geométrico. Los resultados de los estudios indican un bajo desarrollo de habilidades
relacionadas con la orientacion espacial, las relaciones y transformaciones espaciales, asi como
la comprension de las dimensiones y la posicion (Jones; Tzekaki, 2016).

Los estudios de Diezmann y Lowrie (2009), se centran en el conocimiento de los nifios
sobre mapas de posicion, una prueba sobre lenguajes graficos en matematicas. Los resultados
revelan dificultades clave, incluida la interpretacion incorrecta del vocabulario, prestar atencion
a los enfoques incorrectos en los mapas y pasar por alto informacién critica, ademas de otros
errores generales como adivinar la respuesta e interpretar mal la pregunta.

Otros trabajos analizan los errores de los estudiantes en el tratamiento de la medida
geométrica. La medicidn juega un papel central en el razonamiento sobre todos los aspectos de
nuestro entorno espacial (Battista, 2007). Algunos atienden el proceso de iteracion de la unidad
de longitud y concepto de longitud: los errores encontrados en alumnos de primaria fueron
procedimentales, en la técnica del uso de la regla, y conceptuales, en comprender la
construccion de una escala (Bragg; Outhred, 2000; Watson; Jones; Pratt, 2013). La comprension
de los estudiantes de secundaria del drea como una cuantificacion de la superficie y sus
caracteristicas espaciales fue investigada por Outhred y Mitchelmore (2004) quienes
encuentran que la mayor dificultad es considerar el area como un concepto abstracto de
multiplicacion; mientras que Furinghetti y Paola (1999) afirman que la dificultad esta en la
ausencia de una definicion matematica clara y concisa de area que provoca en los estudiantes
dos errores: confusion entre area y perimetro, y creer que existen una relacion directa entre
ellos. Fernandez y de Bock (2013), encuentran que el error esta en tratar las relaciones entre
longitud y area, o entre longitud y volumen, como lineales en lugar de cuadraticas y cubicas
respectivamente, la dificultad radica en la distincidon entre dimensionalidad y direccionalidad.

La medicion del angulo es otro escollo para los estudiantes, las dificultades varian desde
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comprender el angulo como un atributo de la forma y la nocién de angulo desde una perspectiva
estatica o dinamica (Masuda, 2009).

Diferentes investigaciones se centran en analizar y clasificar los errores que manifiestan
los estudiantes de nivel terciario o universitario cuando resuelven actividades geométricas.
Bocco y Canter (2010), encuentran que los errores que repiten con mayor frecuencia son:
utilizar datos de forma erronea; inventar datos; confundir el concepto involucrado en la
resolucion del ejercicio (confunden superficie con perimetro, didametro con perimetro, asociar
superficie de un area cualquiera con la superficie de un cuadrado); no relacionar el concepto
con las unidades que le corresponden; conversion incorrecta de unidades o bien operar sin tener
en cuenta las unidades involucradas, ante el desconocimiento de la formula apropiada inventar
una; realizar operaciones aritméticas de forma defectuosa; operar sin relacionar con la situacion
planteada; y no comprender el enunciado del problema. Ramirez, Flores y Ramirez (2018)
analizan los errores que comenten estudiantes de secundaria con talento matematico al resolver
actividades de geometria, de argumentacion visual y los clasifican en: establecer falsas
analogias entre plano y espacio, no discutir todos los casos posibles y generalizar a partir de
ejemplos concretos; y del uso incorrecto de técnicas de razonamiento y de manejo de contenidos
y procedimientos.

Se encuentran siete categorias de errores propios del lenguaje geométrico, con
estudiantes de ingenieria: errores graficos, errores de razonamiento, de transferencia, de técnica,
de tecnologia y errores azarosos (Franchi; Hernandez, 2004); y con estudiantes de profesorado
de matematicas: tres referidos al empleo impreciso de lenguaje matematico y de definiciones,
axiomas y propiedades geométricas; dos referidos a la accion de demostrar; uno con relacion al
empleo de representaciones graficas y otro referido a la extrapolacion de propiedades (Gotte;
Mantica, 2021).

La detallada investigacion de Clements y Sarama (2007) acerca de la composicion y
descomposicion de formas, describe el proceso cognitivo que lleva a relacionar las partes con
el todo y cada parte desempefia un Unico papel funcional en la estructura del patron. Los
estudios se realizan en distintas edades y afirman que los nifios poseen multiples estrategias de
analisis espacial como las de los adultos. El desarrollo incluye ambas componentes del andlisis
espacial: identificacion de las partes en una forma geométrica e integracion de esas partes en
un todo coherente. La dificultad es tener una cognicion madura, resultado de un proceso de
desarrollo en el que las partes y el todo estan interrelacionados a través de niveles jerarquicos.

En distintos paises y contextos se han realizado investigaciones de los errores que

manifiestan los estudiantes durante el proceso de representar en 2D cuerpos geométricos
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tridimensionales. Por ejemplo, en Chile, Ramirez, Gonzalez y Zambrano (2023), atienden los
errores que cometen estudiantes de tercer y cuarto afo (16-18 afios) en el dibujo de vistas
ortogonales de figuras 3D, y de figuras 3D desde vistas ortogonales. Los resultados muestran
mayor error en la representacion de vistas superiores y vistas traseras y en el apartado principal
del cuestionario mas de la mitad de las respuestas no coinciden con la correcta, asi las
dificultades en la manipulaciéon mental y en las habilidades espaciales quedan manifiestas. Por
su parte, Saralar, Ainsworth y Wake (2018), trabajan con estudiantes de séptimo afio (12-13
afnos) del Reino Unido, el analisis muestra que les resulto dificil construir dibujos ortogonales
e isométricos, si bien fueron mejores los resultados en dibujos ortogonales sobre los dibujos
isométricos; ademas los autores establecen un listado de errores especificos para cada tipologia
de dibujo con la perspectiva de elaborar lecciones que ayuden a superar los errores. Mientras
que Fujita ef al. (2017), en Japdn, presentan los hallazgos, con estudiantes de séptimo grado
(12-13 afios) cuando representan en 2D cuerpos geométricos 3D; los estudiantes manifestaron
dificultades en manipular mentalmente las representaciones y razonar sobre ellas para alcanzar
soluciones correctas.

Los anadlisis de los resultados en evaluaciones estandarizadas acerca de los errores de
los estudiantes marcan lineas de actuacion en cuanto a tomar decisiones pedagogicas, favorecer
la practica docente e informar al estudiante acerca de su proceso de ensefianza-aprendizaje. Por
ejemplo, Villarroel, Garcia y Melipillan (2012), tras analizar resoluciones de actividades de
PISA 2009 concluyen que, en los problemas largos, las dificultades estarian en el corto tiempo
de concentracion de los estudiantes y la estrategia de resolucion de encontrar la respuesta
correcta en vez de construirla. En los problemas de mas de una variable, el error aumenta: los
estudiantes razonan en forma adecuada pero incompleta y consideran alguno de los aspectos,
pero no todos. En actividades que solicitan datos en distintos formatos, cuando el estudiante se
encuentra ante los textos discontinuos (graficos, tablas, otros) se le dificulta integrar la
informacion en una respuesta correcta. En los problemas contextualizados se hace dificil
seleccionar una estrategia que conduzca a resolverlos.

En los trabajos mostrados se refleja el interés de las investigaciones por los errores que
manifiestan los estudiantes cuando resuelven tareas geométricas. Este trabajo organiza la
informacion de los errores recogida en la revision de antecedentes y establece unas categorias

particulares para comprender la manifestacion del sentido espacial.

3 Marco Conceptual
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El marco tedrico se estructura a partir de dos concepciones que se ponen en dialogo, el

sentido espacial y el error en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

3.1 Sentido espacial

La competencia matematica es considerada por PISA como esencial para describir,
explicar y predecir el mundo (OCDE, 2016). El NCTM (2000), plantea que el estudio de la
geometria debe permitir a los estudiantes utilizar la visualizacidn, el razonamiento espacial y el
modelado geométrico para resolver problemas. Entre otros aspectos, deben proponer, analizar
caracteristicas y propiedades de formas geométricas y desarrollar argumentos matematicos
sobre relaciones geométricas.

Desde esta perspectiva, la diversidad de terminologia y las continuas investigaciones
relacionadas con el sentido espacial ponen de manifiesto la complejidad de acciones e
interacciones involucradas al resolver tareas que lo implican (Ortiz; Sandoval, 2018). Los
estudios en educacion de la geometria han abarcado el pensamiento y razonamiento espacial y
un aspecto que recibe atencion es la visualizacion (Jones; Tzekaki, 2016) y la relacion positiva
con la resolucion de problemas (Stylianou, 2001). Ademas, distintos trabajos manifiestan que
la inteligencia espacial es necesaria para la resolucion de problemas (Riastuti; Mardiyana y
Pramudya, 2017). Asi el concepto de sentido espacial sugiere un enfoque funcional de
aplicacion de la geometria a la resolucion de problemas de la vida cotidiana.

Flores, Ramirez y Del Rio (2015, p. 129-130) definen el sentido espacial como una
forma intuitiva de “entender el plano y el espacio, para identificar cuerpos, formas y relaciones
entre ellos, que implica manejar relaciones y conceptos de geometria de forma no convencional,
incluyendo la habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar formas
geométricas”. Estos autores conciben el sentido espacial constituido por tres componentes:
conceptos geométricos; relaciones geométricas; y ubicacion y movimientos. Afaden la
visualizaciébn como una componente transversal que establece conexiones entre las tres
anteriores y da fortaleza al sentido espacial.

Por su parte, Gutiérrez (1996) concibe la visualizacion integrada por cuatro elementos:
las imagenes mentales, las representaciones externas, los procesos de visualizacion y las
habilidades de visualizacion. Este trabajo se centra en las habilidades de visualizacion porque
la definicion de un concepto y la imagen del concepto adquieren un papel relevante en los

distintos procesos de la resolucion de una tarea matematica (Gutiérrez, 2006).
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3.1.1 Conceptos geométricos

Flores, Ramirez y Del Rio (2015), consideran que el manejo de conceptos geométricos
esta compuesto por algunos apartados: conocer figuras y formas, que implica definirlas,
identificarlas, construirlas y caracterizarlas; reconocer y establecer relaciones geométricas, que
consiste en apreciar cualidades de los cuerpos geométricos y las formas; la ubicacion y los
movimientos como capacidad para situar los elementos en el plano y en el espacio, identificar
elementos invariantes y regularidades para realizar movimientos y la orientacion como la
capacidad para comprender la disposicion de los elementos en el espacio y no confundirlos. La
Figura 1 expresa que la conexion entre las componentes es la mayor fortaleza del sentido

espacial.

=" "Elementos -
Sl geométric

Figura 1 — Conexion entre los conceptos geométricos
Fuente: Flores, Ramirez y Del Rio (2015, p. 134)

3.1.2 Habilidades de visualizacion

Mizzi (2017) define las habilidades espaciales como una coleccion de habilidades que
apoyan o cambian la percepcion del espacio, que se representan en términos reales o
mentalmente usando el conocimiento espacial. Del Grande (1990) considera siete habilidades
de visualizacion que intervienen en la percepcion espacial, en el proceso de generacion y
manipulacion de imagenes: coordinacion ojo-motor, percepcion figura-contexto, conservacion
de la percepcion, percepcion de la posicion en el espacio, percepcion de las relaciones
espaciales, discriminacion visual y memoria visual.

La coordinacion ojo-motor, supone coordinar la vision con el movimiento del cuerpo.
La habilidad percepcion figura-contexto implica apreciar cambios en la percepcion de las
figuras contra fondos complejos y permite identificar una componente en una situacion. La
conservacion de la percepcion implica reconocer un objeto pese a sufrir variaciones de posicion
y tamafio. La percepcion de la posicion en el espacio determina la relacién de un objeto con el

observador o con otros objetos. La percepcion de las relaciones espaciales involucra ver dos o
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mas cualidades que caracterizan objetos relacionados entre si o con uno mismo. La
discriminacion visual permite identificar las diferencias y similitudes entre objetos. La memoria
visual significa recordar con precision objetos que ya no estan a la vista y relacionar sus

caracteristicas con otros objetos que estan o no a la vista.

3.2 Errores y su clasificacion

La nocion de error y sus diferentes denominaciones: ideas erroneas, dificultades,
obstaculos, o errores, se sustenta en reflexiones de epistemologos y filésofos de la ciencia detras
de la preocupacion por el conocimiento errébneo que en educacion deriva en una teoria de la
didactica de las matematicas (Rico, 1995).

Los errores son concebidos como elementos estables en el proceso de aprendizaje
(Lupiaiez, 2009; Rico, 1995; Socas, 1997). Conocer el tipo de error que manifiestan los
estudiantes permite al docente seleccionar las estrategias que optimicen la ensefianza, favorezca
la superacion de los errores y facilite la adquisicion de un nuevo conocimiento, de conceptos
correctos y completos que el estudiante pueda relacionar con fluidez segin le interese (Franchi;
Hernandez, 2004; Gutiérrez, 2006).

De acuerdo con las diferentes tipologias de errores consultadas, se presentan aquellas
de las que se selecciona algun error para esta investigacion. Ademads, se muestran cuatro

investigaciones que plantean un error especifico relativo al sentido espacial (ver Cuadro 1).

Autor Criterio de clasificacion de errores Tipologia de errores

Radatz (1979) Procesamiento de la informacion. Errores por la dificultad del lenguaje.

Errores para obtener informacion espacial.
Errores en el aprendizaje de hechos, destrezas y
conceptos previos.

Errores por la rigidez del pensamiento.

Errores en la aplicacion de reglas o estrategias

irrelevantes.
Movshovitz et Clasificacion empirica de los Errores en el uso de los datos.
al. (1987) errores fundamentada en el Errores en la interpretacion del lenguaje.
conocimiento matematico. Errores en inferencias logicas.

Errores en el uso de teoremas o definiciones.
Errores en verificar la solucion.
Errores técnicos.

Socas (1997) Origen de los errores. En un obstaculo.

En la ausencia de sentido.

En actitudes afectivas y emocionales hacia las
matematicas.

Astolfi (1999) Perspectiva general. Errores en la comprension de las instrucciones.
Errores en los habitos escolares o en la
interpretacion de las expectativas.

Errores en las concepciones alternativas de los
alumnos.

Errores en las operaciones intelectuales implicadas.
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Errores en los procesos adoptados.

Errores por la sobrecarga cognitiva en la actividad.
Error en otra disciplina.

Errores por la complejidad del contenido.

Owens y Complejidad de la medicion. Errores en el concepto y la estructura de las
Outhred (2006) unidades.

Diezmann y Interpretacion de graficos. Errores en la interpretacion de graficos.
Lowrie (2009)

Clements y Aprendizaje de las matematicas, en | Errores en interrelacionar la parte con el todo.

Sarama (2007) particular para las formas.

Battista (2007) Pensamiento geométrico y espacial, | Errores en realizar de manera significativa y
centrado en la medida geométrica. correcta la iteracion unitaria.

Cuadro 1 — Tipologias de errores
Fuente: elaborado por los autores (2024)

4 Metodologia

El estudio tiene un enfoque cualitativo de caracter descriptivo mediante la aplicacion de
una metodologia propia de la didactica de la matematica, el analisis didactico. Se emplea como
un método preciso y reglado para comprender conocimientos y conceptos; maneja categorias
matematicas y educativas; subraya la precision de ideas y juicios; trabaja a través de la division
de lo complejo en partes mas simples mediante la definicion de categorias; y se caracteriza por
el orden, la coherencia y una estructura bien determinada (Rico; Fernandez, 2013). En este
estudio, se busca comprender los conocimientos del sentido espacial de los estudiantes a través

del analisis de los errores que manifiestan al resolver las actividades de PISA.

4.1 Seleccion de las actividades de PISA, recoleccion de datos y respuestas

De las actividades liberadas por PISA referidas al contenido Espacio y Forma se
seleccionan las correspondientes a PISA 2012 porque permanecieron como referencia y
preparacion para la ultima medicion del 2022. Las actividades interactivas se descartan porque
los enlaces encontrados no permiten su acceso. Las ocho actividades seleccionadas son: compra
de apartamento, heladeria (pregunta 1, 2 y 3), vertido de petroleo, barcos a vela (pregunta 1, 3
y 4), la noria (pregunta 1 y 2), una construccion con dados, garaje (pregunta 1 y 2) y puerta
giratoria (pregunta 1, 2 y 3).

Para la recoleccion de datos se aplican las ocho actividades de PISA 2012 a seis grupos
de primero de bachillerato de una institucion educativa de Montevideo. Se determina que se
resuelven en 80 minutos correspondiente a dos horas de clase, que no siempre fueron
consecutivas. Se dividen las tareas en dos cuestionarios para su aplicacion a los grupos por parte

de sus profesores de matematicas y los tutores. Se elabora y entrega el protocolo de aplicacion
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del cuestionario. Se seleccionan 122 estudiantes que forman la poblacion del estudio. Para la
seleccion de las respuestas, se descartan las resoluciones de las tres preguntas de los barcos a
vela porque buscan un resultado numérico, sin que se requiera de las componentes del sentido
espacial para resolverlas. Las siete actividades de PISA constituyen 13 preguntas que se
nombran con las iniciales de su titulo y nimero de pregunta, CA, H1, H2, H3, VP, N1, N2, CD,
Gl1, G2, PG1, PG2 y PG3.

4.2 La organizacion de los datos y clasificacion de respuestas

Las resoluciones de los 122 estudiantes a cada una de las preguntas de las siete
actividades de PISA se dividen en grupos excluyentes: sin hacer, significa que no responde la
pregunta; bien resuelta, llega a la respuesta esperada a través de alguna de las posibles
estrategias de resolucion; no aporta informacion, cuando hay una respuesta erronea sin registro
del camino realizado para llegar a ella; con errores, cuando el estudiante manifiesta errores en
su proceso de resolucion. En este estudio nos centramos en el analisis de los errores manifiestos

(ver Tabla 1).

4.3 Descripcion del analisis

Con el fin de establecer categorias de errores a posteriori se realiza un proceso de
sintesis de los errores manifiestos por los estudiantes en todas las actividades y en cada una de
las resoluciones de las 13 preguntas. Se agrupan los errores: se los divide en errores relativos
al sentido espacial cuando van asociados a algunas de sus componentes y en errores generales
en matematicas. Se determina la frecuencia y el numero de estudiantes que incurren en el error,
discriminado por pregunta.

A partir de las tipologias de errores en matematicas y de los resultados de estudios
especificos, con relacion a ciertos aspectos del sentido espacial dispuestos en el marco tedrico,
en el Cuadro 2 se organizan los errores encontrados en 10 categorias: los primeros seis, del el

al e6, corresponden al sentido espacial; y los otros, del €7 al e10, responden a errores generales.
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Autor Error Categoria
Radatz (1979) Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial: el
producidos por la alta demanda que implica el analisis y sintesis perceptivos
involucrados en la situaciéon matematica.

Movshovitz et al. | Errores debido al uso de teoremas o definiciones deformada: incluye los e2
(1987) errores que se producen por deformacion de un principio, regla, teorema,
definicion o férmula reconocibles, por ejemplo, aplicar un teorema sin las
condiciones necesarias.

Owens y Outhred | Error en el concepto y la estructura de las unidades al medir los atributos e3
(2006) organizados espacialmente de longitud, area y volumen.

Diezmann y Error en la interpretacion de graficos: involucra la interaccion entre un e4
Lowrie (2009) sistema de simbolos visuales, y procesos perceptuales y cognitivos.

Clements y Error en interrelacionar la parte con el todo: la composicion y es5
Sarama (2007) descomposicion de las formas es el resultado de un proceso cognitivo que

interrelaciona niveles jerarquicos, aislar las partes, organizarlas de forma
contigua, combinarlas de manera integradora y crear unidades complejas.
Battista (2007) Error en realizar de manera significativa y correcta la iteracion unitaria: el e6
proceso de abstraer iteraciones unitarias suficientes para medir varios
atributos geométricos es complejo.

Movshovitz et al. | Errores técnicos: incluye los errores de célculo, la manipulacién de signos e’
(1987) algebraicos, la ejecucion de algoritmos basicos y los errores al tomar datos
de una tabla.
Socas (1997) Errores que tienen su origen en actitudes afectivas y emocionales: derivan es
de la falta de concentracion, bloqueos, olvidos, ansiedad y otras.
Astolfi (1999) Errores debidos a la redaccion y comprension de las instrucciones de e9

trabajo: surgen por la mala comprension de la formulacién de trabajo, sea
oral o escrita.
Errores en los procesos adoptados: surgen cuando el estudiante se aparta el
del método dado en clase y utiliza otro procedimiento que no corresponde.
Cuadro 2 — Categoria de errores
Fuente: elaborado por los autores (2024)

4.4 Dificultades asociadas a las componentes del sentido espacial en cada actividad

Se realiza un analisis de contenido de las resoluciones de las siete actividades para
identificar las componentes del sentido espacial requeridas al estudiante cuando las resuelve
(Elvas; Ramirez; Flores, 2022). Por ejemplo, en la heladeria, hay que identificar la parte externa
del mostrador y obtener la medida del lado oblicuo a partir del teorema de Pitdgoras (ver Figura
3). Para ello se requiere del manejo de conceptos geométricos, de propiedades de los tridangulos
rectangulos y del proceso de medicion indirecta. Ademas de las habilidades de visualizacion:
percepcion de la figura contexto, para reconocer la parte externa del mostrador y la medida de
la baldosa; percepcion de la posicion en el espacio, para identificar las direcciones horizontales
y verticales; percepcion de las relaciones espaciales, para vincular las medidas y la
perpendicularidad; y la discriminacion visual, para distinguir los segmentos del mostrador, el

tridngulo rectangulo y la unidad de medida.
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5 Resultados

Para mostrar los resultados, abordamos cada uno de los errores relativos al sentido
espacial, las formas de manifestacion en cada una de las actividades y su relacion con las
componentes del sentido espacial. Posteriormente se atienden los errores generales que afectan
también el desempefio de los estudiantes. En la Tabla 1 se detalla la distribucion de frecuencia
de los errores en cada una de las 13 preguntas.

Tabla 1 — Clasificacion de respuestas y frecuencia de errores

Sin Bien No Con

Actividad hacer resuelta informacion errores el e2 e3 e4d e5 e6 e7 e8 e9 el
CA 16 81 0 25 19 1 7 3 2
HI 18 46 2 56 513 12 10 26 2 1 15
H2 28 24 2 68 4 14 2 25 26 2 1 11
H3 26 28 14 54 1 18 1 25 1 2 11
VP 56 4 11 51 3 1 37 26 3 1 10
N1 10 64 0 48 27 43 27
N2 11 60 0 51 3 30 2 30 15
CD 14 102 2 4 2 2 1
Gl 9 110 0 3 3 3
G2 36 26 3 57 23 6 9 17 29 5 1 1
PGl 32 66 5 19 2 1 17
PG2 86 7 4 25 18 5 2 3
PG3 36 67 0 19 15 3

55 75 45 152 79 111 19 7 86 28
Fuente: elaborada por los autores (2024)

5.1 Errores relativos al sentido espacial

Se presenta la manifestacion de cada error en las respectivas preguntas y se establece la
relacion con las componentes del sentido espacial menos desarrolladas.

Error debido a dificultades para obtener informacion espacial (el) aparece en siete de
las preguntas, s6lo en dos con una frecuencia mayor a cuatro, entre 19 y 23 estudiantes. El error
se manifiesta al reconocer e identificar los elementos necesarios en un diagrama que permita
aplicar propiedades o definiciones. Las componentes del sentido espacial asociadas son la
orientacion, la percepcion de las relaciones espaciales y de las posiciones en el espacio. La
resolucion del E111 de la actividad G2 muestra el e/, se evidencia una de sus dificultades al
identificar en las dos vistas dadas las dimensiones que necesita ubicar y determinar para

alcanzar la respuesta esperada (ver Figura 2).
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e

Figura 2 — Resolucion de la actividad G2 por E111
Fuente: elaborada por los autores (2024)

Error debido al uso de teoremas o definiciones deformadas (e2) aparece en siete de las
preguntas, s6lo en tres con una frecuencia mayor a seis, entre 14 y 27 estudiantes. El error se
manifiesta en conocer la medida indirecta del area de poligonos y circunferencia, asi como en
la determinacion de propiedades, entre ellas el teorema de Pitagoras. Las componentes del
sentido espacial asociadas son las propiedades de las formas y las relaciones geométricas, y la
percepcion de las relaciones espaciales. La resolucion del estudiante 57 (E57) de la actividad
N1 muestra el e2: su respuesta no es la esperada y en sus registros manifiesta confusion en el
concepto de radio y didmetro de una circunferencia, asi como dificultad en la percepcion de las
relaciones espaciales, en ubicar el centro (ver Figura 4).

Error en el concepto y la estructura de las unidades al medir los atributos organizados
espacialmente de longitud, area y volumen (e3), aparece en siete de las preguntas si bien solo
en tres de ellas con una frecuencia mayor a dos. El error se manifiesta la mayoria de las veces
al confundir 4rea y perimetro, en menor medida la confusion entre 4rea y volumen, y entre la
distancia entre dos puntos de una circunferencia y la longitud del arco que ellos determinan.
Las componentes del sentido espacial asociadas son los propios conceptos geométricos
implicados y el poco desarrollo de la percepcion de las relaciones espaciales. La H1 es la
actividad con mayor frecuencia del e3, un ejemplo lo presenta el estudiante 20 (E20) que
confunde los conceptos de area y perimetro y pareciera no percibir que los bordes del mostrador

son segmentos a los que se les puede determinar su longitud (ver Figura 3).
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Figura 3 — Resolucion de la actividad H1 por E20
Fuente: elaborada por los autores (2024)

Error en la interpretacion de graficos (e4), es el error mas frecuente, aparece en nueve
de las preguntas, en seis de ellas con una frecuencia entre 12 y 43 estudiantes. El error se
manifiesta en interpretar diagramas, en identificar en ellos datos necesarios para la resolucion
y en utilizar a la vez los datos o las condiciones para alcanzar la respuesta esperada. Las
componentes del sentido espacial asociadas son las habilidades de visualizacion, percepcion de
las relaciones espaciales y de la posicion en el espacio. La resolucion del estudiante 57 (E57)
de la actividad N2 evidencia el e4 cuando le asigna el nombre P al punto mas cercano a la letra,
sin poder interpretar que los puntos que tenian nombre se correspondian con los puntos

cardinales (ver Figura 4).

Ala orilla de un rio se encuentra una noria gigante. F ijate en el dibujo y en el diagrama
que se muestran a continuacion
i ™=
R
\
M \ Q
/
/’/’
/
P,_~
- S S * il
[

Platalorma de acceso

1
ey rr—————

Cauce del rio Tamesis

La noria liene un diameltro exterior de 140 metros y su punto mas alto se encuentra a
150 metros sobre el cauce del rio. Da vueltas en el sentido indicado por las flechas

Pregunta 1

La letra M del grafico senala el centro de la noria

¢A cuantos melros (m) sobre el cauce del rio se encuentra el punto M?
Respuesta:.. = m

Pregunta 2

La noria da vueltas a una velocidad constante. Tarda exactamenie 40 minulos en dar
una vuelta complela. Juan inicia su viaje en la noria en el punto de acceso, P
¢Donde eslara Juan después de media hora?

A EnR

B Entre Ry §

C EnS

D JEntre Sy P

Figura 4 — Resolucion de la actividad N1 y N2 por E57
Fuente: elaborada por los autores (2024)

Error en interrelacionar la parte con el todo (e5) aparece en cuatro actividades con una

frecuencia entre 7 y 37 estudiantes. El error se manifiesta en la composicion y descomposicion
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de figuras geométricas, cuando no se considera que un segmento se obtiene como la suma de
dos o tres menores, cuando no se determinan las formas (poligonos o circunferencias) en las
que se puede dividir un area para poder calcularla o cuando la division obtenida no se aproxima
a la superficie real de la forma, sino que es solo por exceso o por defecto. Las componentes del
sentido espacial asociadas son las relaciones geométricas, la orientacion, la percepcion figura-
contexto y la discriminacion visual. La frecuencia mayor la tiene la actividad del vertido de
petroleo, donde los estudiantes para calcular el area solo determinan un rectangulo exterior, se
les dificulta visualizar su descomposicion en poligonos menores para obtener una aproximacion

mas precisa del area, un ejemplo es la resolucion del estudiante 2 (E2) (ver Figura 5).

Figura 5 — Resolucion de la actividad VP por E2
Fuente: elaborada por los autores (2024)

Error en realizar de manera significativa y correcta la iteracion unitaria (e6) aparece
en siete de las preguntas, s6lo en cuatro con una frecuencia mayor a dos, entre 26 y 29
estudiantes. El error se manifiesta en identificar la unidad de medida, en el uso de medida
directa o en realizar las conversiones convenientes a las unidades solicitadas. En el sentido
espacial se ven poco desarrollados los conceptos geométricos. La resolucion del estudiante 111
(E111) de la actividad G2 muestra el e6, en la confusion de su respuesta, se solicita el célculo
de un area y responde con unidades cubicas, ademas cuando multiplica unidades cuadradas, le

dan cubicas (ver Figura 2).
5.2 Errores generales

Los otros cuatro errores generales en matematicas son: e/, e8, e9 y el0, si bien no se
establece un vinculo directo con el desarrollo del sentido espacial influyen en el rendimiento en
geometria de los estudiantes, en el contenido Espacio y Forma, evaluado en las actividades de
PISA.

Error técnico (e7) aparece en siete de las preguntas, en todos los casos con una
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frecuencia menor a seis. El error se manifiesta la mayor parte de las veces en los célculos
operatorios o en alglin caso como error de conteo.

Error que tienen su origen en actitudes afectivas y emocionales (e8) aparece en cinco
preguntas con una frecuencia menor a cuatro, su manifestacion en todos los casos es que el
estudiante realiza un esbozo adecuado de un posible camino de resolucion que lo evidencia en
un disefio grafico o en un procedimiento algebraico, pero parece detenerse en la produccion
final. Consultados los docentes interpretan que se debe a algun tipo de bloqueo por falta de
confianza en los pasos que ha realizado.

Error debido a la redaccion y comprension de las instrucciones de trabajo (e9) aparece
en ocho de las respuestas con una frecuencia entre 11 y 27 en cinco de ellas. El error se
manifiesta en comprender e interpretar las instrucciones y las condiciones que establece el
enunciado de la actividad. La dificultad aparece en la interpretacion de algunas expresiones en
concreto, por ejemplo, en H1 la parte externa, en N1 sobre el cauce del rio 'y en PG1 el angulo
formado por dos hojas.

Error en los procesos adoptados (el() aparece en cuatro respuestas y solo en dos con
una frecuencia de 10 y 15 estudiantes. El error se manifiesta en procedimientos inadecuados,
en la imposibilidad de determinar la causa del error o en la falta de continuidad a la estrategia

de resolucidn iniciada.

6 Discusion y Conclusiones

En relacion con los objetivos planteados, por un lado, se ha conseguido categorizar y
clasificar los errores relativos al sentido espacial y errores generales para cada una de las
actividades de PISA 2012. Por otro, se han establecido relaciones entre los errores encontrados
y las componentes del sentido espacial, el manejo de conceptos geométricos y las habilidades
de visualizacion.

Se han establecido unos indicadores de analisis a posteriori que han permitido identificar
los errores relativos al sentido espacial y errores generales en matematicas. Se ha conseguido
operativizar el andlisis de los errores lo que permite obtener informacion mas precisa en relacion
con las capacidades espaciales, el desarrollo del conocimiento geométrico y su relacion con la
resolucion de problemas que permite entre otros, tomar decisiones pedagodgico didacticas que
favorezcan la préactica docente y la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje (Riastuti;
Mardiyana y Pramudya, 2017; Jones; Tzekaki, 2016).

De acuerdo con los resultados se establecen dos errores vinculados que interfieren en el
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acceso a la informacién brindada y solicitada en las actividades. Uno de los errores relativo al
sentido espacial, el e4, es el predominante por las nueve veces que aparece en las 13 preguntas,
evidencia que la interpretacion de graficos en matematica es una practica mas problematica que
rutinaria (Diezmann; Lowrie, 2009). Las dificultades muestran coincidencia con los
investigadores, en los enfoques incorrectos de los diagramas y en pasar por alto informacion
relevante, que se atribuye a un escaso desarrollo de las habilidades de visualizacion, percepcion
de las relaciones espaciales y de la posicion en el espacio. Relacionado al anterior, con
caracteristicas matematicas mas generales, acerca de la comprension e interpretacion del
enunciado, el e9 (Astolfi, 1999), con similar relevancia por las ocho veces que aparece en las
respuestas, se une a las dificultades clave sefialadas por otros investigadores como la
interpretacion incorrecta del vocabulario e interpretar mal la pregunta (Diezmann; Lowrie,
2009) y no comprender la formulacion del problema (Bocco; Canter, 2010). También Villarroel,
Garcia y Melipillan (2012) sefialan la dificultad que representa para el estudiante integrar la
informacion que se entrega en distintos formatos.

En relacion con el sentido espacial, dos de los errores, el e3 y el e6, vinculados con la
medida geométrica (Battista, 2007) ponen de manifiesto la dificultad asociada a un bajo
desarrollo de los conceptos geométricos, sea en el concepto de unidad, de longitud, de area, en
el proceso de iteracion de la unidad (Bragg; Outhred, 2000; Outhred; Mitchelmore, 2004;
Owens; Outhred, 2006; Watson; Jones; Pratt, 2013), asi como en la confusion entre area y
perimetro, longitud y 4rea o longitud y volumen (Fernandez; De Bock, 2013; Furinghetti; Paola,
1999) o las dificultades que se presentan con la nocidon de angulo (Masuda, 2009).

Larelacion entre los errores, e/, e2 y e5, se basa en la dificultad de un escaso desarrollo
de las relaciones geométricas y la orientacion (Jones; Tzekaki, 2016). Se manifiesta en la poca
capacidad de establecer una interrelacion jerarquica entre el todo y las partes que implica la
composicion y descomposicion de figuras geométricas (Clements; Sarama, 2007). O la
dificultad en generar informacién relevante a partir de diferentes representaciones como fue
demandado en varias actividades, por ejemplo, identificar tridngulos rectangulos que no estaban
marcados o ubicar conjuntos en un espacio integrando condiciones (Radatz, 1979).

La mayoria de los errores en el sentido espacial, e/, e2, e3, e4 y eJ, tienen en comun la
dificultad de tener un escaso desarrollo de algunas habilidades de visualizacion: la percepcion
figura-contexto y la discriminacion visual, en el e5; y la percepcion de las relaciones espaciales
y la percepcion de las posiciones en el espacio, presentes en los otros cuatro. Este resultado se
une a las dificultades en la comprension de las dimensiones y la posicion que plantean Jones y

Tzekaki (2016) y a los resultados de los estudios referidos a las representaciones en 2D de
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cuerpos geométricos tridimensionales que manifiestan dificultades en la manipulacion mental
y en las habilidades espaciales (Fujita et al., 2017; Ramirez; Gonzélez; Zambrano,2023; Saralar,
Ainsworth; Wake 2018).

Los errores generales, e7, e§ 'y el(, parecieran tener menor incidencia en la resolucion
de actividades geométricas, por su reducida apariciéon en las respuestas o por su escasa
frecuencia en los estudiantes. Se detecta la dificultad en los procedimientos matematicos y en
la seleccion de una estrategia adecuada (Ramirez; Flores; Ramirez, 2018; Villarroel, Garcia y
Melipillan, 2012); la dificultad técnica y de realizar operaciones (Bocco; Canter, 2010; Franchi;
Hernandez, 2004); y la dificultad emocional, que se reconoce como limitacién la parte
interpretativa del error (Villarroel, Garcia y Melipillan, 2012).

Uno de los intereses del estudio es aportar informacion acerca de los errores relativos al
sentido espacial en los estudiantes de primer afo de bachillerato. Se puede considerar que el
estudio de los errores es el primer paso para superar un problema que enfrenta no solo la
educacion en Uruguay sino también la de otros paises, como es el bajo rendimiento en
matematicas alcanzado por los estudiantes en pruebas internacionales, como muestran los
resultados obtenidos en PISA.

Se identifican algunas limitaciones del estudio: la muestra de actividades, inicamente
las liberadas por PISA sin poder acceder a las actividades interactivas; y de estudiantes, por
centrar el estudio en una sola institucion educativa. Para sustentar los resultados se podria
extender la investigacion a mdas estudiantes que abarquen realidades diversas, incluir los
procesos de ensefianza y las expectativas de los docentes que aporten informacion sobre
posibles causas de los errores que colaboran a que el estudiante promedio uruguayo alcance el
nivel uno de desempefio, por debajo del nivel basico de competencia definido por PISA.

Sin embargo, se reconoce como aporte la categorizacion de los errores en el sentido
espacial y el andlisis que permite trabajar con muestras mayores, con respuestas de estudiantes
y comparar con otros paises para brindar elementos objetivos en disefio de actividades de aula
y estandarizadas, disefio de unidades para la formacion del profesorado y para los

desarrolladores de curriculos.
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