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Resumo

Este artigo tem como objetivo investigar como a articulagdo entre diferentes registros de representagido semiotica
das conicas — sobretudo o algébrico, o grafico e o figural espacial — contribui para superar a fragmentagdo
tradicional presente no ensino de Geometria Analitica. Para tanto, apoia-se na Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica e apresenta o ambiente computacional Conics 3D, desenvolvido especificamente para
possibilitar a explora¢do simultanea e dinamica desses registros. A analise demonstra que, ao permitir ao estudante
manipular, de forma interativa, as representagdes algébricas, graficas e figurais espaciais, o software favorece néo
apenas uma compreensdo mais unificada das conicas, mas, também, o desenvolvimento de habilidades de
raciocinio e visualiza¢do. Conclui-se que a adogdo desse tipo de ferramenta computacional intensifica o dialogo
entre teoria e pratica, expandindo as possibilidades para um ensino de matematica mais significativo, tanto na
educac@o basica quanto na formagdo de professores.
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Abstract

This article aims to investigate how the articulation of different semiotic representation registers of conic
sections—especially the algebraic, graphical, and spatial-figural ones—helps overcome the traditional
fragmentation found in the teaching of Analytic Geometry. To this end, it draws on the Theory of Semiotic
Representation Registers and introduces the Conics 3D computational environment, specifically developed to
enable the simultaneous and dynamic exploration of these registers. The analysis shows that, by allowing students
to interactively manipulate algebraic, graphical, and spatial-figural representations, the software not only promotes
a more unified understanding of conic sections but also fosters the development of reasoning and visualization
skills. It is concluded that the adoption of such a computational tool strengthens the dialogue between theory and
practice, expanding the possibilities for more meaningful mathematics education, both in basic education and in
teacher training.

Keywords: Theory of Registers of Semiotic Representations. Conics. Geometry. Spatial Figural Representation.
Dynamic Semiotic Register.

1 Introducao

Na Educagdo Basica, as curvas conicas encontram-se no campo da geometria,
comumente a geometria analitica no plano, concentrada no 3° ano do Ensino Médio. Segundo
Santos e Lima (2023), um aspecto muito criticado, mas que persiste na abordagem da geometria
analitica nas coleg¢des de livros didaticos, € a fragmentag@o dos conceitos no estudo das conicas,
prejudicando-se assim uma abordagem mais integrada entre suas varias representagdes. Outro
aspecto destacado no mesmo documento diz respeito a exploragdo das secoes planas de uma
superficie conica, bem como das representacdes da hipérbole e da paradbola obtidas em um cone
de duas folhas.

Embora o espaco reservado ao ensino das conicas na Educacdo Basica seja bastante
reduzido, e ainda agravado pela abordagem fragmentada, continua presente em varios cursos
superiores, sendo um tema relevante em disciplinas como Geometria Analitica, Célculo e
Geometria Diferencial e Geometria Grafica (bidimensional e tridimensional).

Com relacao a esse fendmeno, Trgalova (1995) aponta a existéncia de uma diferenga
significativa quanto ao lugar desta nocdo com relacdo ao saber cientifico e ao saber a ensinar,
acrescentando que esta diferenga se deve principalmente a grande dificuldade em ensinar as
cOnicas, que por sua vez estaria ancorada num contexto geométrico, no proprio objeto € na
formagao de professores.

Embora do ponto de vista do estudo do objeto Matemadtico as cOnicas possam ser
exploradas a partir de varias defini¢gdes e representacdes, seu ensino ocorre de maneira

fragmentada e superficial, sendo muitas vezes priorizada uma abordagem analitica com enfoque
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algébrico. O mesmo se verifica nos materiais didaticos e nas salas de aulas do ensino superior.

Em sintese, entendemos que inexistem razdes matematicas e didaticas que recomendem
privilegiar uma abordagem a outra, mas estuda-las numa proposta integrativa da visdo sintética
e analitica, se opondo a abordagem dominante caracterizada pela fragmentacao dos conceitos e
representacdes. Em nosso estudo, constatamos a existéncia de dificuldades decorrentes da
abordagem fragmentada no ensino das curvas conicas — um problema que parece recorrente
nao apenas no Brasil (Brasil, 2006; Neto, 2008; Bordallo, 2011) e na Franga (Trgalova, 1995),
mas também, ao menos, na Espanha (Contreras; Contreras; Garcia, 2002; Gascon, 2001) e no
México (Velazquez et al., 2007), como apontam os estudos.

A vista disso, as cOnicas sdo um tema matematico abundante na sua constituicdo, no seu
desenvolvimento e especialmente em seus problemas, sendo objeto de investigacdo de varios
estudiosos ao longo dos séculos, perpassando pelas geometrias sintética (dos gregos), analitica
até a projetiva.

Ao analisarmos o desenvolvimento do saber Conicas, constatamos tentativas de
unificacdo das suas definigdes, com a identificacdo de diferentes aspectos e ferramentas
matematicas necessarias a demonstragao dos resultados a elas relacionados. Nesse processo,
evidenciou-se que as coOnicas foram caracterizadas segundo trés tipos de abordagens: uma
sintética, com curvas obtidas pela secdo de um cone circular de revolugdo com um plano; uma
analitica, caracterizada por equacdes (geral e reduzidas), pela forma matricial e pela
representacdo grafica em um sistema de coordenadas cartesianas; e outra projetiva, onde as
conicas podem ser definidas como projegdes de circunferéncias.

Em nosso ponto de vista, defendemos que a unificagdo favorece o ensino desde que
considere a articulagdo das representagdes algébricas, grafica e figural espacial a partir dos seus
elementos comuns, como por exemplo os focos e as diretrizes.

Nesse sentido, compreendemos que a representacdo figural espacial do teorema de
Dandelin-Quetelet (geometria sintética) poderd fornecer os focos como sendo os pontos de
tangéncia do plano que secciona o cone com as esferas nele contidas (no caso da pardbola serd
um foco, uma esfera e um ponto de tangéncia) e as diretrizes como as retas formadas pelas
interse¢des do plano de secdo com outros dois planos paralelos a base do cone (na parabola
temos apenas uma diretriz); do mesmo modo € possivel relacionar estes elementos as equagodes
quadraticas, bem como explicita-los na representagdo grafica de cada conica (geometria
analitica).

Por sua vez, articular as representagdes de maneira dindmica requer que se leve em

questao as varidveis visuais (do grafico) e visuais figurais (da figura espacial em perspectiva)
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associadas as unidades simbolicas correspondentes das expressdes algébricas, o que podera
ocorrer a partir da utilizagdo de recursos computacionais.

Nesse sentido, a atividade requerida pela matematica difere daquelas requeridas em
outras areas do conhecimento, ¢ Duval (2005) apresenta trés caracteristicas que evidenciam tal
diferenga: a importancia das representacdes semidticas, a variedade de representagdes
semidticas e a mobilizagdo simultinea de representagdes em, no minimo, dois diferentes
registros de representagdo. Ressalta ainda que a representagao nao deve ser confundida com o
objeto representado; e a articulacdo concomitante de ao menos duas representagdes em dois
diferentes registros de representacdo deve considerar os dois sentidos, por exemplo, das
equacdes para o grafico e do grafico para as equagdes. As articulagdes implicam a necessidade
de transformagdes tipo tratamento ou conversdo, esta Ultima, no caso das cOnicas, precisa
considerar as abordagens das geometrias sintética, analitica e projetiva, além das representagdes
algébricas, grafica cartesiana e figural espacial.

E importante salientar que o ato de unir os pontos obtidos por construgdes analiticas ou
sintéticas em uma curva continua envolve dificuldades conceituais e praticas, especialmente
quando se privilegia unicamente a defini¢do geométrica das conicas. Conforme discutido por
Bongiovanni (2001), o tragado de segmentos ou arcos adjacentes, ao longo de um conjunto de
pontos finitos, nem sempre resulta em uma compreensao clara e rigorosa da continuidade e da
topologia da curva. Quando se opta apenas pelo método de equacdes reduzidas, o enfoque
analitico pode gerar uma visdo fragmentada, dificultando que os estudantes compreendam a
totalidade do tragado e a coeréncia global da curva.

Para responder a esses desafios, ndo podemos nos restringir unicamente ao campo
matematico ou a sua historia, mas se faz necessaria uma abordagem cognitiva que favorega a
articulagdo dinamica das varias representagdes das conicas através de recurso computacional,
de modo que o ensino de matematica venha contribuir para o desenvolvimento global das
capacidades de raciocinio, de andlise e de visualizagdao dos estudantes e professores.

Diante do exposto, buscaremos responder a seguinte questao: Qual abordagem cognitiva
pode favorecer a articulagdo das varias representagdes das conicas, de modo a contribuir com
o desenvolvimento global das capacidades de raciocinio, de andlise e de visualizagao?

Para isso, estruturamos nosso estudo segundo o modelo da Engenharia Didatico-
Informatica e suas quatro dimensdes Santos (2020), de maneira que, pela compreensao das
caracteristicas especificas do objeto conicas (dimensdo epistemoldgica), considerando como os
estudantes mobilizam suas representagdes (dimensdo cognitiva) e da identificacdo das

contribuicdes e dificuldades geradas no seu ensino (dimensao didatica), pudéssemos obter um
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conjunto de requisitos que possibilitasse colaborar com a concep¢do, desenvolvimento e
validagdo de um recurso computacional (dimensao informatica) que favorecesse o seu ensino
de modo pleno.

O objetivo deste artigo ¢ investigar uma abordagem cognitiva que favoreca a articulagao
das varias representacdes das conicas, de modo a contribuir para a apreensao global das suas
caracterizacgdes. Especificamente, busca-se analisar, a luz dos principios da Teoria dos Registros
de Representacao Semiotica de Duval (1988), como a utilizagdo de recursos computacionais
dinamicos pode integrar eficazmente as representagdes algébricas, graficas no plano cartesiano
e figurais espaciais das coOnicas, promovendo uma compreensao mais significativa e unificada
dos conceitos matematicos envolvidos.

Vale ressaltar que este artigo corresponde a um recorte de resultados originalmente
apresentados na tese de doutorado de Siqueira (2019), na qual foi investigada em profundidade
a articulacdo entre diferentes registros de representacdo semiotica das conicas ¢ desenvolvidos

0s recursos computacionais utilizados.

2 Dimensao Cognitiva

A compreensdo das conicas no contexto educacional envolve ndo apenas o dominio
técnico das representacdes algébricas e graficas, mas também a capacidade de articular essas
representacdes de forma dinamica e integrada. A dimensdo cognitiva desse estudo foca em
como os alunos constroem o entendimento das conicas através da articulagdo entre variaveis
visuais € unidades simbolicas correspondentes. Este capitulo examina as contribuigdes da
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS) de Duval e discute a importancia de
uma abordagem cognitiva que incorpore recursos computacionais para promover uma

aprendizagem mais profunda e significativa das conicas.

2.1 Contribuicoes da teoria dos registros de representacoes semiodticas

Ao analisar em que consiste a compreensdo matematica e as razdes das dificuldades de
compreensao de muitos estudantes, Duval (2005) destaca que os conceitos matematicos e suas
complexidades epistemologicas muitas vezes evocados ndo sdo suficientes para caracterizar a
originalidade e a especificidade do funcionamento do pensamento em matematica. Para ele, tal

originalidade reside em procurar descrever o funcionamento cognitivo que possibilite ao aluno
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compreender, efetuar e controlar ele proprio a diversidade dos processos matematicos que lhe
sdo propostos em situacao de ensino.

Além disso, este autor destaca que, do ponto de vista cognitivo, a atividade requerida
pela matematica se difere daquelas requeridas em outras areas do conhecimento e apresenta
duas caracteristicas que evidenciam tal diferenga: a importancia das representagdes semioticas
e a variedade de representagdes semiodticas. Esses diferentes tipos de representacdes semioticas
utilizados em matematica sao chamados de registros de representacdo que podem ser
caracterizados em quatro tipos: as figuras geométricas, as escritas algébricas e formais, as
representacdes graficas e a lingua natural.

Segundo Duval (1993), a distingdo entre um objeto e sua representagdo ¢ um ponto
estratégico para a compreensao da matematica. O autor acrescenta que o que importa € o objeto
representado, € nao suas diversas representacdes semioticas possiveis. Assim, enunciados,
configuragdes geométricas, esquemas ¢ formulas sdo producdes cujo contetido remete a um
objeto, ndo devendo ser confundidas com o proprio objeto representado, mesmo que aparentem
explicita-lo. Duval (1993, p. 38) afirma, entretanto, que “as diversas representagdes semioticas
de um objeto matematico sdo absolutamente necessarias”, além de desempenharem um papel
fundamental na atividade matematica.

Para Duval (2011), os registros sdo sistemas cognitivamente produtores ou criadores de
representacoes, devendo para isso cumprir duas condi¢des: produzir representagdes que
permitem acessar aos objetos perceptivamente ou instrumentalmente e, sobretudo, permitem
transformar as representagdes produzidas a partir de operagdes especificas.

De modo geral, para que um sistema semiotico possa ser um registro de representacao,
deve permitir trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose e essenciais a todo
registro (Duval, 1993, p. 41-42; 2009, p. 54-59):

e A formagdo de uma representagdo identificavel implica sele¢do de relagdes e de dados
no conteudo a representar, como uma representacdo de um registro dado: a composi¢ao

de um texto, o desenho de uma figura geométrica, a elaboragdo de um esquema, a

expressdo de uma formula algébrica, dentre outras. Desta maneira, a formacdo de uma

representacdo poderia ser comparada a realizacdo de uma tarefa de descricao.

e O tratamento de uma representacao obtida como dado inicial € a transformacao desta
em uma representacdo considerada como terminal no mesmo registro no qual ela foi
formada. O tratamento ¢ uma transformacao interna a um registro de representacdo ou

a um sistema. O célculo ¢ uma forma de tratamento proprio das expressoes simbolicas:

Bolema, Rio Claro (SP), v. 39, e240317, 2025 6


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pt

@ ® ISSN 1980-4415
B DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v39a240317

ele substitui novas expressoes em expressoes dadas no mesmo registro de escritura de
numeros.
® A conversdo de uma representacao num dado registro € a transformagao desta em outro

registro, conservando a totalidade ou uma parte do conteudo da representagao inicial. A

conversdao ¢ uma transformagdo externa em relagdo ao registro de representacdo de

partida (o registro da representacdo a converter), se constituindo numa atividade
cognitiva diferente e independente do tratamento.

Para 0 mesmo autor, as representacdes semioticas sao produgdes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdes com significacdo e
funcionamento proprios, ndo servindo apenas para fins de comunicacdo, mas sdao igualmente
essenciais a atividade cognitiva do pensamento, como uma figura geométrica, um enunciado
em lingua natural, uma férmula algébrica ou um grafico, por exemplo.

Embora de um ponto de vista matematico apenas as demonstragdes permitam produzir
novos conhecimentos, por uma perspectiva cognitivista precisamos ter consciéncia das
operagdes especificas de cada registro mobilizado ao realizar uma atividade matematica.

Duval e Godin (2005) destacam que um objeto matematico ndo deve ser confundido
com a representacdo que se faz dele, e 0 acesso aos objetos matematicos passa necessariamente
por representagdes semidticas. E importante ressaltar que a compreensio em matemética
implica a capacidade de passar de uma representagao em um registro de representacao a uma
representacdao em outro registro - € na passagem de uma representacdo em um registro para uma
representacdo em outro registro que se pode observar a importancia da forma de representagao
- pois mudar de registro nao consiste apenas em mudar o modo de tratamento, mas também em
explicar as propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto.

Na atividade matematica, a mobiliza¢do de muitos registros de representacdao semidtica
(figurais - planas e espaciais — graficos cartesianos, algébricos e simbolicas, lingua natural,
dentre outros) pode ser uma condi¢do necessaria para que os objetos matematicos ndo sejam
confundidos com suas representagdes. De fato, a articulagdao de representacdes de um mesmo
objeto matematico em diferentes registros de representagdo semidtica servird a uma apreensao
conceitual, dando acesso ao objeto representado, proporcionando que este ndo seja confundido
com suas representagdes e que seja reconhecido em cada uma de suas representacdes possiveis.

Sendo assim, Duval (2005, 2011) apresenta os tipos de transformagdes de
representacdes associados a atividade matematica, isto €, as operagdes proprias de cada registro
e a variedade dos tipos de conversdo. O mesmo autor ainda classifica os registros de

representacdo semidtica segundo as caracteristicas que permitem distingui-los em registros
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discursivos (linguagem natural; algébrico) e ndo discursivos (figuras geométricas plana e
espacial; graficos cartesianos); multifuncionais (também utilizados fora da matematica para as
fungdes de comunicagdo, de objetivagdo ou mesmo para uma fungdo de tratamento) e
monofuncionais (proprios da matematica).

Em matematica, a variedade de representacdes semidticas presentes, originou a
necessidade de se organizar esses diferentes tipos de representagdes em diferentes tipos de
registros, fazendo surgir assim a ideia de representacao semidtica.

Duval (2011) ressalta que uma analise feita unicamente em relagdo aos objetos
matematicos, sem considerar a articulacdo dos varios registros de representacdo, podera
confundir ou esconder a atividade cognitiva, devendo esta ser realizada para que a resolugdo de
um problema seja bem conduzida.

Segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, proposta por Raymond
Duval, compreender um conceito matematico envolve nao apenas operar dentro de um unico
sistema de representacdo (como a linguagem natural, a algebra ou a geometria), mas também
ser capaz de converter e articular entre diferentes registros — processo chamado de conversao
semiodtica. No caso das figuras geométricas, por exemplo, o primeiro passo consiste em realizar
uma desconstrucao dimensional da imagem visualizada, identificando e descrevendo, por meio
de palavras ou simbolos, suas propriedades figurais. Em seguida, essas propriedades sdo
utilizadas para dedugoes e articulagdes com outros registros de representagdo, como expressoes
algébricas ou graficos na geometria cartesiana. Nesse momento, ndo se trata mais de lidar
diretamente com a forma geométrica visual (bidimensional® ou tridimensional®), pois esta ja foi
analisada e descrita anteriormente. O foco se desloca para as relagdes e transformagdes entre
diferentes representagdes semidticas do mesmo objeto matematico.

Para as representacdes graficas cartesianas, recorremos a outro registro, considerando
um sistema de coordenadas e estando atentos a descontinuidade dos pontos quando se tem
continuo visual. Com relagdo as representagdes algébricas, estas deverdo traduzir as
propriedades figurais e grafica reveladas a partir de seus valores figurais-espaciais e visuais,
associados as unidades simbolicas correspondentes ou coeficientes em cada equagao.

Desse modo, a articulagdo entre diferentes sistemas de representacdo mostra-se

especialmente relevante no ensino e na aprendizagem da matematica, sendo considerada mais

5> Tratamos representacdo grafica cartesiana, ou simplesmente grifica, como sendo diferente de representagio
figural plana, embora a primeira também pudesse ser considerada como sendo do segundo caso. Por exemplo, se
uma curva nao estiver representada num sistema de coordenadas cartesianas, ela sera considerada como sendo uma
representagdo figural plana de um registro geométrico, e vice-versa.

6 Consideramos ser necessdrio acrescentar essa terminologia para contemplar as representagdes de figuras espaciais
em perspectiva cavaleira, uma vez que o termo figural estd muitas vezes associado a figuras planas.
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central nesta area do que em outros campos do conhecimento (Duval, 2005). Porém, no

contexto do ensino da matematica em geral, esses registros sdo ensinados independentemente
e as articulagdes entre eles sao consideradas como consequéncia natural do conhecimento dos
registros. Se podemos admitir isso para um matematico, ¢ muito menos 6bvio no caso de um
aluno, para o qual articular registros deve ser objeto de uma aprendizagem especifica. Duval
(1993) observa que em todos os niveis de ensino, para grande maioria dos alunos, ha um
isolamento de registros de representacao.

Considerando em nosso estudo articular as representagdes semidticas nos registros
algébrico, grafico cartesiano e figural espacial (nos dois sentidos’) das conicas, entendemos
tratar-se de transformagdes relacionadas as conversoes de representacdes e aos tratamentos,
neste caso em relacao as equacgoes.

Apresentamos a Figura 1, com a classificacdo dos tipos de registros semidticos

mobilizados no estudo das conicas, tomando como exemplo o caso de uma elipse.

7 Articular as representagdes algébricas — trés formas: quadratica geral, quadratica reduzida e matricial — a sua
representagdo grafica, e figural espacial, considerando tanto a passagem das formas algébricas para a formas
geométricas como das formas geométricas para as formas algébricas.
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Figura 1 — Representacdes Semioticas para a Elipse

Fonte: Siqueira (2019, p.101)

Observando o Quadro 1, percebemos que a articulagdo cognitiva entre equagoes, grafico

cartesiano e a representacdo figural espacial, com relagdo a conica elipse pode ser iniciada

utilizando como registro de entrada a representagdo figural espacial da curva segundo o teorema

de Dandelin-Quetelet, definida pela se¢do do plano com o cone de revolucao, da qual se extraem

cinco pontos.

Para articular as representacdes algébricas e graficas, precisaremos de representagdes

auxiliares de transicao, neste caso, utilizaremos os resultados do teorema de Pascal e o teorema

de Brianchon para as conicas, assegurando que cinco pontos, trés a trés ndo colineares,

determinam uma curva conica, o que permitira tomar cinco pontos da curva para construcao de

um sistema linear de ordem 5 (5x5), cuja solug@o nos remeterd a equacao quadratica geral de

forma

Ax?> + Bxy + Cy*+ Dx+ Ey +F =0,

que por sua vez proporcionara obter outras expressoes algébricas, como a matricial
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[xy]-[A%gC]-[xy]+[DE]-[xy]+F=0 e forma reduzida A;(x")%+
L,y +F=0.

Assim, a partir destas podemos obter a representacao grafica.

Neste caso, consideramos como registro de Entrada a forma figural espacial, passando
pelas equagdes e chegando ao esbogo do grafico considerando as caracteristicas significativas
(os valores e condigdes dos coeficientes) das expressoes algébricas (flechas tracejadas). Porém,
entendemos que o sentido de conversao pode se dar no sentido inverso, iniciando pelas varidveis
visuais da curva num sistema de coordenadas (focos, diretriz, vértices, eixos, excentricidade,
etc.), em seguida escrever as equagdes e obter a representacao figural espacial, ou iniciando por
qualquer outra representacdo, chegando consequentemente, num outro registro (flechas
continuas com duplo sentido).

Duval (2011) chama atengao para o fato de que a possibilidade de um aluno converter
em um sentido, ndo implica que ele possa fazé-lo no sentido inverso, mas, para que haja
coordenacdo sinergética de representagdes em varios registros, faz-se necessario haver
conversdes nos dois sentidos.

Assim, neste momento, focamos principalmente as conversdes entre as representagdes
algébricas e figural espacial (ilustradas na Figura 1), sem desconsiderar, entretanto, que as
representacdes graficas em um sistema de coordenadas também exigem conversdes analogas.
Na sequéncia, discutimos como essas trés representagdes — algébrica, grafica cartesiana e

figural espacial — podem articular-se concomitantemente na compreensao das conicas.

REPRESENTAGCAO FIGURAL ESPACIAL

REPRESENTACOES ALGEBRICAS

13+5V2) | 13- 5V2)
‘( 8T (12 )mx:l’
’ TRATAMENTDS\

{1 5]

CONVERSOES REPRESENTACAO GRAFICA

4x? —5xy + 9y —36=0

Figura 2 — Correspondéncia entre os registros de representagdo figural espacial,
algébricos e grafico de uma elipse
Fonte: Siqueira (2019, p.138)

Duval (2005) chama a atengdo para o equivoco de se considerar simples e local o

processo de conversdo de um registro de representacdo a outro, reduzindo-o, muitas vezes, a
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uma mera codifica¢do. Assim, por exemplo, transformar uma equacdo em sua representagao
grafica seria visto apenas como a aplicagdo de uma regra, em que cada ponto corresponde a um
par ordenado no plano cartesiano. Nesse sentido, o autor adverte que “tal visdo € superficial e
enganadora”, uma vez que a regra de codificacdo possibilita apenas uma leitura pontual das
representacdes graficas, em oposi¢ao a uma apreensao global e qualitativa. Como destaca Duval
(2005, p. 17): “Ora, ¢ essa apreensdo global e qualitativa que € necessaria para extrapolar,
interpolar, ou para utilizar os graficos para fins de controle, ou de exploragao, relacionados aos
tratamentos algébricos”.

A conversdo entre graficos e equagdes, por exemplo, supde que se leve em conta as
variaveis visuais proprias dos graficos (focos, vértices, eixos, diretrizes etc.) e os valores

escalares das equagdes (coeficientes positivos ou negativos etc.).

2.2. Representacio Figural Espacial

Este estudo adota a extensao do significado de representagdo figural para representagdo
figural espacial, denotando a representacdo em perspectiva das curvas cOnicas obtidas a partir
da secdo do cone circular de revolugdo por um plano, considerando as propriedades que
caracterizam cada uma das curvas, proposta por Siqueira (2019).

A representacao figural espacial refere-se a representacdo de objetos matematicos em
trés dimensodes, utilizando figuras geométricas que podem ser manipuladas e visualizadas de
diferentes perspectivas. Esta abordagem permite explorar propriedades e relagdes que nao sao
facilmente perceptiveis em representacdes bidimensionais, como as equagoes algébricas ou os
graficos cartesianos.

Desse modo, a representagdo figural espacial se destaca por sua capacidade de
proporcionar uma visdo tridimensional e dindmica dos objetos matematicos, facilitando a
articulacdo entre as representacdes algébricas e graficas.

Em nosso estudo, a importancia da representacdo figural espacial reside na sua
capacidade de tornar visiveis aspectos geométricos das cOnicas que sdo cruciais para a
compreensdo de suas propriedades e comportamentos. Por exemplo, ao visualizar uma parabola
como a se¢ao de um cone, os alunos podem perceber de forma mais clara as relagdes entre os
coeficientes da equacao e as caracteristicas da curva.

A seguir, analisaremos um esquema de organizacdo semidtica e do funcionamento das
representacdes graficas, adaptado de Duval, no qual incluimos a representagdo figural espacial

(Figura 2).
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REFRESE NTF'}(;f\O FIGURAL Figura-fundo: campo quadnculado
PLANA - GRAFICO CARTESIANO (matenalmente ou  virtualments)
Correspondéncia entre pontos determinado por uma orientagio
marcados pele campo

quadriculado e par ordenado de
nimeros.

bidimensional @ por uma unidade
de graduagio

A, CALCULO para enconirar
A. LOCALIZAGAD DE POSIGOES 2 equacBo o partir de valores

Commespondente 8os valores nUMENCOs puméricos

oblidos a partir de uma equaglio. \.\
Figura-forma:
Tragodo(s) reto(s), [*— »  Eccrita simbdhica
Tragado(s) eurvo(s) de uma relaglio.
B. APREENSAO GLOBAL dos valores REGISTRO SIMBOLICO

visuais oposicionais @ de valores
escolores comaspondentas na escnta
simbdlica.

Figura-fundo: Representacdo em

REPRESENTACAQ perspectiva de um cone circular de
FIGURAL ESPACIAL revolucio com uma ou duas
Correspondencia entre um esferas inscritas e seccionadas
conjunto de pontos que cada uma por um plano que se
pertencem a curva gerada pela | interceptam a um terceiro plano
seco do cone circular de gerador das curvas que tangencia
revolucdo por um plano as esferas e secciona o cone,

Figura 3 — Organizagdo semidtica e funcionamento das representacdes graficas e figural espacial
Fonte: Adaptado de Duval (2005, p. 18)

Podemos destacar que esta organizacao permite trés tipos de tratamentos e dois tipos de
conversao com o registro simbolico. Enquanto as ligacdes A e A’ permitem apenas uma leitura
pontual dos graficos e da figura, a coordenag@o B possibilita uma apreensdo global qualitativa,
isto ¢, permite ao aluno reconhecer a forma de uma equagao analisando as formas e a posi¢des
das curvas num sistema de coordenadas ou representada através de uma figura geométrica
espacial em perspectiva.

Entendemos as dificuldades que estdo implicadas nessa possibilidade de articulagao
entre trés representacdes envolvendo as transformagdes por conversao, visto que, se, de acordo
com Duval (2005), a coordenagdo-articulacdo entre as representagdes algébricas e grafica,
mesmo se tratando de um caso elementar do ponto de vista cognitivo, qual seja, aquele que
envolve dois registros monofuncionais, ndo ¢ efetuada nem mesmo por alunos no ultimo ano
do ensino médio, o que dizer entdo das situagdes que necessitam da articulagdo de trés

representacdes, incluindo também os registros multifuncionais.

3 Registro Semidtico Dinamico

O Registro Semiotico Dindmico envolve a utilizagdo de ferramentas computacionais
que permitem a manipulacdo interativa e simultanea dessas varias representacdes. Esta
abordagem facilita a compreensdo das relagdes e transformacdes entre diferentes
representacdes, conforme discutido por Siqueira (2009) e Siqueira e Bellemain (2016). A

articulagdo concomitante entre representagdes algébricas e graficas cartesianas em ambientes
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computacionais, por exemplo, permite a transformacdo simultdnea por meio de tratamentos e
conversoes.

Embora ja& abordado implicitamente nos estudos de Bellemain e Siqueira (2009) e
Siqueira e Bellemain (2016), Siqueira (2019) tomando por base a defini¢ao de registro figural
dindmico, proposto por Salazar e Almouloud (2015), definiu registro semidtico dindmico
computacional. Esse conceito envolve a articulagdo simultanea das representacdes algébricas e
grafica cartesiana em um ambiente computacional, permitindo transformagdes por tratamento
e conversdes simultaneamente.

O registro figural dinamico proposto por Salazar e Almouloud (2015) considera apenas
o aspecto figural. Para abordar completamente o objeto matematico das cOnicas, era necessario
incluir as representacdes algébricas, grafica cartesiana e figural espacial. Assim, Siqueira
(2019) propos um ambiente computacional que possibilitasse a articulagdo simultanea dessas
trés representagcdes. Esse registro semiotico dinamico integraria registros discursivos
(linguagem natural e algébrico) e ndo discursivos (figuras geométricas plana e espacial, e
gréaficos cartesianos).

Essa abordagem busca favorecer a transformacdo das representagdes em um Unico
ambiente, permitindo a articulagdo simultanea de diferentes registros. Tal concepgao esta em
consonancia com a defini¢do de representacdes computacionais apresentada por Duval (2009),
segundo a qual essas representacdes possuem significantes de natureza homogénea, que nao
exigem a visualizagdo do objeto representado e possibilitam a transformagdo algoritmica de
uma sequéncia de significantes em outra. Essas representacdes, segundo o autor, tornam a
informacao externa acessivel, recuperavel e combinavel dentro de um sistema.

A integracdo de representacOes dinamicas em um ambiente computacional traduz
informagdes externas de maneira integrada, tornando-as acessiveis, recuperaveis e combinaveis
dentro do sistema. Isso facilita a aprendizagem e a compreensdo das conicas, proporcionando
um ambiente educacional mais eficaz e abrangente.

De acordo com Duval (2005), a interpretagdo figural de uma situacdo geométrica
envolve duas atitudes geralmente contrarias: a apreensdo perceptiva imediata e automatica de
formas, e a interpretacdo discursiva controlada dos elementos figurais. Estas duas atitudes
geralmente estdo em conflito, pois a figura mostra objetos que se destacam independentemente
do enunciado. Assim, uma figura geométrica deve ser interpretada a partir das hipoteses, € nao
apenas pelas formas evidentes que ela apresenta.

Duval (2011) ressalta que no ensino de geometria, as figuras geométricas formam um

registro de representacdo semiotica. Ele distingue entre o desenho, que ¢ uma configuracao
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particular no papel ou na tela, e a figura, que representa as propriedades do objeto descrito pelo
desenho. As figuras geométricas sdo identificadas pelas propriedades que ndo sdo visiveis em
nenhum desenho especifico, mas que sdo inerentes a todos os desenhos possiveis daquela
figura. O autor chama aten¢do para a necessidade de operagdes de reorganizagdo visual para
ver uma figura geometricamente, reconhecendo as formas e contornos dos objetos
representados.

Os ambientes de geometria dindmica sdao cruciais para a implementacao de registros
semioticos dinamicos. Esses softwares permitem a manipulagdo interativa de figuras
geométricas, facilitando a articulagdo entre diferentes representacdes semioticas. A utilizagao
desses recursos promove a compreensao integrada e dindmica dos conceitos matematicos.

O registro semiotico dindmico ¢ uma ferramenta poderosa para o ensino das conicas e
outros conceitos matematicos complexos. Ao permitir a manipulagdo interativa e a
transformagdo simultinea de representagdes, essa abordagem facilita a compreensdo das
relacdes entre diferentes registros semioticos. A utilizagdo eficaz dessa abordagem requer
investimentos em tecnologias de geometria dindmica.

Podemos verificar alguns argumentos a respeito das diferentes maneiras de como os
objetos matematicos sdo compreendidos, tendo em vista suas representagdes. Ademais, se uma
nocao ¢ trabalhada a partir de varias representagdes, varios aspectos do objeto estudado podem
ser melhor compreendidos pelos alunos.

Bongiovanni (2001) trabalhou em sua tese a criagdo de um hiperdocumento interativo
sobre as caracterizagdes das conicas para uma formagao continua de professores de matematica
do ensino médio, na qual também estudou as representagdes. Para este autor a apropriagdao de
variadas representacdes do mesmo objeto matematico e a construgdo de articulagdes entre as
diferentes representacdes pode esclarecer diferentes aspectos do objeto estudado e, por
consequéncia, favorecer a aprendizagem.

Em sua investigacdo, o mesmo autor, ressaltou que o papel das representacdes multiplas
tem sido destacado por varios pesquisadores em diferentes campos da matematica, como por
exemplo, Confrey (1992) e Kaput (1992).

Confrey utilizou o software Function Probe (Confrey; Smith; Carrol, 1991), capaz de
gerenciar simultaneamente varios registros de representacdo do mesmo conceito, para explorar
a ideia de fungdo por meio de multiplas representagdes — equagdes, graficos e tabelas de
valores — operando em trés janelas distintas (grafico, tabela de valores e calculadora). Sua
pesquisa (Confrey, 1992) apoia-se em ferramentas computacionais para conceituar a nogao

matematica de funcdo, destacando o papel das multiplas representagdes como oportunidade
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para evidenciar diferentes aspectos dos conceitos, contribuindo para aprimorar e aprofundar sua
compreensao.

Para Kaput (1992, p. 530) ndo ¢ possivel representar adequadamente, dentro de um
unico sistema de notagdo, todos os aspectos de uma ideia complexa e, portanto, sao necessarios
varios sistemas para sua plena expressao. Isto significa que a conversao, no sentido de Durval,
entre os sistemas de representacao ¢ fundamental para o processo de aprendizagem.

Siqueira (2009) e Siqueira e Bellemain (2016) destacam a criagdo de novos registros
dinamicos de representacao, favorecida pelo principio de manipulagdo direta dos objetos
implantados na interface, e o acesso rapido e continuo a muitas situagdes, constituem-se numa
ferramenta poderosa na promogao da articulagdo entre as varias representagoes, € suas variaveis
visuais e unidades simbdlicas correspondentes, podendo aparecer nas variagdes conjuntas e
continuas, tanto dos elementos algébricos como geométricos. Consideraram os principios da
Transposi¢do Informatica de Balacheff (1993) e da Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Duval (1993), bem como, as necessidades levantadas na investigacdo, e

desenvolveram um aplicativo ad hoc denominado Formas.

4 Resultados

Considerando as ideias aqui postas, apresentamos uma sintese com 0s principais
elementos da dimensdo cognitiva. A atividade requerida pela matematica, do ponto de vista
cognitivo, se difere daquelas requeridas em outras areas do conhecimento, e apresenta duas
caracteristicas que evidenciam tal diferenga: a importincia e a variedade de representacdes
semioticas. Assim, a representacao nao deve ser confundida com o objeto representado; e para
que haja apreensdo desde, ¢ necessaria a articulagdo, concomitante, de ao menos dois registros
de representacdo, considerando os dois sentidos, por exemplo, das equagdes para o grafico e do
grafico para as equagdes. As articulagdes implicam a necessidade de transformacgdes tipo
tratamento ou conversao.

A seguir apresentamos uma sistematizacdo da dimensdo cognitiva, destacando a
necessidade de mobilizacdo e articulagdo das vdarias representacdes das curvas conicas,

considerando as transformagdes por conversdo e tratamento (Figura 2).
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Figura 4 — Esquema com sistematizagdo da Dimensdo Cognitiva
Fonte: Siqueira (2019, p.157)

Além de buscarmos a articulacdo entre os elementos das curvas conicas, segundo
abordagens das geometrias sintética, analitica e projetiva, consideraremos também suas
representacdes algébricas, grafica no plano cartesiano e figural espacial.

Para atender a esses desafios ndo podemos nos restringir unicamente ao campo
matematico ou a sua historia, mas se faz necessaria uma abordagem cognitiva, que favoreca a
articulagdo dinamica das varias representagdes das conicas através de recurso computacional,
de modo que o ensino de matematica venha contribuir para o desenvolvimento global das
capacidades de raciocinio, de andlise e de visualizagdao dos estudantes e professores.

Além dos estudos que apontaram para as contribuicdes do uso de um programa
computacional, também evidenciou a necessidade de utilizar um recurso que possibilite uma
articulagdo dindmica no sentido de um registro semidtico dindmico, isto ¢, articulagdes
concomitantes entre equagoes, graficos no plano cartesiano e representagao figural espacial.

Abordar a articulagdo das representagdes das conicas em diferentes registros de
representacdo semiotica nessa perspectiva corresponde a um processo de descri¢ao sistematica
das variaveis visuais, considerando o procedimento de interpretacao global das propriedades do
grafico e da figura espacial, em que, por exemplo, o conjunto tracado/eixo forma um grafico
que representa o objeto descrito pelas expressdes algébricas, possibilitando identificar as
modifica¢des realizadas na representagdo grafica e nas expressoes algébricas.

As variaveis visuais se referem as caracteristicas do grafico que estdo relacionadas aos
coeficientes ou parametros das equagdes, como os vértices, os focos, as diretrizes, os €ixos, o

centro, dentre outros. Ja as variaveis visuais figurais, representagdao figural espacial, dizem
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respeito aos elementos da representacdo em perspectiva cavaleira do cone seccionado por um
plano gerador da conica, que estdo relacionadas as varidveis visuais do grafico e aos parametros
das equagdes, assim destacamos, os focos, as diretrizes, os vértices e cinco pontos distintos
pertencentes a curva.

O fato das conicas serem constituidas algebricamente, também via definigdo monofocal
(um foco, a diretriz e ponto qualquer), implica, termos a disposi¢do os mesmos elementos
caracteristicos das conicas (focos, diretrizes e excentricidade) nas variaveis visuais associados
as unidades simbolicas correspondes. Embora, a representagdo grafica, apresente outras
variaveis visuais, podemos sempre relaciona-las as expressoes algébricas.

Essa integracdo concomitante entre representagdes algébricas, graficas no plano
cartesiano e figurais espaciais, todas baseadas em uma unica fonte de dados, foi materializada
no ambiente computacional Conics 3D (Siqueira 2019). Ele possibilita que as trés
representacdes diferentes de um mesmo objeto matematico sejam visualizadas e manipuladas
de forma dinamica e interconectada, proporcionando uma abordagem mais abrangente e

interativa do estudo das cOnicas.

SYNTHETIC GEOMETRY :.— -
SPATIAL FIGURES o
St Rt Ouiy - e IREPRESENTAHION

B, ;
A

2LaRGO0Q TG

Algebraic F
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x7/(0.48) + y?/(1.28) = 1

FQUATION N MATRCIAL FORM

Br)-158 35 - 1] # [0 03 T[] #e9m =0

ANALYTICAL GEOMETRY
ALGEBRAIC
REPRESENTATION

Figura 5 — Interface do Conics 3D
Fonte: Siqueira (2019, p.227)

A principal inovagdo do Conics 3D (Figura 3) ¢ a implementagdo dos registros
semioticos dindmicos. Este conceito refere-se a capacidade do software de articular
dinamicamente equagdes algébricas, representagdes graficas no plano cartesiano e
representacoes figurais espaciais. Ao modificar a representacdo figural espacial, o software
ajusta automaticamente o grafico cartesiano no plano e as expressdes algébricas

correspondentes. Essa funcionalidade permite uma exploracdo continua e interativa das
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diversas representacdes das coOnicas, facilitando a compreensdo e o aprendizado das suas
propriedades geométricas e algébricas.

Essa configuracdo permite uma manipulacdo direta e intuitiva das variaveis,
promovendo uma interagdo eficiente entre as representagdes algébricas, graficas e figurais
espaciais, tornando o Conics 3D uma ferramenta poderosa para o ensino e a aprendizagem de

geometria.

5 Consideracoes Finais

A importancia da Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas de Duval foi
evidenciada na integracdo das defini¢des e na exploragdo das varias representagdes das conicas.
A introducdo e ampliagdo das ideias de representacdo figural espacial e, especialmente, do
registro semidtico dindmico foram fundamentais para uma abordagem mais holistica e
integrada desse objeto matematico. O uso de recursos computacionais, materializado no
prototipo do Conics 3D (Siqueira, 2019), demonstrou-se vital para concretizar a ideia de
registro semidtico dindmico, favorecendo a articulagdo simultdnea das representacdes
algébricas, graficas no plano cartesiano e figurais espaciais.

O Conics 3D proporcionou um ambiente onde as definigdes e as varias representacdes
das conicas puderam ser integradas de maneira dindmica e interconectada. Essa abordagem
apresenta potencial para favorecer a compreensao dos conceitos matematicos envolvidos, e
promover uma aprendizagem significativa, que pode contribuir para o desenvolvimento do
raciocinio, da analise ¢ da visualizacao dos estudantes.

Perspectivas para pesquisas futuras incluem a investigagdo de outras areas da
matematica e da geometria, em que a aplicagdo da Teoria dos Registros de Representacdes
Semidticas e do registro semiotico dindmico possam ser exploradas. Além disso, estudos podem
focar na melhoria e desenvolvimento de novos artefatos computacionais que ampliem ainda
mais as possibilidades de integracdo das diversas representacdes semioticas. Investigacdes
sobre a eficacia dessas abordagens em diferentes contextos educacionais e niveis de ensino sao
recomendadas, a fim de validar e expandir os achados desta pesquisa, contribuindo assim para

um ensino de matematica cada vez mais eficaz e inovador.

Contribuicoes de autoria

Todos os autores contribuiram, substancialmente, na concepg¢ao e no planejamento do
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estudo; na obtencao, analise e interpretacao dos dados; na redacgdo e revisao critica; e aprovaram

a versdo final a ser publicada.

Disponibilidade de dados

Os dados gerados ou analisados durante este estudo estdo incluidos neste artigo

publicado.
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