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Resumen

En este articulo se presenta una relacion entre tipos de problemas abiertos de conjeturacién en geometria,
preferiblemente abordados en Entornos de Geometria Dinamica (EGD), y clases de argumentos producidos. Se
expone c6mo cada tipo de problema provoca la produccién de argumentos (inductivos, abductivos o deductivos)
durante el proceso de resolucién. Para apoyar la idea, se exponen estrategias de solucion producidas por
estudiantes de un curso de geometria plana de un programa de formacién inicial de profesores de matematicas
(Universidad Pedagdgica Nacional, Colombia), cuando abordan problemas que involucran el objeto mediatriz de
un segmento. Usando el modelo de argumento propuesto por Toulmin para analizar dichas estrategias, se
identifican los tipos de argumentos asociados a cada tipo de problema. Se sefiala como la tipologia de problemas
puede contribuir al conocimiento didactico-matematico del profesor de matemaéticas.

Palabras clave: Tipos de Problemas Abiertos de Investigacién. Argumento Inductivo. Argumento Abductivo.
Argumento Deductivo. Entorno de Geometria Dindmica.

Abstract

This paper presents a relation between the types of conjecturing open problems in geometry, preferably solved
using Dynamic Geometry Systems, and the types of arguments produced. The aim of this paper is to show how
each type of problem can elicit the production of certain types of arguments (inductive, abductive, and
deductive) during the problem-solving process. To back this idea, we use examples of specific problems (that
involve the geometric object perpendicular bisector of a segment) and show solution strategies produced by
students of a plane geometry course included in a pre-service mathematics teacher program (Universidad
Pedagdgica Nacional, Colombia). Using the argument model proposed by Toulmin to analyze these strategies,
we identify the types of arguments associated with each type of problem. Finally, we indicate the typology of
problems that can contribute to the didactic-mathematical knowledge of the mathematics teacher.

Keywords: Types of Conjecturing Open Problems. Inductive Argument. Abductive Argument. Deductive
Argument. Dynamic Geometry System.
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1 Presentacién

Actualmente, una tendencia en el &mbito educativo es recomendar que los curriculos y
las practicas de instruccion se sustenten en ideas del campo Resolucion de Problemas (LESH,;
ZAWOJEWSKI, 2007; ONUCHIC; ALLEVATO, 2011; SANTOS-TRIGO, 2014,
ZIMMERMANN, 2016).

Esta perspectiva reconoce la resolucion (y planteamiento) de problemas como aspecto
central para el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes, pues les posibilita
idear estrategias, usar recursos y desarrollar disposicion para realizar actividades que
involucran el quehacer matematico. Tal como dice Schoenfeld (1992), la resolucién de
problemas posibilita un escenario que no solo se focaliza en célculos y deducciones, sino que
involucra la observacion de patrones, y la formulacion, testeo y demostracion de conjeturas.

Schoenfeld (1992) plantea como reto para la instruccion matematica basada en la
resolucion de problemas crear condiciones para generar un ambiente que favorezca las
acciones propias de la actividad matematica. Este contexto implica reflexionar sobre los
cambios que demanda la forma de presentar los contenidos en el aula de matematicas, si la
resolucion de problemas propicia la actividad matematica de los estudiantes, y si el profesor
realmente asume esta perspectiva en su préactica.

Con respecto a lo Gltimo, se ha mostrado que los profesores no necesariamente
incluyen en su préactica tal actividad, posiblemente porque en su formacién inicial tuvieron
poca experiencia como resolutores, o porque no tuvieron suficientes oportunidades para
reflexionar sobre el potencial didactico-pedagdgico de esta perspectiva (FELMER et al.,
2015; ZIMMERMANN, 2016).

En las ultimas tres décadas ha existido el interés por involucrar la argumentacion en
los curriculos escolares como medio para desarrollar competencia matematica de los
estudiantes (BALL; BASS, 2003; YACKEL; HANNA, 2003; MARIOTTI, 2006). Ello
porque, al igual que sucede con la resolucion de problemas, propicia acciones propias del
hacer matematicas como inducir o abducir propiedades de hechos empiricos para formular
conjeturas, proveer pruebas deductivas formales de hechos previamente conjeturados para
validarlos, y comunicar los resultados obtenidos. Ahora bien, favorecer las practicas
argumentativas en el aula exige que los profesores pongan en juego tanto sus conocimientos y
practicas sobre diversos tipos de argumentos como los relativos a aspectos didacticos (o sus
propias creencias), pues ello les ayuda a seleccionar tareas de aprendizaje que promuevan la

argumentacion y prever (y luego evaluar) la actividad de los estudiantes (LIN et al., 2012).
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En este sentido, saber sobre diferentes tipos de argumentos y reconocer la diferencia
entre los empiricos (por ejemplo, inductivos y abductivos) y los formales (deductivos) debe
ser parte del conocimiento de un profesor de matematicas. Mas aun, conocer diferentes tipos
de tareas relativas a la argumentacion y como abordarlas, y reconocer la relacion entre estas y
la actividad matematica que ello implica debe ser otro de los elementos de dicho
conocimiento del profesor (STYLIANIDES; BALL, 2008).

Con el fin de vincular los dos aspectos citados, la resolucion de problemas y la
argumentacion, en un programa de formacion inicial de profesores, desde el afio 2005 hemos
participado en una innovaciéon - liderada por el grupo de investigacion Aprendizaje y

Ensefianza la Geometria - “Ze G- de la Universidad Pedagdgica Nacional — UPN — (Colombia)

— que busca generar un entorno favorable para aprender a demostrar en cursos de geometria
(CAMARGO et al., 2009; PERRY et al., 2012).

El esfuerzo didactico de tal innovacion recae sobre los siguientes elementos: i)
problemas abiertos de conjeturacion; ii) el uso de un Entorno de Geometria Dinamica (EGD)
como artefacto que posibilita la exploracion de situaciones y en consecuencia, soluciones a
los problemas propuestos; v iii) la interaccidn social en la clase, ya sea entre estudiantes,
cuando resuelven conjuntamente problemas, o entre profesor y estudiantes, cuando ellos
exponen publicamente su solucién a los problemas y argumentan las ideas que tienen
relacionadas con su solucion.

Este articulo presenta parte de los resultados obtenidos de un proyecto de

investigacion! desarrollado en 2014 por el grupo “ZeG. Especificamente, se expone la

relacién entre la tipologia de problemas (para ser abordados en un Entorno de Geometria
Dindmica, EGD) propuesta por el grupo, y una tipologia de argumentos (inductivos,
abductivos, deductivos) basada en el Modelo de Toulmin para un argumento (BOERO et al.,
2010). Para ilustrar la relacion, se usan hechos ocurridos en clases de geometria plana del
programa de formacion de profesores de la universidad antes citada.

Con este trabajo pretendemos contribuir al desarrollo curricular de los programas de
formacion de profesores de matematicas, particularmente en lo que respecta a los elementos
del conocimiento del profesor citados por Stylianides y Ball (2008) y presentados

anteriormente. Es necesario que los futuros profesores conozcan las matematicas de tal

! Proyecto denominado Conjeturas y organizacion del contenido matematico en clase, desarrollado en 2013 —
2014 y financiado por el Centro de Investigacion de la Universidad Pedagdgica Nacional y Departamento
Administrativo de Ciencia, Tecnologia e Innovacién de Colombia (Colciencias).
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manera que sean Utiles para la ensefianza - no es suficiente que sepan las matematicas que
ellos van a ensefiar (BALL; LUBIENSKI; MEWBORN, 2001).

Por ello, es deseable que en los programas de formacion de profesores se ofrezcan
experiencias en donde ellos no solo conozcan los tipos de argumentos, sino que accedan a
ellos de tal forma que evidencien su utilidad para la ensefianza. Una manera para lograrlo es
que ellos experimenten, en su formacion, diferentes tipos de tareas que favorezcan su
aprendizaje de la argumentacién mediante su abordaje y resolucion, y que ademas le ayuden a
ver cOmo este proceso matematico se relaciona con la ensefianza, via los tipos de tareas que se
proponen (STYLIANIDES; STYLIANIDES, 2006); en otras palabras, conciban la resolucién
de ciertos tipos de problemas como un camino para involucrar la actividad argumentativa en
la ensefianza y tengan herramientas para reconocer las caracteristicas de ese tipo de actividad
en el proceso de ensefianza.

En este sentido, sugerimos tipos de problemas abiertos de conjeturacién que, al ser
empleados con futuros profesores en su proceso de formacion, abren un espacio para que ellos
puedan ganar experiencia como resolutores y, en ese marco, fortalezcan su competencia
argumentativa. De manera concreta, presentamos coOmo cada tipo de problema, caracterizado
por la estructura de su enunciado, favorece un tipo especifico de argumento.

Vale indicar que varios investigadores han mostrado cémo problemas abiertos
resueltos en EGD favorecen procesos argumentativos (e.g., ARZARELLO et al., 2012;
BACCAGLINI-FRANK; MARIOTTI, 2010; PEDEMONTE, 2007). Sin embargo, no
explicitan como la estructura del enunciado del problema puede favorecer la produccion de
diferentes tipos de argumentos, claves para la elaboracion de conjeturas y, eventualmente, la
produccion de su demostracion.

Siguiendo la idea de Stylianides y Stylianides (2006), los problemas que proponemaos,
tipificados segln su estructura y su relacion con tipos de argumentos, ademas de permitir que
los profesores en formacion se involucren en procesos de argumentacion y resolucion de
problemas, les provee, también, una herramienta concreta (los tipos de problemas) a través de
las cuales estos procesos matematicos pueden ser ensefiados cuando ejerzan como profesores.

El texto se estructura como sigue: primero se presentan referentes tedricos; luego, se
exponen los aspectos metodoldgicos seguidos para el analisis. Posteriormente, se describe los
tipos de problemas, su relacidn con los tipos de argumentos y se ilustra con ejemplos cada uno

de los casos. Para concluir, se exponen unas reflexiones finales.

2 Marco conceptual
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En esta seccion se presenta, en primera instancia, lo que se concibe como problema
abierto de conjeturacion. Se expone qué es un argumento y se describen tipos de argumentos
empleando el Modelo de Toulmin segun la postura de Boero et al. (2010). Se presentan, de
manera breve, referentes que relacionan los procesos de argumentacion, conjeturacion y
demostracion, y perspectivas que aluden a los EGD y su potencial en los procesos de

resolucion de problemas y de argumentacion.

2.1 Problema y problema abierto de conjeturacion

Asumimos un problema abierto como aquel en el que el enunciado no revela su
solucion o respuesta. Cuando un problema pide, explicitamente, establecer una conjetura (i.e.,
proposicion condicional p — q) que exprese relaciones de dependencia entre elementos o
propiedades de las figuras (o configuraciones) involucradas en la situacion, este se denomina
problema abierto de conjeturacion (BACCAGLINI-FRANK; MARIOTT]I, 2010).

Especificamente, la innovacion descrita en la seccion anterior pretende que los
problemas que se proponen en clase sean lo que Ponte, Fonseca y Brunheira (1999)
denominan investigaciones matematicas. En primer lugar, estas son problemas abiertos que
permiten a los resolutores diversas alternativas de exploracion y de solucion, dado que los
datos o meta implican un grado de indeterminacion significativo (PONTE, 2004).

En segundo, son tareas que pretenden que el resolutor efectle un proceso semejante al
que realiza un investigador matematico, es decir, que determine la cuestién que se va a
estudiar, ponga a prueba y refine conjeturas, explique o demuestre, y comunique resultados.
Finalmente, son tareas que dan lugar a la introduccién de un nuevo objeto de estudio para
discutir y producir su significado, o hacer que un objeto conocido se resignifique (PONTE,
2003). Como se ilustrara, los tipos de problemas abiertos que se presentaran cumplen con las

caracteristicas descritas.

2.2 Argumentos y argumentacion

Segun el modelo béasico de Toulmin (BOERO et al., 2010), un argumento es un
enunciado oral o escrito, de estructura ternaria, que relaciona proposiciones particulares (datos
y asercion) y una general (garantia). En cualquier argumento, inicialmente se expresa un
punto de vista (una afirmacion, una opinion), denominado asercion (gq) (claim en términos

Toulminianos); luego se proporcionan datos (p) (o data) para apoyar la asercion. La garantia
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(r) (o warrant) justifica el uso de los datos como soporte para la asercion.

La garantia, que puede ser expresada como un principio o una regla, actia como un
puente entre los datos y la asercion. Las proposiciones pueden no ser explicitas, pero para
formalizar lo expresado debe ser posible identificarlas. La forma como se relacionan las
proposiciones particulares (p y q) y la general (r) define el tipo de argumento: deductivo,
inductivo o abductivo. La siguiente descripcion? para cada tipo de argumento es propuesta por

el grupo “Ze@G y presentada en (PERRY et al., 2013).

En un argumento deductivo se aplica una proposicion general conocida (r:p — q) a
unos datos que se tienen (p,: particularizacién de p), para obtener necesariamente la asercién
(q,: particularizacion de q). El esquema del argumento es: (p; A1) — q, (Diagrama 1%). Este
tipo de argumentos ocurre, primordialmente, en el proceso de demostracion de una conjetura
(Figura 1).

rp—>q

p] q1

Figura 1 — Diagrama que esboza lo inferido en un argumento deductivo
Fuente: elaborada por los autores

En un argumento inductivo se tienen n casos que particularizan la proposicion p (p1,
p2, p3, ...,pn) para los cuales, para cada uno, se satisface la proposicion general (g). Se
concluye la proposicion general (r: p — q). El esquema del argumento es: (p; Aq) A (p2 A
q) NPz A@) A ... (pnAq) — 7 (Figura2).

I rp>q |

I - -

P1

D2

Pn

Figura 2 — Diagrama que esboza lo inferido en un argumento inductivo
Fuente: elaborada por los autores

La conclusion obtenida es de indole provisional, es una conclusion plausible y para

2 Cuando se presenten los tipos de problemas, se ejemplificara cada tipo de argumento.
3 Se presenta, en un cuadro en negrilla, lo que se infiere en cada tipo de argumento.
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indicarlo en el diagrama usamos una linea punteada. Seria una conclusién valida si q coexiste
con todos los casos posibles de p, situacion que se podria esquematizar con la tautologia:
(pAq) = (p = q). Sies posible validarla, se constituye en un nuevo elemento del sistema
teodrico. Los argumentos inductivos se dan, principalmente, en el proceso de conjeturacion.

En un argumento abductivo, la proposicién particular que se tiene se refiere a un
hecho que se observa g, (caso de g). Se conocen proposiciones generales r;:p = q, 1,:5 =
q,... Y, por ejemplo, se concluye que es posible el hecho p; (caso de p). El esquema del
argumento es (q; Ar) —— p; (Diagrama 3). La conclusion (o inferencia) asi obtenida es de

2

indole provisional y plausible; indicamos esto en el esquema con el simbolo “——".

Cabe mencionar que la procedencia de la regla general no es Unica: o es una regla
hipotética que proviene de una exploracion empirica o es una regla aceptada como elemento
del sistema tedrico con el que se cuenta, elegida en una exploracion teérica. Si bien en ambos
casos p es posiblemente verdadero, en el primero esta el asunto de la validez de la regla, cosa
gue podria desencadenar en una argumentacién deductiva que permita justificarla. Los
argumentos abductivos pueden surgir en los procesos de conjeturacion y de demostracion de

una conjetura (Figura 3).

rip - q

P, E q.

Figura 3 — Diagrama que esboza lo inferido en un argumento abductivo
Fuente: elaborada por los autores

Acorde con las descripciones previas de argumento, entendemos por argumentacion al

acto comunicativo en el que se provee la formulacion de argumentos para apoyar una idea.

2.3 Entornos de Geometria Dindmica — EGD

Como los tipos de problemas que se describirdn requieren el uso de geometria
dindmica, se presenta un marco referencial que muestre la relacion entre los EGD vy los
procesos de resolucion de problemas, de conjeturacion y de argumentacién. Baccaglini-Frank,
Mariotti y Antonini (2009) afirman que los EGD han revolucionado el enfoque para entender
la compleja relacion entre representaciones graficas y conceptos en la geometria euclidiana.
En particular, mejoran el razonamiento geométrico en la resolucion de problemas, pues

promueven la exploracion visual y el descubrimiento.
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En un EGD, las figuras representadas a través de una secuencia de comandos elegidos
por el usuario son configuraciones con una logica que se corresponde, en esencia, a los
postulados de la geometria euclidiana. Las propiedades geométricas que obedecen los
comandos controlan la aparicion de invariantes bajo la funcion de arrastre. Por ello, la
dependencia ldgica intrinseca entre las propiedades de los elementos de la figura dindmica
puede afectar la interaccion entre los componentes figurales y conceptuales implicados en la
solucion de una tarea (LABORDE, 2000).

Especificamente, algunos investigadores han mostrado como los diferentes tipos de
arrastre y la posibilidad de ver, en tiempo real, muchos casos de una situacion, favorece la
produccion de argumentos de diverso tipos (inductivos, abductivos) cuando abordan un
problema (e.g., ARZARELLO et al., 2002; BACCAGLINI-FRANK; MARIOTTI, 2010;
STYLIANIDES; STYLIANIDES, 2005); provoca la construccion de conjeturas y su
demostracion (producto de la explicitacion de propiedades dependientes de otras), y hace
ostensivas las estrategias llevadas a cabo por los estudiantes (e.g., CAMARGO et al., 2009;
SAMPER et al., 2010; SANTOS-TRIGO, 2014).

Presentamos, grosso modo, una descripcion de los diferentes tipos de arrastre
propuestos por Arzarello et al. (2002) que se tendran en cuenta para hacer el analisis de las
producciones de los estudiantes: arrastre libre, consistente en mover los puntos base de la
construccion aleatoriamente; arrastre limitado/ligado, consistente en mover un punto so6lo
sobre el objeto al que pertenece; arrastre guiado, consistente en mover los puntos base de la
representacion para darle una forma determinada; arrastre de lugar ficticio, consistente en
mover un punto base para que el dibujo conserve una propiedad descubierta (el punto que se
mueve sigue un camino sin que los usuarios se den cuenta de ello); arrastre mantenido
(BACCAGLINI-FRANK; MARIOTTI, 2010), consistente en mover un punto base para que
el dibujo conserve una propiedad descubierta o deseada (el punto que se mueve sigue un

camino que los usuarios perciben y que al poner traza al punto evidencian).

3 Aspectos metodoldgicos

Los datos del presente reporte hacen parte de un estudio investigativo mas amplio,
llevado a cabo por el grupo “ZFeG durante 2013-2014. El proposito de este fue determinar

elementos de la clase, relativos a las decisiones del profesor y a la participacion de los

estudiantes, que intervienen para organizar y desarrollar el contenido de un curso de
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geometria plana, a partir de las conjeturas formuladas por los estudiantes, producto de la
solucidn de problemas.

El analisis de los episodios de clase, en dicho estudio, se realizé6 mediante la estrategia
metodoldgica experimento de ensefianza (STEFFE; THOMPSON, 2000). En tal sentido, fue
disefiada e implementada una secuencia de ensefianza y posteriormente analizada dicha
implementacion. En lo que sigue, presentamos una descripcion de la poblacion y del contexto
del estudio, de la recoleccion de los datos (donde se caracteriza la secuencia objeto de este
reporte) y como los autores de este articulo hicieron el andlisis preliminar (de la potencial
actividad de los estudiantes) y retrospectivo (de la actividad llevada a cabo por los
estudiantes) para precisar la relacion entre los tipos de problemas (caracterizados por la
estructura de su enunciado) y el tipo de argumento (inductivo o abductivo) que provocan. Se

precisan, ademas, las herramientas analiticas empleadas para ello.

3.1 Contexto y poblacién del estudio

El contexto experimental del estudio fue el curso de geometria euclidiana plana,
ubicado en el segundo semestre del programa de formacion inicial de profesores de
matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia). Se consideraron dos grupos
de dicho curso, uno realizado en el primer semestre del afio 2013 (diecisiete estudiantes), y el
otro desarrollado en el segundo semestre del mismo afio (catorce estudiantes); cada curso fue
dirigido por cada autor de este reporte, respectivamente. Las edades de los estudiantes
oscilaban entre 18 y 24 afios.

El curso Geometria Plana tiene como propésito que los estudiantes aprendan a
demostrar deductivamente. Se emplea una estrategia metodoldgica que se caracteriza porque,
a raiz de problemas abiertos de investigacion propuestos por el profesor, los estudiantes (en
grupos de dos o tres) se involucran en la resolucién (con el apoyo de un EGD) que les exige
formular conjeturas y validarlas con elementos del sistema tedrico* que se va conformando.

Cada grupo de estudiantes debe presentar sus producciones de manera escrita,
incluyendo: i) una narracion de como se procedid para establecer la solucién del problema

(e.g., qué se construy0 para obtener la configuracion que se realizd en el EGD, qué

4 El sistema tedrico se corresponde con la propuesta de Birkhoff (1932) en el que se introducen los hechos
geomeétricos encarnados en la regla y el transportador, lo cual hace que la medida subyace al concepto de
congruencia. Por ello, los EGD son un modelo pertinente que provee elementos para convencerse empiricamente
de la plausibilidad teérica del hecho geométrico que se evidencia.
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exploracion empirica se hizo, qué tipo de invariante se determin®); y ii) la conjetura (solucion
del problema) enunciada como proposicién condicional que reporta la relacion entre lo
construido y lo descubierto. A veces se exige consignar un intento de demostracion de la
conjetura.

El profesor da espacio para que cada grupo presente ante la clase sus producciones.
Luego de una discusion en la que participan estudiantes, orientada por el profesor, se escogen
las conjeturas que son correctas desde un punto de vista matematico (y que solucionan el
problema), se ajustan si es necesario (i.e., se precisan antecedente y consecuente de la
conjetura, se formula explicitamente como condicional etc.), y se procede a realizar

colectivamente su demostracion.

3.2 Datos para el analisis

Los datos para el presente reporte son producciones escritas de los estudiantes en las
que reportan la solucién de tres problemas especificos tomados de Samper y Molina (2013),
cuyos enunciados se presentaran mas adelante. Estos problemas se escogieron porgque son
representativos de la tipologia que se describira y porque tenian como propésito involucrar el
objeto mediatriz de un segmento® como elemento clave para establecer una solucion mas
completa.

Se contd, ademas, con otras dos fuentes: i) notas de clase elaboradas después de cada
clase por grupos de dos o tres estudiantes, tarea asignada desde el principio del semestre. En
ellas, los estudiantes debian reconstruir los principales aspectos tratados en la clase
(precisando, por ejemplo, las producciones que los grupos de estudiantes presentan, y los
comentarios — del profesor u otros estudiantes — que surgen al respecto de estos) y enviarlas,
via correo electronico, al profesor, quien luego de revisarlas y corregirlas, las ubicaba en una
carpeta virtual en la web a la cual tienen acceso todos los estudiantes del curso; ii)
reconstruccion narrativa — meétodo que en inglés se conoce como retrospective recall
(SHERIN; RUSS; COLESTOCK, 2011) — hecha por el profesor luego de cada sesiéon de

clase, que permitié complementar la informacion consignada en las notas de clase.

5 Las caracterizaciones geométricas de dicho objeto son: 1) el lugar geométrico de puntos que equidistan de los
extremos del segmento y 2) la recta perpendicular al segmento que contiene su punto medio. Cualquiera de ellas
puede ser la definicion de mediatriz; la otra seria un teorema. Para este caso, la opcion 1 es la definicion
escogida.
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3.3 Analisis de los datos

El anélisis de los datos consta de dos partes. Un analisis preliminar (de indole tedrico),
donde se describe, brevemente, como deberia proceder un estudiante para establecer su
solucidn, segun el tipo del problema y se sugiere, a priori, el tipo de argumento que se debe
favorecer. Otro retrospectivo (de indole empirico) contrastado con el tedrico, donde se
identifican tanto las estrategias mas comunes de solucién de los problemas como sus
respectivas conjeturas-solucion, evidenciadas en las producciones de los estudiantes. De
ambos analisis, obtuvimos insumos para identificar el papel del EGD en el proceso de
solucidn y los tipos de argumentos (inductivos, abductivos y deductivos) que necesariamente
se provocan cuando los estudiantes resuelven un tipo particular de problemas. Para el primer
caso, empleamos como herramienta analitica los tipos de arrastre (ARZARELLO et al.,
2002); para el segundo, el Modelo de Toulmin para un argumento (BOERO et al., 2010).

Vale indicar que, para cada uno de los problemas escogidos, la identificacion de los
argumentos asociados y los tipos de arrastre que emergieron se hizo a partir de los siguientes
datos especificos: para dar cuenta de los tipos de arrastres, principalmente se tuvo en cuenta el
reporte escrito de la narracion de los estudiantes respecto a como ellos procedieron para
establecer la solucion del problema; esto es, qué construyeron para obtener la configuracion
que realizaron en el EGD y qué exploracion empirica llevaron a cabo para determinar algin
invariante.

La reconstruccion hecha por los profesores en relacion con las formas de exploracion
ayudd a complementar la informacién al respecto. De otro lado, una lectura de estos mismos
elementos de los reportes escritos de los estudiantes junto con lo que se evidencia en los
documentos notas de clase (que registran la interaccion de lo sucedido en cada clase), fueron
los datos que nos llevaron a identificar los tipos de argumentos que emergieron de la actividad
de los estudiantes.

Lo que presentamos son casos prototipicos construidos a partir de los datos analizados.
Para ganar validez en los andlisis, en primera instancia estos fueron realizados por cada uno
de los autores del articulo, separadamente. Luego, tales andlisis se compararon hasta
establecer un consenso que fue puesto a consideracion de otros académicos conocedores del

tema®.

& Ver la seccion Agradecimientos.
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4 Relacion entre tipos de problemas y tipos de argumentos

Con el proposito de favorecer la formulacion de argumentos inductivos y abductivos,
principalmente durante el proceso de conjeturacion, el grupo “Z£eG ha disefiado diversos tipos

de problemas cuya implementacion ha sido fuente para sus investigaciones (SAMPER et al.,
2010; SAMPER et al., 2014). Con este articulo, concretamente se busca establecer la
correspondencia entre tipo de problema y tipo de argumento favorecido.

En los tipos de problemas disefiados (SAMPER et al., 2013) se exige formular la
solucion como una conjetura expresada como condicional. De acuerdo con la estructura del
enunciado del problema, es decir, de la informacion que aporta el problema y la pregunta que
se propone, el resolutor debe encontrar la relacion entre conjuntos de propiedades para
establecer el antecedente o el consecuente o la proposicién condicional. Por esta razon, los
problemas se clasifican segun el foco de la busqueda: consecuente, antecedente o
determinacion de dependencia.

A continuacion, se exponen los tipos de problemas, ejemplos de enunciados, una
descripcion breve sobre lo que deberian hacer los estudiantes para establecer su solucion y
una descripcion detallada de los procesos (0 estrategias) de solucion representativas que
surgieron en las clases de geometria citadas, explicitando los tipos de arrastre que pueden
emplearse. En el marco de tal descripcién, se presentan los tipos de argumentos que se
favorecieron, con lo cual se precisa la correspondencia entre tipo de problema y tipo de

argumento que necesariamente debe surgir durante el proceso de solucion.

4.1 Problemas de busqueda del consecuente

En este tipo de problemas estan dadas condiciones suficientes y se deben hallar las
consecuencias necesarias de estas; por ello, se denominan problemas de busqueda del
consecuente. En estos, la representacion grafica de la situacion descrita en el enunciado exige
la construccidn de figuras que cumplan las condiciones dadas; la busqueda de invariantes (que
conformara el consecuente) se hace mediante la exploracién de las figuras construidas.

Problema 1: Dados tres puntos no colineales A, B 'y C. Sea m la mediatriz del AB y n la
mediatriz del BC. Sea T el punto de interseccion de tales mediatrices. ;Qué caracteristica
geométrica tiene el punto T al mover el punto B? Formule una conjetura y demuéstrela.

Para solucionar el problema, la representacion construida en el EGD debe cumplir las

condiciones dadas (en cursiva) en el enunciado (Figura 4). Hecha tal representacion, el
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estudiante debe iniciar un proceso de exploracién de varios casos (varias posiciones para el
punto B) a través de un arrastre libre para determinar propiedades invariantes del punto T.
Asi, a priori, concebimos que debe surgir un argumento inductivo en el proceso de solucion.

Las producciones de los estudiantes mostraron que fue dificil determinar a simple vista
las propiedades invariantes mediante el arrastre libre del punto B. Propusieron dos estrategias
(representativas) para solventar esto: una consistente en marcar el punto T; para posiciones
particulares del punto B (denotadas por Bi); en este caso, marcar tres puntos fue suficiente
para que los estudiantes visualizaran una invariante: los puntos T; son colineales (Figura 5).
La otra estrategia consistio en activar la traza o rastro del punto T y arrastrar libremente al
punto B; ahi se dieron cuenta que aparece dibujado un segmento de recta (Figura 6).

B /
\'C

Figura 4 — Representacion Figura 5 — Primera estrategia de Figura 6 — Segunda estrategia de
antecedente Problema 1 solucion Problema 1 solucién Problema 1
Fuente: elaborada por los autores Fuente: elaborada por los autores Fuente: elaborada por los autores

La primera estrategia imita una exploracion que se puede hacer con papel, lapiz, regla
y compas, mientras que la segunda es posible solo en un EGD. Por supuesto, esta Gltima es
mucho mas significativa por cuanto, en tiempo real, se representan varias posiciones de Bi y
no solo tres como sucede en el primer caso. Asi, con la primera estrategia es posible que solo
se infiera la equidistancia de los puntos T; a los puntos A y C, mientras que la segunda
estrategia aporta mayor evidencia empirica para inferir que T; es un punto de una recta
especial. Estas estrategias permiten establecer una conjetura como resultado de un argumento
inductivo, la cual podria estar o no expresada en términos dinamicos. En consecuencia, las
conjeturas que se establecen coinciden con la garantia o regla que se induce. Para el caso que
estamos reportando, las conjeturas mas recurrentes en los reportes de los estudiantes fueron:

Conjetura 1 Dados tres puntos no colineales A, B 'y C. Sea m la mediatriz del 4B, n la
mediatriz del BC y T el punto de interseccion entre my n. Si B se mueve, entonces T pertenece
a la mediatriz del AC.

Conjetura 2 Si A, B y C son tres puntos no colineales, m es la mediatriz del AB, n es la
mediatriz del BC y T el punto de interseccion entre my n, entonces T pertenece a la mediatriz
del AC.

El argumento inductivo, que tuvo lugar en los procesos de solucién reportados por los

estudiantes, se representa con el Modelo de Toulmin mediante el Diagrama (Figura 7).
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r----Garantia — Regla inducida

T Conjetura 1 o Conjetura 2 1
Datos (Condiciones) Asercion (propiedad invariante)
Puntos A, B'y C no colineales. m la mediatriz del AB, n la Ti pertenece a la mediatriz del
mediatriz del BC y T el punto de interseccion entre my n. AC.

Varias posiciones de B denotados por B; (bien sean puntos
especificos como en la primera estrategia, o bien sean los que
surgen bajo un arrastre continuo como en la segunda).

Las posiciones dependientes del punto T denotados por T;.

Figura 7 — Diagrama que esboza el argumento inductivo provocado por Problema 1
Fuente: elaborada por los autores

Este ejemplo nos permite concluir que el tipo de problemas busqueda del consecuente
favorece la produccion de un argumento inductivo: el resolutor toma varios casos que
cumplen ciertas condiciones dadas (fuente cursiva en el enunciado del problema), observa
(empiricamente) una propiedad invariante (T pertenece a la mediatriz del AC) que depende de
tales condiciones, e induce una regla general (conjetura). EI EGD favorece de mejor manera
la induccion pues via el arrastre libre es posible visualizar la propiedad invariante para

infinitos casos.

4.2 Problemas de busqueda del antecedente

En este tipo de problema se deben hallar las condiciones suficientes para las cuales las
propiedades mencionadas en el enunciado son la consecuencia necesaria; por ello se
denominan problemas de busqueda del antecedente. Resolverlos exige no sélo representar
graficamente los objetos mencionados en el enunciado, sino también realizar construcciones
auxiliares que provean las condiciones geométricas suficientes para reconocer, mediante la
exploracién, las propiedades de un objeto existente o determinar las que aseguren la
existencia de un objeto. Estas deben ser reportadas en el antecedente de la conjetura pues el
consecuente esta dado.

Problema 2: Sean AB y CD dos segmentos congruentes. ¢Es posible determinar un punto E de
forma tal que AABE y ACDE sean congruentes? Provea una conjetura y demuéstrela.

El resolutor debe hacer una representacion en el EGD que satisfaga las condiciones
(en cursiva) dadas en el enunciado, y buscar condiciones del punto E para obtener como
consecuencia necesaria la congruencia del AABE y ACDE. Precisamente, es necesario

establecer parte del antecedente de la conjetura que seria la solucién del problema. Es decir,
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debe completar la siguiente proposicion abierta para que sea verdadera:

Si AB y CD son dos segmentos congruentes y E es un punto tal que -
, entonces AABE y ACDE son congruentes.

A priori, concebimos que este tipo de problema favorece la produccion de un
argumento abductivo durante el proceso de conjeturacién. Es probable, también, que los
estudiantes usen un arrastre libre de los extremos de los segmentos o de un punto E buscando
una solucidn, un arrastre guiado (e.g., poner los segmentos dados en una posicion especifica),
un arrastre de lugar ficticio (e.g., mover el punto E intentando mantener los triangulos en
cuestion congruentes sin darse cuenta de la trayectoria seguida por tal punto) o un arrastre
mantenido (e.g., hacer lo mismo, pero percatandose de la trayectoria seguida por el punto E).

Los registros que analizamos muestran que los estudiantes procedieron de distintas
formas validas. Unos adjudicaron una relacion particular a los AB y CD (e.g., que fueran
paralelos entre si, que los segmentos se bisecaran, que fueran perpendiculares etc.), y
evocaron los criterios de congruencia de triangulos. Por ejemplo, unos estudiantes asumieron
que AB || CD (siguiendo un arrastre guiado) y tomaron a E como la interseccion de las

diagonales del JABCD para dar una solucién al problema (Figura 8).

: "D :
Figura 8 — Primera estrategia de solucién problema 2
Fuente: elaborada por los autores

Pero ¢por qué asumieron que AB y CD son paralelos entre si? Segln su relato,
evocaron dos hechos geométricos conocidos por ellos que permitirian establecer una nueva
meta (submeta 1): la congruencia de los lados correspondientes de los triangulos involucrados
en la situacion (AE = EC, BE = ED) para, asi, obtener (posiblemente usando el criterio
Lado-Lado-Lado) la congruencia de los triangulos, meta del problema. Evocaron el hecho: si
un cuadrilatero es paralelogramo entonces sus diagonales se bisecan. Esto les conducia a
tener como un dato nuevo: un paralelogramo para el cual dos de sus lados eran los segmentos
dados. Reconocemos en esto la produccion de un argumento abductivo (Diagrama de la
Figura 9). Para obtener el dato nuevo, evocaron otro hecho: si los lados opuestos de un
cuadrilatero son congruentes y paralelos, entonces es un paralelogramo. Esto para
determinar datos nuevos sobre los segmentos dados que llevaran a configurar un

paralelogramo (submeta 2). De nuevo reconocemos un argumento abductivo (Diagrama de la
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Figura 10).
Garantia — Regla evocada
Si Z/ABCD es un paralelogramo, entonces sus diagonales se bisecan.
r Datos posibles -I Asercion — submeta 1
| 1 - .
I /ABCD esun paralelogramo, (yEesla I Diagonales se bisecan en E
: interseccion de sus diagonales) : (4E = EC, BE = ED)

Figura 9 — Diagrama que esboza el primer argumento abductivo provocado por Problema 2, primera estrategia
Fuente: elaborada por los autores

Garantia — Regla evocada

Si los lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes y paralelos, entonces es un paralelogramo.

o

Datos posibles : Asercion — submeta 2

I AB y CD son congruentes y paralelosy E es _
L SU interseccion | — [ABCD es un paralelogramo

Figura 10 — Diagrama que esboza el segundo argumento abductivo
provocado por Problema 2, primera estrategia
Fuente: elaborada por los autores

Finalmente, los estudiantes formularon la siguiente conjetura como solucién al
problema 2: AB y CD son congruentes y paralelos y E es la interseccion de AC y BD,
entonces AABE y ACDE son congruentes. Ademas, si los estudiantes realmente usaron el
criterio Lado-Lado-Lado (en su relato no lo explicitaron) para asegurar la congruencia de
los tridngulos (meta del problema), se habria dado un argumento deductivo (Diagrama de la
Figura 117).

Garantia — Regla evocada (conocida)
Criterio Lado-Lado-Lado de congruencia de triangulos

Datos Asercién — meta
AB =CD,AE = EC,BE = ED AABE y ACDE son congruentes

Figura 11 — Diagrama que eshoza el posible argumento deductivo
provocado por Problema 2, primera estrategia
Fuente: elaborada por los autores

La segunda estrategia que evidenciamos consistié en buscar el punto E con el arrastre
de lugar ficticio, es decir, sin caracterizarlo geométricamente. Los estudiantes realizaron
exploraciones buscando la congruencia de parejas de segmentos o de angulos

correspondientes. Varios grupos de estudiantes, por ejemplo, reportaron que querian

" No aceptar como solucién final relaciones particulares para tales segmentos, implica un mayor nivel de
complejidad del problema. Una complejidad atin mayor implica considerar la situacion en la cual AB y CD estan
en planos diferentes (i.e., las rectas que los contienen son alabeadas).
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establecer que el AE fuera congruente al CE o el BE al DE. Algunos de ellos reconocieron
que, para que ello sucediera, el punto E deberia estar en la mediatriz del AC, objeto
geométrico que ya conocian.

Otros usaron una estrategia basada en el arrastre mantenido, tomando un punto E
cualquiera, activando su traza, y moviéndolo con el objetivo de mantener la propiedad que
deseaban (i.e., congruencia de AE con CE); dicha traza les permiti6 reconocer que el punto E
deberia estar en la mediatriz del AC (Figura 5). Luego, como lo afirmaron ambos grupos de
estudiantes, producto de un analisis similar, determinaron que E también deberia estar en la
mediatriz del BD. Asi, establecieron que la congruencia de los triangulos se lograba cuando
E era la interseccién de las mediatrices (Figura 12). El enunciado formulado como conjetura-
solucion fue similar a: Si AB y CD son congruentes y E es el punto de interseccion de las

mediatrices de AC y BD, entonces AABE y ACDE son congruentes.

A

' D
t EC= 364

Figura 12 — Segunda estrategia de solucion problema 2 Figura 13 — Representacion solucién problema 2
con arrastre mantenido Fuente: elaborada por los autores
Fuente: elaborada por los autores

Las acciones realizadas en la segunda estrategia de solucion seguramente obedecieron

a un argumento abductivo (Diagrama de la Figura 14).

Garantia — Regla creada, no evocada
Si AB y CD son congruentes, n es la mediatriz de AC, m es la mediatrizde BD y E
es la interseccion de n'y m, entonces AABE y ACDE son congruentes.

[ —————

H Datos Asercion — meta

I Si 4B y CD son congruentes, n es la mediatriz de AC, m :

Les la mediatriz de BD y E es la interseccion deny m 1 AABE y ACDE son congruentes

Figura 14 — Diagrama que esboza el argumento abductivo provocado por Problema 2, segunda estrategia
Fuente: elaborada por los autores

Aunque los procesos llevados a cabo en ambas estrategias favorecen la produccion
de argumentos abductivos, existe una diferencia fundamental entre ellos. El proceso de la
segunda estrategia tiene un caracter creativo, pues el resolutor descubre, producto de su
exploracién empirica basada en el arrastre mantenido, posibles datos que llevarian a la

congruencia de los triangulos. En contraste, el proceso de la primera estrategia se apoya en
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una evocacion teorica de un hecho geométrico conocido por los estudiantes cuyo consecuente
se corresponde con la congruencia de los triangulos. Asi, unos argumentos que surgen para
resolver el problema estan fundados en experimentos empiricos, otros en evocaciones de

hechos tedricos conocidos.

4.3 Problemas de determinacion de dependencia

En un problema de determinacion de dependencia - andlogo a una de las tipologias
citadas por Yevdokimov (2004) — el enunciado provee un conjunto referencial de figuras
geomeétricas y unas propiedades, y solicita establecer dependencias entre “tipos de figuras del
conjunto referencial” y las “propiedades dadas”. Existe la libertad de decidir qué se toma
como antecedente (0 consecuente) de la conjetura: el conjunto referencial o las propiedades.

Problema 3: Estudie la relacién entre el tipo de cuadrilatero y propiedad las mediatrices de
dos de sus lados coinciden®. Provea una conjetura y demuéstrela.

En un problema como este, el resolutor podria realizar por lo menos dos estrategias
para abordarlo: i) asumir como antecedente tipos de cuadriladteros o ii) asumir como
antecedente la propiedad las mediatrices de dos de sus lados coinciden. En cualquiera de los
dos casos, se deberia construir, blandamente (mediante arrastre guiado) o robustamente®, en el
EGD las propiedades del antecedente escogido. Para el primer caso, se esperaria que el
resolutor estudie varios casos del tipo de cuadrilatero escogido, a través del arrastre libre, y
observe lo que sucede con sus mediatrices buscando invariantes (en especial, la propiedad del
enunciado); lo deseable seria que hiciere el mismo proceso de exploracion con cada uno de
los tipos de cuadrilateros (cuadrado, rectangulo, paralelogramo, rombo, cometa, trapecios
isdsceles o no, cuadrilatero ciclico) y de todos ellos generalizase para formular una conjetura
representativa de todos los casos. Para la segunda estrategia, lo deseable seria que el resolutor
observe lo que sucede con el cuadrilatero determinado por los extremos de los segmentos,
cuando las mediatrices coinciden, para formular una conjetura general.

Evidenciamos las estrategias anteriormente descritas en la produccion de los
estudiantes; la primera tiene mayor frecuencia que la segunda; ademas, la tendencia para

hacer la exploracién es usar configuraciones blandas mas que construcciones robustas. Asi,

8 Que dos rectas coincidan significa que comparten todos sus puntos.

® Por supuesto, si hacen construcciones robustas de los cuadrilateros, ello indica un mayor nivel de complejidad
en el desarrollo de la heuristica, puesto que implica tener en cuenta propiedades que garanticen que cada
representacion sea el cuadrilatero escogido bajo el arrastre.
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por ejemplo, para la primera estrategia varios grupos de estudiantes realizaron
configuraciones blandas de cuadrados, rectdngulos, trapecios, paralelogramos y cometas —
ninguno aludié a un cuadrilatero ciclico — (Figura 15); las conjeturas-solucion producidas
fueron como las siguientes:

Conjetura 1 Si un cuadrilatero es un rectangulo, entonces las mediatrices de lados opuestos
coinciden.

Conjetura 2 Si un cuadrilatero es un trapecio isdsceles, entonces las mediatrices de sus lados
paralelos coinciden.

Caso para el Caso para el trapecio Caso para el paralelogramo  Caso para la cometa
rectangulo isdsceles
Figura 15 — Primera estrategia problema 3. Algunos casos para tipos de cuadrilatero
Fuente: elaborada por los autores

Quienes usaron la segunda estrategia hicieron como configuracion un cuadrilatero con
sus mediatrices; arrastraron uno de sus vértices hasta que coincidieran las mediatrices de lados
opuestos — i.e., hicieron un arrastre guiado — (Figura 16). Formularon conjeturas-solucion
como: Si en un cuadrilatero las mediatrices de dos de sus lados coinciden, entonces es un

rectangulo o un trapecio isosceles.

- : 5 ;
e : : 8
: | ; []
B e = 1 [
(] ' c ]
H D H [
Arrastre hasta ajustar o lograr que mediatrices Cuadrilateros formados cuando mediatrices
coinciden coinciden

Figura 16 — Segunda estrategia problema 3. Caso construccion blanda
Fuente: elaborada por los autores

A partir de estos ejemplos, se evidencia que el argumento que se favorece con la
estrategia 1 es abductivo: se conoce el resultado y se quiere determinar qué propiedades
causan ese resultado. En cambio, con la segunda estrategia el argumento es de caracter
inductivo, pues sucede algo similar a lo descrito para los problemas de busqueda de
consecuente. En consecuencia, tenemos insumos para concluir que el tipo de problemas de
determinacion de dependencia favorece la formulacion de argumentos inductivos y
abductivos. No obstante, un analisis mas fino da la posibilidad de que se favorezcan
argumentos abductivos y deductivos.

Veamos el caso de un grupo de estudiantes que, en el marco de la primera estrategia,
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hicieron una construccion robusta para tipos de cuadrilateros. En su relato, reportaron que
pensaron en las propiedades que debian construir para obtener un tipo especial de cuadrilatero
(e.g., cometa) y determinaron si se cumplia la propiedad solicitada; vemos en este proceder un
argumento abductivo que esquematizamos en el diagrama expreso por la Figura 17. Su
conjetura solucién fue: Si AC es mediatriz de BD entonces CJABCD es una cometa. Para la
segunda estrategia, no reportaron exploraciones con una construccion robusta; si lo hubieran
hecho, habria surgido un argumento abductivo (un ejemplo, se esquematiza en el diagrama

expreso en la Figura 18).

Garantia — Regla conocida o0 no Garantia — Regla conocida o0 no
Si en un cuadrilatero, la recta que
contiene una de sus diagonales es

mediatriz de la otra, entonces el

cuadrilatero es cometa

Si Ay D estan del mismo lado de larectam, yBy
C son las reflexiones axiales de Ay D respecto a
m, entonces m es la mediatriz de AB y CD.

!_D-at-os- p?)s-i bTe;.! Asercién — meta r-[?aTo;p-oEtﬁe-s B H Asercién — meta
1 J 1 1 4 i 1
i Si T es i IA yD estar.1 del mismo i o
1 diatrizde ! UABCD es una jladodem; By Cson m es la mediatriz
M 'l‘;l_;z € cometa Ilas reflexiones axiales 1 de AByCD
| | | |
- ndeAy D respectoam

Figura 17 — Argumento abductivo provocado Figura 18 — Argumento abductivo provocado

por Problema 3, primera estrategia por Problema 3, segunda estrategia

Fuente: elaborada por los autores

Por otro lado, los argumentos deductivos tuvieron lugar cuando, en uno de los
cursos, se propuso como tarea producir una sola conjetura que generalizara los resultados
reportados en las conjeturas enunciadas resultado de la primera estrategia; ello implico
analizar los antecedentes de estas (pues el consecuente en ambas es el mismo). Los
estudiantes establecieron las propiedades comunes del rectdngulo y del trapecio is6sceles: dos
de sus lados son paralelos y los angulos adyacentes de la base son congruentes. De este
suceso, entrevemos la produccion de dos argumentos deductivos (diagramas expresos en las
Figuras 19 y 20).

Garantia — Regla conocida Garantia — Regla conocida
Si un cuadrilatero es un rectangulo, Si un cuadrilatero es un trapecio isdsceles,
entonces, i) sus lados opuestos son entonces i) sus lados opuestos no paralelos son
paralelos, ii) sus angulos son congruentes, ii) los angulos de la base son
congruentes. congruentes.
Datos Asercion — meta Datos Asercion — meta
"ABCD es AB || CD, BC |l AD, //ABCD es un AB || CD, BC = AD,
un ysC =¢sD=/B= trapecio y2C = 2D, LA =
rectdngulo ZA isosceles /B
Figura 19 — Argumento deductivo provocado Figura 20 — Argumento deductivo provocado
por Problema 3, primera estrategia por Problema 3, segunda estrategia

Fuente: elaboradas por los autores
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De las aserciones de tales argumentos deductivos (ver lo sombreado), fue
generalizado el antecedente de la nueva conjetura-solucién del problema 3. La reformulacion
propuesta fue: Si es un cuadrilatero dos de sus lados son paralelos y los angulos adyacentes

de la base son congruentes, entonces las mediatrices de sus lados paralelos coinciden.

5 Discusion y reflexiones finales

Se han descrito y analizado resultados de una experiencia implementada en un
programa de formacion de profesores de matematica en la cual, siguiendo las ideas de
Stylianides y Stylianides (2006), y Stylianides y Ball (2008), se involucré una tipologia de
tareas (problemas abiertos de conjeturacion) que fomentan actividad argumentativa.

Se ilustrd, con ejemplos especificos de problemas y de estrategias (0 heuristicas)
empleadas en un EGD para resolver los problemas, como el tipo de problema provoca la
generacion de ciertos tipos argumentos durante el proceso de resolucion (que lleva a la
formulacién de una conjetura). Se identificaron y describieron los tipos de argumentos
asociados siguiendo el Modelo de Toulmin (BOERO et al., 2010). Con lo anterior, se tiene un
escenario que da pie para proponer una correspondencia entre el tipo de argumento y el tipo
de problema (Cuadro 1), aunque ello no implica que un tipo de problema genere

exclusivamente algun tipo de argumento.

Tipo de Estructura de . Estructura de Tipo de
- Proceso de resolucion -
Problema enunciado conjetura Argumento
Exposicion de datos Representacion de datos dados Srllt(l?]tgessdados,
Busqueda de da(?os — Pregunta ~ exploracion de casos para eneralizacion de | Inductivo
consecuente sobre efecto ?je ellos determinar consecuencia de gro iedad
datos dados ipnvgriante
Cons_lgnamon de Exploracion de propiedades Si propiedades
, propiedad esperada
Busqueda de s Prequnta sobre que pueden causar lo encontradas, Abductivo
antecedente qué prgc])pie dades esperado—verificacion de lo entonces
pueden causarla esperado propiedad dada.
. Si se asume p 0 g como dato .
Se proveen conjunto dado, y se busca una Si datos dados,
referencial de figuras . - entonces
eomeétricas y ciertas consecuencia asociada a q o generalizacién de | Inductivo
gro iedades. Solicita | ” respectivamente, el proceso ropiedad
Determinacion gsta%lecer . s igual a Blsqueda de ipnvgriante
de dependencias entre consecuente. l
dependencia p: tipos de figuras S| S€ asume p 0 g como Si “propiedades
del conjunto propiedad esperada dada, y se encontradas”
referencial y preguntasi q o p, entonces Abductivo
- propiedades respectivamente, puede “propiedad
gégas causarla, el proceso es igual a dada”
' Busqueda de antecedente. )

Cuadro 1 — Correspondencia entre tipo de problema con tipo de argumento
Fuente: elaboradas por los autores
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El Cuadro 1 pone en evidencia como la estructura del enunciado provoca el proceso de
resolucion en tanto indica claramente lo que se debe considerar como dado y lo que se debe
descubrir; en tal sentido, infunde qué parte de la conjetura-solucion (antecedente o
consecuente) estd dada y cual debe establecerse. En otras palabras, y empleando los términos
del modelo de Toulmin en un problema de busqueda de antecedente, los datos estan dados y
se debe realizar una exploracién sobre ellos que dejaria notar una propiedad invariante
(asercion); en consecuencia, se podria inducir, empiricamente, una regla general que se
convierte en la conjetura-solucion o garantia susceptible de ser estudiada para convertirse en
teorema. De otro lado, en un problema de busqueda de antecedente, la asercion esta dada y se
debe evocar o descubrir una proposicion (garantia) que contenga como consecuente dicha
asercion; por lo tanto, se podria abducir unos datos que se corresponde con el antecedente de
tal proposicion y que deben ser legitimados por el contexto de la situacion. La proposicion
garantia se convierte en la conjetura-solucién susceptible de ser estudiada para convertirse en
teorema (en caso de que no lo sea). Como un problema de determinacion de dependencia se
convierte en alguno de los otros tipos anteriores segun su abordaje, los argumentos inductivos
0 abductivos emergen de la misma forma descrita.

Dado que los datos analizados se focalizaron en proceso de exploracion para formular
conjeturas que solucionan problemas, la referencia a los argumentos deductivos fue escasa.
Ello va en consonancia con la idea de varios autores (ARZARELLO et al.,, 2012,
BACCAGLINI-FRANK; MARIOTTI, 2010; PEDEMONTE, 2007) segun la cual los
argumentos informales de indole abductivo o inductivo toman lugar en procesos de
exploracién como una forma para soportar las conjeturas que se formulan.

Ahora, si bien ciertos tipos de problemas provocaron ciertos tipos de argumentos (ver
Cuadro 1), debemos indicar que la metodologia empleada en el aula contribuy6, también, a la
produccién de argumentos de diversa indole. Como se mostro, el uso de EGD posibilitd una
mayor riqueza en la exploracion de las situaciones; especificamente, los tipos de arrastre libre
y guiado estuvieron presentes en todos los tipos de problemas, y fueron, principalmente, el
soporte para argumentos inductivos. Se destaca el uso del arrastre mantenido (no tan frecuente
como los otros) como soporte para los argumentos abductivos, sugerido por el problema tipo
busqueda de antecedente.

Los resultados del anélisis ratifican un cierto éxito de la innovacion en el aula
implementada por el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (UPN, Colombia) en un
programa de formacién de profesores. La terna (problemas abiertos de conjeturacion, EGD,

interaccion en el aula/argumentacion) descrita al inicio del articulo, se puede caracterizar
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como un elemento que contribuye a un ambiente de clase en el que el futuro profesor tiene
espacio no solo para hacer una actividad matematica cercana a la de un matematico
profesional (en términos de explorar una situacion, conjeturar, y argumentar), sino para
experimentar en propia piel el potencial de dicha terna para llevar a cabo dicha actividad.

De manera méas concreta, los profesores en formacion se involucraron en el proceso de
resolver los problemas porque la metodologia propuesta en la innovacion lo exige: fue a partir
de sus conjeturas y las conversaciones matematicas asociadas, para aceptar o rechazar las
ideas matematicas expuestas, que se organizd el contenido matematico en las clases de
geometria. Formularon argumentos de diferentes tipos durante el proceso de resolucion,
cuando expusieron publicamente sus conjeturas, verificaron sus resultados e intentaron
soportar la veracidad de sus conjeturas.

No cabe duda de que con la tipologia de problemas se esta atendiendo a la formacion
matematica de los futuros profesores, puesto que realizan actividad matematica: argumentar,
resolver, representar, conjeturar, etc. Pero, como abogan Stylianides y Stylianides (2006) y
Stylianides y Ball (2008), para que los profesores en formacion ganen conocimiento sobre la
argumentacion, necesario para favorecer ese proceso en sus clases, se requiere realizar
conversaciones matematicas acerca de las facetas didacticas que puede tener el abordaje de tal
tipologia de problemas en los programas de formacion.

En tal sentido, seria necesario destacar en clase la relacion entre tipos de problemas y
tipos de argumentos y, en ese marco, desarrollar la habilidad de futuro profesores para
identificar y clasificar cada argumento, reconocer el papel de estos en la actividad matematica
desplegada - inductivos y abductivos para conjeturar, deductivo para validar -, y analizar la
estructura de los enunciados de los problemas. Creemos que asi los futuros maestros pueden
ganar conocimiento de elementos importantes sobre la actividad demostrativa.

Quisiéramos creer que, con lo que aqui exponemos, damos respuesta parcial a la
inquietud que Stylianides y Ball (2008) consignan al final de su articulo: ¢como pueden los
formadores de profesores escolares ayudar a que ellos desarrollen elementos del conocimiento
de la demostracién considerados importantes que los empodere para que lleven al aula escolar
la argumentacién? Asegurarlo claramente requiere realizar un estudio investigativo.

Sin embargo, declaraciones como los que siguen son evidencia de que son los mismos
profesores en formacion que consideran que la innovacion implementada, basada en la terna
descrita, es un escenario que les provee herramientas para que en su futura labor profesional
involucre, en su ensefianza, la resolucion de problemas como medio (ZIMMERMANN, 2016)

para desarrollar procesos como la exploracion, la conjeturacion y la argumentacion.
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Andrés: Siempre he tenido un especial afecto por los cursos de geometria por la forma en que
se ensefian, incluso he intentado llevar esa metodologia a las préacticas [i.e., practicas
docentes exigidas por el programa de licenciatura en la que los estudiantes actGan como
profesores en aulas reales de secundaria], ya que para mi ayuda a potenciar no solo el
aprendizaje de conceptos, sino que también desarrolla la argumentacion.

Sonia: Tengo muy presente la forma en que estaba disefiada cada tarea [problema], en donde
cada uno representaba para mi un reto, y me daba mucha curiosidad de saber qué ibamos a
encontrar; ademas, que de esta forma no se condiciona a pensar en una unica solucién, nos
ayuda a ir mas alla y descubrir diversas soluciones, diferentes formas de crear un sistema
tedrico. Destaco esto porque me ha ayudado a pensar en los multiples problemas que uno
podria disefiar para mis futuros estudiantes; en donde las preguntas sean abiertas y lo
importante que es tomarse el tiempo de pensar en las preguntas y en desarrollar una buena
clase en donde los alumnos se exijan y que se diviertan haciendo matematicas.

(Entrevista hecha al final del curso, 2014).
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