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Resumen

Este estudio analiza las dificultades que enfrentan los estudiantes de ingenieria en el curso de Calculo Diferencial,
con el objetivo de comprender como influyen los tipos de contenido (conceptual y procedimental), y los tipos de
cambio en las representaciones matematicas (congruentes e incongruentes) en la dificultad de los reactivos. Para
ello, se disefid y aplico un instrumento criterial alineado al curriculo, fundamentado en la teoria de las
representaciones semioticas de Duval y en la dualidad estructural-operacional. El instrumento fue validado
mediante juicio de expertos y presenté adecuados indices de validez y confiabilidad. Los resultados obtenidos
mediante analisis estadisticos, incluyendo pruebas de hipotesis y ANOVA, revelan que los reactivos con cambios
incongruentes y contenido conceptual presentan mayor dificultad. Estos hallazgos sugieren la necesidad de
estrategias didacticas que favorezcan la conversion entre registros y el transito entre las dimensiones estructural y
operacional del conocimiento matematico. Se concluye que una comprension profunda del calculo diferencial
requiere abordar, simultineamente, las representaciones semioticas y los enfoques estructurales-operacionales,
abriendo lineas de investigacion para la mejora del aprendizaje en ingenieria.

* Doctor en Ciencias por la Universidad Autonoma de Baja California (UABC). Profesor € investigador de tiempo
completo en la Universidad Autonoma de Baja California (UABC), Mexicali, Baja California, México. E-mail:
maximilianofuentes@uabc.edu.mx.

™ Doctora en Ciencias por la Universidad Auténoma de Baja California (UABC). Profesora e investigadora de
tiempo completo en la Universidad Auténoma de Baja California (UABC), Mexicali, Baja California, México. E-
mail: aguilar.wendolyn@uabc.edu.mx.

** Ingenieria en Gestion Empresarial por el Instituto Tecnologico de Mexicali (ITM). Profesora de asignatura en
la Universidad Autonoma de Baja California (UABC) y en el Instituto Tecnologico de Mexicali. Mexicali, Baja
California, México. E-mail: sara.leal.puga@uabc.edu.mx.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 40, €240294, 2026 1



ISSN 1980-4415
il DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v40a240294

Palabras clave: Calculo diferencial. Representaciones semidticas. Dualidad estructural-operacional.
Congruencia-incongruencia. Evaluacion criterial.

Abstract

This study analyzes the difficulties faced by engineering students in the Differential Calculus course, with the aim
of understanding how content types (conceptual and procedural) and types of change in mathematical
representations (congruent and incongruent) influence item difficulty. To this end, a criterion-referenced
instrument aligned with the curriculum was designed and administered, grounded in Duval’s theory of semiotic
representations and the structural-operational duality. The instrument was validated through expert judgment and
showed adequate validity and reliability indices. The results obtained through statistical analyses, including
hypothesis testing and ANOVA, revealed that items involving incongruent changes and conceptual content present
greater difficulty. These findings suggest the need for instructional strategies that promote conversion between
registers and movement between the structural and operational dimensions of mathematical knowledge. It is
concluded that a deep understanding of differential calculus requires simultancously addressing semiotic
representations and structural-operational approaches, opening lines of research for improving learning in
engineering.

Keywords: Differential calculus. Semiotic representations. Structural-operational duality. Congruence-
incongruence. Criterion-referenced assessment.

1 Introduccion

En el contexto educativo de la formacion en ingenieria, el curso de Célculo Diferencial
(CD) representa un componente fundamental tanto en el desarrollo académico como en la
consolidacion de habilidades aplicables en diversas disciplinas técnicas y cientificas. Su
dominio esta directamente relacionado con la capacidad para modelar y resolver problemas
complejos, lo que lo convierte en un pilar de la trayectoria formativa del estudiante de ingenieria
(Moran-Soto et al., 2023; Cena; Silva; Minez, 2022).

No obstante, multiples estudios han reportado que el CD presenta una elevada tasa de
dificultad y fracaso, atribuida a factores como la abstraccion de los conceptos, el uso limitado
de conexiones matematicas, y la dificultad para interpretar representaciones (Hitt, 2003;
Stewart, 2012). Estas dificultades son especialmente evidentes cuando los estudiantes deben
transitar entre distintas representaciones matematicas, situacion que suele generar una carga
cognitiva elevada y desorientacion conceptual (Ake, 2023; Bigotte de Almeida; Queiruga-Dios;
Caceres, 2020).

Diversas investigaciones han documentado que los estudiantes muestran deficiencias
tanto en el tratamiento algebraico como en la comprension conceptual de funciones, lo que
afecta su capacidad para modelar situaciones y resolver problemas (Aguilar-Salinas et al.,
2021). Este fendmeno se agrava con una comprension limitada de los enunciados matematicos,
dificultando aun mas el proceso de conversion entre registros y el desarrollo de una

comprension profunda del célculo.
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En este contexto, la teoria de las representaciones semioticas de Duval (2006) resulta
pertinente, al postular que el aprendizaje matematico implica la interpretacion, el tratamiento y
la conversion de representaciones en distintos registros (grafico, algebraico, numérico y verbal).
Complementariamente, la dualidad estructural-operacional (Sfard, 1991; Kieran, 1992) permite
analizar como los estudiantes transitan entre el uso operacional de conceptos (como el calculo
de derivadas) y su comprensién estructural (como objeto matematico con propiedades
abstractas).

Si bien existen numerosos trabajos centrados en las representaciones semioticas (Duval,
2006) o en los procesos estructurales y operacionales del pensamiento matematico (Sfard,
1991), son escasas las investigaciones empiricas que establecen un dialogo entre ambos marcos
teoricos. Como advierte Schoenfeld (2016), uno de los desafios actuales de la educacioén
matematica radica, precisamente, en integrar perspectivas complementarias que expliquen la
complejidad del aprendizaje. Un estudio reciente coincide en sefialar la necesidad de enfoques
teoricos mds integradores que vinculen los procesos de representacion, razonamiento y
comprension conceptual (Husamah ef al., 2022). La ausencia de investigaciones que combinen
estos enfoques en contextos de evaluacion del CD limita la comprension integral de los factores
cognitivos y representacionales que influyen en el desempeio estudiantil, asi como la
posibilidad de disefiar instrumentos mas sensibles a esas interacciones.

Ante esta problematica, el presente estudio tiene como propoésito analizar como influyen
los tipos de contenido (conceptual y procedimental) y los tipos de cambio entre
representaciones (congruente e incongruente) en la dificultad de los reactivos de una prueba
criterial sobre CD. Para ello, se disefid y aplicéd un instrumento sustentado en la teoria de las
representaciones semioticas (Duval, 2006) y la dualidad estructural-operacional (Sfard, 1991),
cuyos resultados fueron sometidos a un andlisis estadistico integral que incluyo la evaluacion
de la calidad del instrumento, las pruebas de hipotesis sobre los cambios entre representaciones
y un andlisis de varianza (ANOVA) para contrastar diferencias segun el tipo de contenido
conceptual o procedimental. Los resultados se discuten a la luz de ambas teorias, con el
propdsito de aportar evidencia empirica sobre las dificultades cognitivas y representacionales
que enfrentan los estudiantes y orientar el disefio de estrategias pedagdgicas que fortalezcan su

comprension conceptual del CD.

2 Lineamientos teoricos

Para comprender las dificultades que enfrentan los estudiantes de ingenieria en el
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aprendizaje del CD, es necesario adoptar un enfoque tedrico que permita analizar tanto las
representaciones que intervienen en el pensamiento matematico como los tipos de razonamiento
que los estudiantes movilizan al resolver problemas. En este estudio se integran dos marcos
conceptuales que permiten abordar estos aspectos de manera complementaria: la teoria de las
representaciones semioticas de Duval, que se centra en los procesos de conversion y tratamiento
entre registros de representacion, y la dualidad estructural-operacional, que distingue entre los
enfoques procedimentales y conceptuales en la construccion del conocimiento matematico. A
continuacion, se presentan ambos marcos y su articulacion teodrica en el contexto del disefio y

analisis de una prueba criterial de CD.

2.1 Teoria de las representaciones semioticas

La teoria de representaciones semidticas y los procesos de aprendizaje intelectual,
desarrollados por Duval en 2004, ofrecen un marco adecuado para analizar la comprension de
los objetos matematicos desde distintas formas de representacion. Esta teoria destaca la
importancia de las actividades cognitivas de la formacion de una representacion, tratamiento y
conversion entre distintos registros de representacion, facilitando asi el andlisis desde la
conceptualizacion hasta la aplicacion practica en el contexto educativo. Duval subraya que el
aprendizaje matematico efectivo depende de la habilidad para manejar y transformar estos
registros, lo que permite a los estudiantes visualizar y procesar conceptos matematicos de
manera mas flexible y profunda.

La formacion de una representacion es una actividad cognitiva donde los estudiantes
construyen mentalmente una representacion inicial de un objeto matematico abstracto o
concepto. Esto implica crear una nueva imagen mental o simbdlica que no habia sido formulada
previamente por el estudiante (Duval, 2006).

El tratamiento de representaciones, segiin Duval (2006), es la actividad cognitiva donde
los estudiantes manipulan una representacion para transformarla en otra forma dentro del
mismo registro de representacion. Este proceso implica el manejo de simbolos matematicos y
procedimientos sin cambiar a otro sistema de representacion. Es fundamental para resolver
problemas matematicos y desarrollar fluidez en el manejo de conceptos matematicos dentro de
un determinado registro.

La conversion entre registros de representacion se refiere al proceso cognitivo de
traducir informacién matematica de una forma de representacion a otra, como de simbolica a

grafica, o de numérica a algebraica (Duval, 2006). Este proceso es crucial porque diferentes
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registros revelan diferentes aspectos de un concepto matematico.

Raymond Duval ha destacado la importancia de los cambios congruentes e
incongruentes en el aprendizaje de las matematicas a través de su teoria de representaciones
semioticas. Los cambios congruentes se refieren a las transiciones entre registros de
representacion que mantienen una consistencia relativa en la estructura y el significado del
concepto matematico representado. Por otro lado, los cambios incongruentes involucran
transiciones en las que la nueva representacion requiere una reorganizacion significativa de la
estructura conceptual o un cambio en la forma de pensar el concepto original (Duval, 2006).

Para describir los cambios congruentes de acuerdo a la teoria de representaciones de
Duval se considera una representacion grafica definida en trozos o tramos en donde se debe
identificar el valor del limite seglin se aproxima x a un valor desde la izquierda o la derecha, en
este caso, los cambios en la actividad de conversion pueden considerarse congruentes, lo
anterior se debe a la simplicidad de la operacidon, que es basicamente evaluar visualmente el
valor al que se acerca la funcion cuando x tiende a un valor especifico en un contexto de funcion
por tramos claramente definidos.

Para revisar con detalle la incongruencia se puede suponer que se cuenta con la grafica
de una funcion senoidal cuyo periodo y amplitud es diferente a 2n y 1 respectivamente, ademas
la grafica esta desplazada horizontalmente y verticalmente, en este caso, se solicita al estudiante
de ingenieria determinar la expresion algebraica de la representacion grafica. La determinacion
de la expresion correcta involucra identificar la amplitud, el periodo, el desplazamiento
horizontal, el desplazamiento vertical y la orientacion de la funcion, cada uno de estos aspectos
debe inferirse a partir de la grafica.

Los cambios en la actividad de conversion pueden considerarse incongruentes, esto se
debe a la complejidad y el nivel de abstraccion necesario para interpretar y relacionar la forma
grafica de la funcion trigonométrica con sus correspondientes expresiones algebraicas,
especialmente considerando las transformaciones (traslaciones y reflexiones). La conversion
requerida aqui es desde una representacion grafica, con todas sus caracteristicas visuales, a una
expresion algebraica que encapsula todas esas caracteristicas en forma simbolica. Esta
transformacion de una representacion visual a una simbodlica es fundamentalmente
incongruente porque no hay una correspondencia inmediata y evidente entre la forma visual y

su descripcion matematica detallada.

2.2 Dualidad estructural-operacional
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La teoria de la dualidad estructural-operacional es un concepto fundamental en la
didactica de las matematicas, esta teoria describe como los estudiantes interactan con las
matematicas a través de dos dimensiones fundamentales: la estructural y la operacional. La
dimension estructural se refiere a la capacidad de los estudiantes para ver y manipular las
estructuras matematicas subyacentes en su forma mas abstracta. Esta capacidad incluye
reconocer patrones, generalizar propiedades y desarrollar argumentos a partir de definiciones y
teoremas (Kieran, 1992; Sfard, 1991). En esta dimension, el enfoque estd en las entidades
matematicas como objetos completos, que pueden ser analizados y relacionados entre si sin
necesidad de llevar a cabo operaciones sobre ellos.

En contraste, la dimension operacional implica el manejo de simbolos y la ejecucion de
procedimientos y algoritmos. Esta dimension se centra en el hacer matematicas en términos de
procesos y acciones, como la manipulacion de expresiones y la resolucion de ecuaciones (Sfard,
1991). Aqui, los conceptos matematicos son vistos y utilizados principalmente como
herramientas para realizar tareas especificas.

La interaccion entre estas dos dimensiones es medular para el desarrollo conceptual en
matematicas, Sfard (1991) argumenta que el aprendizaje matemadtico efectivo ocurre cuando los
estudiantes pueden transitar fluidamente entre estas dos dimensiones, es decir, cuando pueden
operar con simbolos y procedimientos (dimension operacional) mientras comprenden y
manipulan las estructuras subyacentes (dimension estructural). Esta dualidad tiene
implicaciones importantes en la educacion matematica, donde la habilidad para alternar entre
ver las expresiones como procesos (operaciones que se pueden realizar) y como objetos
(entidades que pueden ser manipuladas de forma abstracta) es fundamental (Kieran, 1992;
Sfard, 1991).

Para ubicar las dimensiones estructural y operacional en un curso de CD se ejemplifica
con la funcién f(x) = x2, en donde, desde el punto de vista estructural, se explora como la
derivada, f'(x) = 2x representa geométricamente la pendiente de la tangente en cualquier
punto x de la funcion. Los estudiantes pueden visualizar y manipular graficamente estas
tangentes para diferentes valores de x, observando como cambia la pendiente y relacionando
este cambio con la forma de la funcion cuadratica. En la dimension operacional, los estudiantes
se enfocan en calcular derivadas utilizando reglas de diferenciacion, como la regla del producto,
la regla del cociente, la regla de la cadena, y las derivadas de funciones polindmicas,
trigonométricas, exponenciales, etc. Aqui, el énfasis estd en la ejecucion de procesos y el

manejo de operaciones algebraicas para encontrar la derivada de funciones dadas.
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2.3 Articulacion tedrica

La articulacion entre la teoria de las representaciones semioticas (Duval, 2006) y la
dualidad estructural-operacional (Sfard, 1991) se enmarca en una tendencia mas amplia de la
investigacion en educacion matematica, orientada a integrar diversas perspectivas tedricas para
comprender fendmenos complejos de aprendizaje. Schoenfeld (2016) destaca que, tras la
revolucion cognitiva de finales del siglo XX, el campo experimentd una expansion
epistemologica que desplazo el foco desde la ensefnanza de procedimientos hacia el estudio del
pensamiento matematico, las representaciones y los procesos de razonamiento. En este
contexto, las investigaciones contemporaneas se caracterizan por la coexistencia de enfoques
cognitivos, situativos y socioculturales, y por el desafio de construir marcos explicativos
hibridos que vinculen el contenido matematico con las practicas de significacion asociadas.

En este estudio, ambas teorias se integran por su complementariedad: mientras Duval
pone atencidn en las representaciones y en las dificultades de conversidon entre registros, la
dualidad estructural-operacional de Sfard permite analizar el tipo de razonamiento que subyace
en la resolucion de problemas, distinguiendo entre una vision procedimental y una comprension
estructural del concepto. En conjunto, estas perspectivas permiten clasificar los reactivos segin
el tipo de cambio representacional y el tipo de contenido, facilitando un analisis mas preciso de
los factores que inciden en la dificultad. De esta manera, la combinacion teodrica adoptada
responde a la necesidad de vincular las formas de representacion externa con los procesos
internos de conceptualizacion, en concordancia con los esfuerzos internacionales por consolidar
perspectivas integradoras en la investigacion sobre el aprendizaje del CD (Cobb, 2007; Sfard,

2008; Schoenfeld, 2014).

3 Metodologia

En una prueba criterial, el objetivo es medir qué tanto los estudiantes han alcanzado los
conocimientos, habilidades o competencias esperadas, segin los criterios establecidos, para el
desarrollo de la prueba criterial se siguié el modelo propuesto por Nitko (1994), que se enfoca
en la creacion de examenes basados en el curriculo, este modelo se ha enriquecido con la
metodologia para la construccion de test criteriales de Popham (1990) y se ha fortalecido con
aportes metodologicos y operativos de Contreras (2000). El disefio de la prueba se orienta a
evaluar las habilidades y conocimientos de CD que son esenciales para el éxito en cursos

posteriores de matematicas dentro de programas de ingenieria.
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El analisis de calidad de la prueba criterial se realiza siguiendo los principios de la teoria
clasica de los tests (TCT), asegurando que la prueba disefiada sea capaz de medir efectivamente
las habilidades requeridas. Con este fin, se hace esencial la evaluacion de varios aspectos como
la confiabilidad, la validez de contenido, asi como los indices de dificultad, discriminacion y
correlacion biserial, siguiendo las recomendaciones de Carmines y Zeller (1987). Este enfoque
integral garantiza que el instrumento no solo mida con precision las habilidades matematicas
especificas, sino que también refleje los objetivos educativos del programa de ingenieria y

responda adecuadamente a las necesidades del curriculo.

3.1 Método

El indice de dificultad (ID) de cada reactivo es una métrica fundamental para determinar
cuan bien los estudiantes pueden resolver problemas especificos relacionados con CD, segin
Crocker y Algina (1986), este indice se calcula tomando en cuenta la proporcion de estudiantes
que responden correctamente a cada reactivo.

El indice de discriminacion (IDC) de un reactivo evalta su capacidad para distinguir
entre estudiantes que tienen un alto rendimiento en la prueba y aquellos con un rendimiento
bajo. Este indice refleja la probabilidad de que los estudiantes con buen desempefio general en
la prueba respondan correctamente al reactivo, mientras que los estudiantes con bajo
desempefio probablemente no lo haran. Para este andlisis, se considera el 54% de la poblacion
estudiantil, incluyendo el 27% con las calificaciones mas altas y el 27% con las calificaciones
mas bajas, para cada reactivo analizado.

El coeficiente de correlacion del punto biserial (rpbis) es otro elemento sustancial para
evaluar la confiabilidad y validez del instrumento, como indica Henrysson (1971), sirve como
un indicador de validez predictiva que relaciona la respuesta de un estudiante a un reactivo
especifico con su rendimiento general en la prueba

El alcance de la investigacion radica en un andlisis ANOVA (anélisis de varianza), el
cual resulta fundamental para investigar como diferentes tipos de contenido (conceptuales y
procedimentales) y tipos de cambio (congruentes e incongruentes) influyen en los indices de
dificultad de los reactivos en una prueba criterial de CD aplicada a estudiantes de ingenieria.
Esta técnica estadistica permite comparar las medias de los indices de dificultad entre varios
grupos definidos segun el tipo de contenido y la naturaleza del cambio, ofreciendo una visién

clara de las variaciones en la dificultad percibida.
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3.2 Poblacion y muestra

Se empled un muestreo por conglomerados naturales, considerando como unidades de
seleccion a los grupos académicos de la asignatura de Calculo Integral. De los 14 grupos
registrados en el ciclo escolar 2024-1, se seleccionaron aleatoriamente ocho, con una muestra
total de 229 estudiantes (de una poblacion de 490) inscritos en segundo semestre, quienes ya
habian acreditado previamente la asignatura de CD. La participacion fue de tipo censal dentro
de cada grupo, es decir, se incluyeron todos los estudiantes asistentes a la aplicacion. Este
procedimiento garantiza independencia entre grupos, aunque no necesariamente entre
individuos dentro del mismo conglomerado, por lo que los resultados deben interpretarse

considerando dicha estructura de muestreo.

3.3 Construccion del instrumento y articulacion con el marco teorico

El disefio de la prueba criterial se bas6 en un enfoque alineado al curriculo, siguiendo el
modelo de Nitko (1994) y los aportes de Popham (1990), complementados con marcos tedricos
que permiten analizar tanto el contenido como las formas de representacion y razonamiento
implicadas en el aprendizaje matematico. En particular, se integraron la teoria de las
representaciones semioticas (Duval, 2006) y la dualidad estructural-operacional (Sfard, 1991;
Kieran, 1992), que guiaron la clasificacion de los reactivos segun tres dimensiones: tipo de
contenido (conceptual o procedimental), tipo de actividad cognitiva (tratamiento o conversion)
y tipo de cambio entre registros (congruente o incongruente). Esta categorizacién permitio
estructurar los items con base en demandas cognitivas especificas y establecer vinculos
explicitos con el desempefio esperado de los estudiantes.

Este enfoque se alinea con los planteamientos de Brookhart (2013), quien destaca que
las evaluaciones criteriales deben proporcionar evidencia clara del logro de objetivos de
aprendizaje especificos, integrando tanto la complejidad cognitiva como la pertinencia
curricular. En ese sentido, la incorporacién de categorias tedricas como las propuestas por
Duval y Sfard permitié orientar no solo el disefio de los reactivos, sino también su validacion
con criterios pedagogicos y cognitivos.

Para la seleccion del contenido, se aplicé una reticulacion curricular (Robredo;
Ledezma; Alvarado, 1983) que identificé los temas esenciales del curso de CD. A partir de esta
estructura se elaboraron especificaciones técnicas para cada reactivo, en las que se precisaron

el registro inicial y final, la demanda cognitiva y la orientacion estructural u operacional,
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Ot

asegurando asi la congruencia entre los items, los objetivos del curriculo y los marcos tedricos

adoptados.
En la primera etapa se realiza un andlisis utilizando la metodologia de disefio y

evaluacion curricular conocida como reticulacion, propuesta por Robredo, Ledezma y Alvarado
(1983). Este enfoque sistémico permite no solo detallar los contenidos del curriculo, sino
también clarificar las interdependencias y relaciones de servicio entre los distintos elementos
curriculares. Durante esta fase, se examina como los contenidos se interrelacionan para apoyar
el desarrollo integral del estudiante, lo que facilita la creacion de una reticula. El producto final,
la reticula de CD (Figura 1), se distingue por su capacidad para visualizar tanto los contenidos

como las secuencias didacticas y los prerrequisitos necesarios, optimizando asi la coherencia y

continuidad pedagdgica del programa.
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_—— ‘ expansiones, reflexiones | L P J
\ |
[

1.2.3 Representacion X ]
de una funcion \ [ |

valor absoluto y sus
propiedades

1.1.5 Desigualdades
con valor absoluto

1.2.5 Caracteristicas de
una funcion (creciente,
decreciente, positiva,
negativa)

1.2.6 Funciones con
simetria (par e
impar)

1.4.5 Funciones
racionales y sus
representaciones

1.4.6 Funciones
por partes y sus
representaciones

(numeérica, grafica y
analitica) 1.4.3 Funcién A
54 polinomial y sus 1.5.3 Funcion compuesta, | | 1.6.3 Funcion
; representaciones | gefinicion y calculo de una | | exponencial y sus
Desigualdades funcion compuesta [
lineales P! | | representac!ones
|
|
1.2.4 Notacion 1.4.4 Funciones
funcional potencia y sus
representaciones [
1.1.4 Definicion de 1.5.4 Funcion inversa, “ 1.6.4 Funcién
definicién y calculo de una logaritmo y sus
funcién inversa representaciones

7 ' Figura 1 - Fragmento de reticula correspondiente a la unidad 1 de CD
Fuente: elaboracion propia (2025)

En la segunda etapa se hace explicito que partes de curriculum siempre seran evaluadas

en el instrumento de medicidn por tratarse de los resultados de aprendizaje de primer nivel de

10
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importancia o esenciales, y cuales otras podrian quedar incluidos sobre la base de un muestreo

al azar, ya que por razones practicas no es posible evaluar a todos, lo cual queda asentado en la
tabla de justificacion de contenidos. En el Cuadro 1, se ejemplifica el contenido 1.4.3 que

corresponde a funcion polinomial y sus representaciones.

Contenido a evaluar Razones que justifican la decision
Unidad 1
143 Funcion | Se trata de un contenido enlace que recibe servicio de 1.4.2 funcion lineal y sus
polinomial y  sus | representaciones, brinda servicios a nivel meso a 1.5 Operaciones con funciones y a
representaciones nivel macro a 2 Limites y continuidad, 3 La derivada y 4 Aplicaciones de la derivada.
Por tratarse de un contenido esencial se elabora una especificacion con 1 reactivo.
Cuadro 1 - Justificacion de contenidos de la prueba criterial (1.4.3 Funcion polinomial)
Fuente: elaboracion propia (2025)

En la tercera etapa se elabora un resumen con los temas y subtemas a evaluar, la cantidad
de especificaciones a disefiar y la cantidad de reactivos que forman parte de la prueba criterial.
Tales decisiones deberan quedar registradas en una tabla de especificaciones del instrumento
de medicion. En la Tabla 1, se ejemplifican algunos de los contenidos de la unidad 1.

Tabla 1 — Resumen de los contenidos de la prueba criterial de la unidad 1
Eje curricular Contenidos Cantidad de Cantidad de Numero de
especificaciones reactivos reactivo

Unidad 1-. Funciones de

una variable

1.1 Desigualdades lineales 1.1.2 Tipos de intervalos. 2 2 1,2
y de valor absoluto.

1.1.3 Desigualdades 1 1 3
lineales.
1.2 Concepto de funciéony 1.2.1 Definicion de 3 3 4,5,6

sus representaciones. funcion.
1.2.2 Dominio y rango de 2 2 7,8
una funcion
1.2.3 Representacion de 1 1 9
una funcion.

1.2.5 1 1 10

Caracteristicas de una
funcidn: creciente,

decreciente, positiva,
negativa
1.2.6 Funciones con 1 1 11
simetria par e impar
Fuente: elaboracion propia (2025)

En la cuarta etapa se procedio a disefar las especificaciones de cada reactivo, las cuales
no solo definen claramente el contenido y el contexto del reactivo, sino que también establece
criterios especificos para evaluar el rendimiento del estudiante. La especificacion comienza
con una identificacion precisa del contenido a evaluar (unidad, tema y subtema), lo cual es
esencial para contextualizar la pregunta dentro del marco del CD. Este nivel de detalle asegura

que los estudiantes y los educadores comprendan claramente el d&mbito de la pregunta,
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facilitando una preparacion y respuesta mas efectiva (Stiggins, 2007).

Ademas, en la especificacion se incluyen los atributos del reactivo, los cuales son muy
importantes para guiar la construccion de preguntas que no solo midan el conocimiento factual,
sino que también evaluen la capacidad de los estudiantes para aplicar este conocimiento en
contextos practicos. El comentario aclaratorio proporciona una base teorica sélida, destacando
la importancia del contenido matematico en cuestion, en la especificacion se sefiala el indicador
de logro, centrado en las demandas cognitivas para resolver el reactivo, se indica si el reactivo
cuenta con un enfoque preponderante procedimental o conceptual, alineado con las mejores
practicas en la educacién matematica que enfatizan la importancia de la conversion y el
tratamiento de representaciones (NCTM, 2000). Se incluyen los registros inicial y final
(lenguaje natural, algebraico, grafico y numérico) y si el reactivo implica en su proceso de
resolucion cambios congruentes o incongruentes. Se incluyen en la descripcion de la
especificacion otros elementos importantes como la base del reactivo, el tipo de informacion y
distractores. En el Cuadro 2 se cuenta con un ejemplo de especificacion para el reactivo 17, la
cual ilustra claramente los componentes de dicha especificacion.

Una vez disefiada las especificaciones, se tiene la ventaja de construir la cantidad de

reactivos requerida para contar con una version ilimitada de pruebas de CD.

Identificacion del contenido a evaluar del reactivo 17

Asignatura: Célculo Diferencial Unidad: Funciones de una variable

Tema: Funciones algebraicas Subtema: Funciones racionales y sus
representaciones

Atributos del reactivo

Comentario Una funcion racional f es una razon de dos polinomios f(x) = P® onde P y Q son

aclaratorio Q) )

acerca del polinomios. El dominio consiste de todos los valores tales que Q(x) # 0. f(x) = Jes

sentido del una funcidn racional que se obtiene del cociente entre P(x) =1 y Q(x) = x, el

contenido dominio y el rango de f es (—o,0) U (0, ). Obsérvese que en x = 0, f(x) no esta

definida, sin embargo, cuando x se aproxima a cero por la izquierda la grafica de
manera abrupta se dirige hacia abajo, se dice entonces que f(x) tiende a —co. De modo
similar f (x) tiende a oo cuando x se aproxima a cero por la derecha. Al presentarse esta
situacion se dice que en x = 0 hay una asintota vertical.

Indicador de logro Determinar la expresion algebraica de la funcion racional a partir de su
representacion grafica.

Tipo de contenido: I Concepto () | Procedimiento (x)

Representacion inicial: | Lenguaje Natural () Algebraico () Griéfico (x) Numérico ()

Representacion final: Lenguaje Natural () Algebraico (x) Griéfico () Numérico ()

Actividad cognitiva: I Representacion () I Tratamiento () I Conversion (x)

Cambio en la representaciéon: I Congruente () | Incongruente (x)

Caracteristicas del reactivo

Instrucciones para responder el reactivo: Determinar la expresion algebraica de la funcion a partir de

su representacion grafica.
Base del reactivo: La base del reactivo es un enunciado en el que se presenta

también una representacion grafica y se solicita al
estudiante elegir la expresion algebraica que la representa.
Vocabulario e informacion textual, grafica | Este reactivo se presenta de manera textual aunado al
o tabular a emplear: lenguaje grafico, se espera que el alumno aplique una
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conversion para obtener la representacion algebraica
correcta.

Distractores: | Los distractores presentados en este reactivo estan disefiados para explorar errores
comunes en la interpretacion de graficos de funciones racionales. Los distractores estan
relacionados con una comprension limitada del impacto de los signos y la ubicacion de las
asintotas en la representacion grafica de funciones racionales.

Reactivo muestra:

Dada la siguiente grafica.

=

(Cual es su representacion algebraica?

A)f(x)=i B)f(x)Zi C)f(x):L D)f(X)Zﬁ

x+2

Cuadro 2 — Especificacion del reactivo 17
Fuente: elaboracion propia (2025)

3.4 Validez de contenido de la prueba criterial

Para evaluar la validez de contenido del instrumento, se recurri6 al juicio de expertos,
una estrategia ampliamente documentada en la literatura educativa (Alsina; Coronata, 2014;
Hernandez-Nieto, 2002). El panel estuvo conformado por cinco docentes universitarios con
formacién en matematicas y experiencia de al menos cinco anos en la ensefianza del CD en
programas de ingenieria. Cada experto evaluo los reactivos con base en criterios previamente
establecidos, alineados tanto con los principios de evaluacion criterial como con los marcos
tedricos adoptados en este estudio. Entre los aspectos revisados se incluyeron: la
correspondencia con los temas y subtemas del curriculo, la claridad en la redaccion, la
independencia entre items, la adecuacion de los registros de representacion, el equilibrio entre
contenidos conceptuales y procedimentales, la congruencia o incongruencia de los cambios
representacionales y la pertinencia de los distractores.

El proceso de validacion se llevo a cabo utilizando una escala de valoracién de 0
(totalmente en desacuerdo) a 4 (totalmente de acuerdo) y los datos fueron analizados mediante
el calculo del Coeficiente de Validez de Contenido (CVC), siguiendo la metodologia propuesta
por Hernandez-Nieto (2002) y Urrutia et al. (2014). Solo se conservaron aquellos reactivos que
alcanzaron un CVC igual o superior a 0.80, valor considerado aceptable en estudios de

validacion educativa. Este procedimiento permitid asegurar la pertinencia y alineacion
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curricular del instrumento, asi como su congruencia con las demandas cognitivas definidas por
los marcos tedricos empleados en el estudio.

Aunque el panel de expertos aportd una revision solida desde la perspectiva disciplinar
y didactica, se reconoce como una limitacion la ausencia de especialistas en evaluacion
psicométrica o en otras metodologias de validacién (criterio, constructo). Esta condicién
restringe, parcialmente, la solidez técnica del proceso, dado que los juicios se centraron en la
adecuacion conceptual y representacional de los items, sin incorporar analisis estadisticos mas
rigurosos, como la verificacion empirica de la estructura del instrumento o el estudio de su
dimensionalidad mediante técnicas factoriales. En consecuencia, la validez de contenido
obtenida debe interpretarse como adecuada para fines exploratorios y diagndsticos, pero no
suficiente para sustentar generalizaciones amplias sobre la calidad psicométrica del
instrumento.

Esta limitacion metodologica destaca la necesidad de triangular los procedimientos de
validacion mediante técnicas complementarias, como analisis factorial exploratorio o indices
de acuerdo entre jueces, que permitan integrar la valoracién experta con evidencia empirica
adicional. Muiiiz (2010) enfatiza que la validez de contenido se fortalece cuando los juicios de
expertos se acompafan de resultados empiricos que respalden las decisiones sobre los items. A
su vez, Libedinsky (2024) plantea que las evaluaciones criteriales, ademas de garantizar rigor
técnico, deben promover la equidad y la mejora continua del aprendizaje, articulando la
perspectiva psicométrica con la pedagogica.

Cabe destacar que, aunque la validacion de contenido se centr6 en el juicio de expertos
disciplinares, la consistencia interna (Kuder-Richardson, mitades partidas y Ferguson) y la
calidad psicométrica del instrumento (indices de dificultad, discriminacion y correlacion
biserial) fueron verificadas mediante analisis estadisticos (KR-20, Spearman-Brown, Ferguson,
indices de dificultad, discriminacion y correlacion biserial). Estos resultados complementan la
revision cualitativa inicial y ofrecen evidencia empirica que respalda la fiabilidad del

instrumento en el contexto de este estudio.

3.5 Confiabilidad de la prueba criterial

Los analisis de confiabilidad son esenciales para medir la consistencia o estabilidad de
las mediciones cuando el proceso de medicion se repite en distintas ocasiones (Prieto; Delgado,
2010). Esta evaluacion determina la capacidad del instrumento para demostrar estabilidad en

sus resultados a lo largo del tiempo (Garcia; Vilanova, 2008). En este contexto, se han aplicado
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dos métodos principales para evaluar la confiabilidad: el coeficiente de Kuder-Richardson (KR-
20) y el método de mitades partidas.

El coeficiente de Kuder-Richardson (KR-20) es un método efectivo para obtener la
confiabilidad de un instrumento de medicion que se basa en datos obtenidos de una sola
aplicacion. Este método es particularmente util para items que se valoran de manera dicotémica
(correcto o incorrecto), considerando que cada item o reactivo puede tener un indice de
dificultad diferente. Este enfoque proporciona una medida robusta de la confiabilidad al evaluar
la consistencia interna del instrumento (Corral, 2009).

Por otro lado, el analisis de confiabilidad mediante el método de mitades partidas
implica dividir el instrumento en dos subpruebas, tipicamente separando los items en pares e
impares, y tratando cada subprueba como paralela. La confiabilidad de las dos mitades se evalua
mediante el coeficiente de consistencia interna, utilizando la férmula de Spearman-Brown para
ajustar la correlacion entre las mitades. Si el instrumento es confiable, se espera que las
puntuaciones de las dos mitades estén fuertemente correlacionadas, indicando una consistencia

en las mediciones a través de diferentes conjuntos de items (Reidl-Martinez, 2013).

4 Analisis y discusion de los resultados

Este capitulo presenta los resultados derivados de la aplicacion de una prueba criterial
de CD a estudiantes de ingenieria, con el propdsito de analizar como los tipos de contenido
(conceptual y procedimental) y los tipos de cambio entre representaciones (congruente e
incongruente) influyen en la dificultad de los reactivos. La organizacion del capitulo responde
a los lineamientos de la Teoria Clasica de los Tests (TCT) y se articula con los marcos tedricos
previamente presentados: la teoria de las representaciones semioéticas y la dualidad estructural-
operacional. En primer lugar, se reporta el andlisis psicométrico del instrumento;
posteriormente, se interpretan los resultados obtenidos a través de pruebas de hipdtesis y
analisis de varianza (ANOVA), con el fin de identificar patrones de desempeio relacionados

con las dimensiones tedricas del estudio.

4.1 Analisis de calidad del instrumento de medicion

La implementacion del instrumento de medicion tuvo lugar en las instalaciones de la

Facultad de Ingenieria Mexicali (FIM) de la Universidad Autonoma de Baja California

(UABC), durante la primera semana del ciclo lectivo 2024-1. Participaron 229 estudiantes de
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segundo semestre, quienes ya habian acreditado la asignatura de CD.

La confiabilidad del instrumento se estim6 mediante dos métodos de la Teoria Clasica
de los Tests: el coeficiente Kuder-Richardson (KR-20), que resulté en r =0.853, y el método de
mitades partidas con correccion de Spearman-Brown, con un valor de r = 0.849. Ambos
coeficientes superan el umbral minimo de 0.80 propuesto para estudios educativos (Mufioz;
Mato, 2008; Contreras; Backhoff, 2004), lo que sugiere una adecuada consistencia interna del
instrumento. Adicionalmente, la prueba delta de Ferguson arrojé un valor de 0.98, indicando
una distribucion eficiente de los puntajes.

Respecto a los indicadores psicométricos individuales, el indice de dificultad (ID)
promedio fue de 0.42 (£0.14), con un rango entre 0.13 y 0.79. El indice de discriminacion (IDC)
promedio fue de 0.45 (+0.08), y la correlacion biserial (rpbis) tuvo un promedio de 0.33 (£0.11).
Estos valores se alinean con los estandares recomendados por la literatura especializada en
construccion de instrumentos (Contreras; Backhoff, 2004).

Estos resultados respaldan el uso del instrumento para el andlisis posterior del
desempefio estudiantil segtin el tipo de contenido evaluado (conceptual o procedimental) y los
tipos de cambio entre representaciones (congruente o incongruente), en coherencia con los

objetivos tedricos y metodologicos del estudio.

4.2 Analisis de los resultados de la aplicacion del instrumento de medicion

El analisis de los estadisticos obtenidos a partir de la prueba de CD aplicada a 229
estudiantes de ingenieria proporciona una vision general del desempeiio estudiantil. En la Tabla
2 se presentan los principales resultados descriptivos.

La media de las calificaciones es 42.01, lo que indica el promedio de desempefio en la
prueba. Sin embargo, la mediana es 37.50, sugiriendo una distribucion ligeramente sesgada
hacia calificaciones mas bajas, ya que la mediana es menor que la media. La desviacion estandar
es de aproximadamente 15.66, lo que muestra una variabilidad moderada en las calificaciones
de los estudiantes. Esto sugiere que mientras algunos estudiantes se desempenian bien, otros

tienen dificultades significativas.
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Tabla 2 — Estadisticos de la aplicacion del instrumento de medicion

Numero de 229
estudiantes

Media 42.01
Mediana 37.50
Moda 37.50
Desviacion 15.66
estandar

Varianza 245.16
Asimetria 0.881
Curtosis 0.467
Rango 80.36
Minimo 8.93
Maximo 89.29
Cuartil 1 (25%) 31.25
Cuartil 2 (50%) 37.50
Cuartil 3 (75%) 50.00

Fuente: elaboracion propia (2025)

El coeficiente de asimetria es de 0.881, indicando una distribucion asimétrica con una
cola mas larga hacia las calificaciones mas altas. Esto es consistente con la observacion de que
la mediana es menor que la media, sefialando que un numero mas significativo de estudiantes
obtuvo calificaciones por debajo del promedio. La curtosis de 0.467 indica una distribucién
ligeramente leptocurtica, lo que sugiere que la distribucion de las calificaciones tiene colas mas
pesadas y un pico mas agudo que una distribucion normal, implicando una mayor concentracion
de calificaciones alrededor de la media y extremos mas extremos.

El rango considerable de 80.36 entre el minimo y el maximo sugiere que hay una
amplia dispersion en cémo los estudiantes respondieron a la prueba. Algunos estudiantes
lograron calificaciones cercanas a la perfeccion, mientras que otros lucharon
significativamente. Los percentiles muestran que el 25% de los estudiantes obtuvo 31.25 o
menos, y el 75% obtuvo 50 o menos. Esto refuerza la idea de que la mayoria de los estudiantes
se desempetian por debajo del promedio de 42.01.

Los resultados de la prueba de CD muestran un reto considerable para los estudiantes,
con una tendencia general hacia calificaciones mas bajas y una variabilidad significativa en el
desempefio.

El sesgo positivo y la curtosis mas alta que lo normal indican que mientras una minoria
de estudiantes domina bien el material, una proporcién mas considerable lucha o tiene un
desempefio inconsistente. Estos resultados podrian utilizarse para revisar y ajustar las
estrategias pedagdgicas, asegurandose de que abordan las necesidades de todos los estudiantes

y de que el contenido del curso se ensefia de manera efectiva.
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4.3 Pruebas de hipotesis sobre los cambios congruentes e incongruentes en las

representaciones de los reactivos

Con el objetivo de determinar si existe una diferencia significativa en la dificultad de
los reactivos segun el tipo de cambio entre registros de representacion — congruente o
incongruente —, se planteo la siguiente hipotesis:

Hipotesis nula (Ho): No existen diferencias significativas en la dificultad de los
reactivos entre los cambios congruentes e incongruentes.

Hipotesis alternativa (Hi): Existen diferencias significativas en la dificultad de los
reactivos entre los cambios congruentes e incongruentes.

La prueba T (Tabla 3), ajustada por varianzas no iguales, muestra un valor t de 3.361
y una significancia bilateral de .002, lo que es menor que .05, indicando que rechazamos la
hipotesis nula. Esto significa que hay una diferencia estadisticamente significativa en los
indices de dificultad entre los reactivos con cambios congruentes e incongruentes, con los
reactivos congruentes.

Tabla 3 — Estadisticos de grupo Indice de dificultad contra congruencia

Congruencia Numero de Media Desviacion  Error
reactivos

Cambio congruente 43 0.4440  0.15193  0.02317

Cambio incongruente 13 0.3392  0.07511 0.02083

Fuente: elaboracion propia (2025)

Los resultados sugieren que los reactivos que involucran cambios congruentes, segun
la teoria de representaciones semidticas de Duval, presentan una dificultad menor que aquellos
con cambios incongruentes. Esto es coherente con Duval (2006), quien argumenta que los
cambios congruentes permiten una mayor coherencia en la transicion entre representaciones,
facilitando asi el proceso de aprendizaje y comprension por parte de los estudiantes. Por el
contrario, los cambios incongruentes pueden aumentar la carga cognitiva, complicando la
interpretacion y manipulacion de la informacion (Sweller, 1988).

Desde una perspectiva didactica, este resultado sugiere la necesidad de incluir en la
ensefianza del CD actividades que entrenen, especificamente, la conversion entre registros,
particularmente en situaciones incongruentes. El uso de tecnologias como GeoGebra puede
facilitar esta transicion al ofrecer visualizaciones dinamicas que permitan a los estudiantes
explorar el vinculo entre una grafica compleja y su expresion simbolica.

En conjunto, el analisis estadistico apoya la idea de que el tipo de representacion no es

neutral en el proceso de evaluacion ni en el aprendizaje, y debe ser cuidadosamente considerado
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al disefiar instrumentos didacticos o evaluativos.

4.4 Analisis ANOVA para contenido conceptual, procedimental y cambios congruentes e

incongruentes

Con el fin de explorar de forma mas detallada la interaccion entre el tipo de contenido
evaluado (conceptual o procedimental) y el tipo de cambio entre registros (congruente o
incongruente), se realizo un analisis de varianza (ANOVA).

Antes de aplicar los andlisis inferenciales, se verificaron los supuestos de normalidad
y homogeneidad de varianzas, cuyos resultados se mantuvieron dentro de los rangos aceptables
para estudios de tipo exploratorio. El uso del ANOVA se justifica por la necesidad de comparar
las medias de desempefio entre las combinaciones de contenido y tipo de cambio
representacional, en coherencia con los objetivos teoricos del estudio. Los 56 reactivos del
instrumento fueron clasificados en cuatro categorias:

1. Conceptual con cambio congruente

2. Conceptual con cambio incongruente

3. Procedimental con cambio congruente
4. Procedimental con cambio incongruente

El ANOVA revel6 diferencias estadisticamente significativas entre las medias de los
indices de dificultad de estos grupos (p = 0.048), lo que indica que al menos dos de las
combinaciones presentan diferencias reales en cuanto a la dificultad percibida por los
estudiantes. Con un intervalo de confianza para la media al 95% en la Tabla 4 se presentan los
descriptivos del analisis ANOVA.

Tabla 4 — Descriptivos del ANOVA entre los indices de dificultad,
el tipo de contenido y congruencia

Categoria  Numero Media  Desviacion Error Limite Limite Minimo  Maximo
de inferior  superior
reactivos
1 22 0.4200 0.147 0.031 0.3548 0.4852 0.13 0.76
2 6 0.2917 0.035 0.014 0.2545 0.3289 0.24 0.35
3 21 0.4690 0.156 0.034 0.3979 0.5402 0.23 0.79
4 7 0.3800 0.0776 0.029 0.3082 0.4518 0.29 0.52
Total 56 0.4196 0.1440 0.019 0.3810 0.4583 0.13 0.79

Fuente: elaboracion propia (2025)

La prueba post-hoc de Tukey (Tabla 5) mostrd que la diferencia significativa se
encuentra entre los reactivos conceptuales con cambio incongruente y los procedimentales con

cambio congruente (p = 0.037).
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Tabla 5 — Subconjuntos homogéneos obtenidos de la prueba post-hoc de Tukey
Subconjuntos para alfa=0.05

Categoria Ntimero de 1 2
reactivos
2 6 0.2917
4 7 0.3800 0.3800
1 22 0.4200 0.4200
3 21 0.4690

Fuente: elaboracion propia (2025)

Se muestran las medias para los grupos en los subconjuntos homogéneos. Usa el
tamafio muestral de la media armonica = 9.935. Los tamafios de los grupos no son iguales. Se
utiliza la media armoénica de los tamainos de los grupos. Los niveles de error tipo I no estan
garantizados.

Este resultado sugiere que los estudiantes experimentan mayores dificultades cuando
se enfrentan a tareas que demandan un razonamiento conceptual y, al mismo tiempo, implican
cambios incongruentes entre registros de representacion. Esta observacion es consistente con
la teoria de Duval (2006), que sostiene que los cambios incongruentes exigen una
reorganizacion mental compleja, y con la propuesta de Sfard (1991), que indica que los
enfoques conceptuales (estructurales) son mds demandantes cognitivamente que los
procedimentales (operacionales), especialmente cuando el estudiante no ha desarrollado atn
una comprension abstracta del objeto matematico.

Desde el punto de vista pedagdgico, este hallazgo senala que las mayores barreras de
aprendizaje se concentran en reactivos que combinan ambas dimensiones cognitivas elevadas:
interpretacion conceptual y conversion incongruente. En contextos como el CD, esto se refleja
en tareas como la interpretacion grafica de una funcion compleja y la derivacion de su forma
algebraica, situacion que requiere tanto la comprension del concepto como la transformacion
de la representacion.

Para poner en contexto las diferencias estadisticamente encontradas entre los grupos 2
y 3 se describen, a continuacidn, un reactivo de cada categoria.

El reactivo 49 (Figura 2) que pertenece al grupo 2 (conceptuales, cambio incongruente)
cuenta con un ID de 0.30 es principalmente conceptual porque requiere entender y aplicar el
concepto de derivadas en relacion con tasas de cambio relacionadas. Este problema ilustra una
aplicacion practica de las tasas de cambio relacionadas y como las tasas de cambio en una
variable (volumen) impactan otra variable (radio) en un contexto fisico real. Aunque la solucion
involucra célculos procedimentales, el entendimiento necesario para configurar y relacionar las

ecuaciones de tasa de cambio es fundamentalmente conceptual.
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Reactivo 49

Se bombea aire a un globo esférico a razdn de 4.5 pies clbicos por minuto. ; Cual es la razén de cambio
del radio del globo cuando el radio es 2 pies?

dr 9
A} —_ =
dt 3Im
dr 32w
B} —_— =
di 9
dr 9
C}_ = -
dt 16w
dr l6m
[}}_ = 2t
dt 9

Figura 2 — Reactivo 49 del instrumento de medicion
Fuente: elaboracion propia (2025)

En este reactivo 49, donde se debe calcular la tasa de cambio del radio de un globo que
se esta inflando a una tasa conocida de volumen, los cambios en la actividad de conversion
pueden considerarse incongruentes. Aunque el problema esta basado en aplicar la relacion entre
el volumen de una esfera y su radio, la transformacion de esta relacion en una tasa de cambio
del radio involucra el uso de CD, especificamente derivadas relacionadas. Determinar la tasa
de cambio del radio del globo a partir del cambio en el volumen requiere entender la formula
del volumen de la esfera y como los cambios en el volumen afectan al radio. Este proceso
involucra diferenciacion implicita y comprensién de como aplicar la regla de la cadena en un
contexto fisico real, la tarea requiere aplicar la diferenciacion relacionada para conectar la tasa
de cambio del volumen con la tasa de cambio del radio. Esto no es inmediatamente evidente a
partir de la expresion del volumen, y requiere una manipulacion algebraica y diferenciacion que
va mas alld de la simple manipulacion de formulas.

La conversion de una formula de volumen a una relacion entre las tasas de cambio de
volumen y radio implica una transformacion significativa en la representacion de la
informacion. Los estudiantes necesitan reinterpretar una relacion geométrica estatica (el
volumen de una esfera en términos de su radio) en términos dindmicos de como una variable
(el volumen) afecta a otra variable (el radio) a lo largo del tiempo. Por estas razones, los cambios
son incongruentes porque implican una transformacion conceptual y matemadtica significativa,
de un conocimiento geométrico estatico a una aplicacion dinamica de la diferenciacion para
resolver un problema de tasa de cambio en un contexto practico.

El reactivo 22 (Figura 3) forma parte del grupo 3 (procedimentales, cambio
congruente) y tiene un ID de 0.56, el registro inicial es considerado como algebraico y el
registro final numérico, este reactivo es principalmente procedimental. El estudiante necesita
calcular el valor de f(g(x=0)), el proceso requiere seguir una serie de pasos matematicos

especificos para encontrar el resultado, evaluar g(x=0) y luego sustituir el valor obtenido en la
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funcién f(x). Este reactivo es claramente procedimental y congruente, ya que se centra en la
aplicacion de un método matematico directo para resolver el problema. Aunque se basa en la
comprension conceptual de lo que son las funciones compuestas y como se evaliian, el énfasis

esta en seguir los pasos de calculo.

Reactivo 22

Dadas las siguientes funciones f(x) = x> + 4y glx) = 2x + 2. ;Cual es el valor de flg(x =017

A) 20
B) 8
C)4
D)0

Figura 3 — Reactivo 22 del instrumento de medicion
Fuente: elaboracion propia (2025)

Los resultados de la investigacion sugieren que los cambios incongruentes, que
requieren una reevaluacion y reorganizacion mas significativas de la informacion, tienden a ser
mas exigentes para los estudiantes debido a que tales cambios demandan una mayor carga
cognitiva y una reconfiguracion conceptual mas profunda (Ainsworth, 2006; Sweller, 1988)
como por ejemplo cuando los estudiantes deben reevaluar su comprension de la derivada no
s6lo como una pendiente de recta tangente, sino como una medida de como cambia la posicion
de un objeto en el tiempo, es decir, su velocidad instantanea. Estos cambios son particularmente
dificiles en reactivos conceptuales, que ya implican un nivel de abstraccion superior, y se
vuelven aun mas complejos cuando se combinan con cambios incongruentes. Por otro lado, la
ausencia de diferencias significativas en la percepcion de dificultad entre los otros grupos
podria reflejar la efectividad de las estrategias de instruccion o una homogeneidad en las
habilidades de los estudiantes respecto a esos tipos de contenido. Investigaciones anteriores han
encontrado que cuando los estudiantes estan igualmente preparados y las instrucciones son

efectivas, las variaciones en la dificultad de los reactivos tienden a ser menores (Hattie, 2009).

5 Discusion

Los hallazgos de este estudio se alinean con investigaciones internacionales que han
destacado la relevancia de las representaciones en el aprendizaje del calculo y otros dominios
matematicos (Duval, 2006; Sfard, 1991, 2008; Schoenfeld, 2016; Bigotte de Almeida;
Queiruga-Dios; Céceres, 2020; Ainsworth, 2006). De acuerdo con estos autores, los resultados
evidencian que las dificultades de los estudiantes no se limitan estrictamente a carencias

conceptuales, sino que estan estrechamente vinculadas con los desafios cognitivos que implica
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la conversion entre registros semioticos y la transicion entre los modos operacional y estructural
del razonamiento matematico. Esta integracion tedrica, aplicada empiricamente en el contexto
de la educacion en ingenieria, constituye un aporte innovador al campo, al vincular el tipo de
contenido y la congruencia representacional con los patrones de desempeio observados.
Asimismo, los resultados refuerzan la pertinencia de disefiar experiencias de aprendizaje que
promuevan la flexibilidad representacional y la comprension estructural, aspectos senalados en
la literatura reciente como determinantes para el aprendizaje profundo de las matematicas
universitarias.

De igual manera, Chang, Cromley y Tran (2016) destacan que la coordinacion entre
representaciones multiples constituye un proceso cognitivo central en el aprendizaje del calculo
y que las mayores dificultades surgen precisamente en las tareas que requieren conversiones no
directas entre representaciones simbolicas, graficas o verbales. Sus resultados muestran que los
estudiantes experimentan mayores obstaculos al pasar del lenguaje algebraico al grafico o del
texto al grafico, patrones que coinciden con los hallazgos del presente estudio, donde los items
con cambios incongruentes presentaron una mayor demanda cognitiva y niveles de dificultad
significativamente superiores. Asimismo, la distincion establecida por estos autores entre tareas
de percepcion (reconocimiento de correspondencias) y tareas de construccion (generacion de
una nueva representacion) permite profundizar la interpretacion de los resultados obtenidos.
Las conversiones congruentes pueden asociarse con tareas de percepcion, mientras que las
incongruentes se asemejan a tareas de construccion, al demandar la produccion de una nueva
representacion mental o simbdlica.

Por ejemplo, en el reactivo 29 del instrumento, donde se presenta la grafica de una
funcion con una discontinuidad vertical y se solicita determinar el valor del limite bilateral
precisamente en el lugar de la discontinuidad, solo tres de cada diez estudiantes respondieron
correctamente que el limite no existe, mientras que la mayoria eligié errobneamente la opcion
de infinito positivo. Este resultado evidencia una confusion conceptual frecuente: los
estudiantes asocian el crecimiento indefinido de la funcién con la existencia de un limite, sin
considerar que en el caso de un limite bilateral las tendencias opuestas desde la izquierda y la
derecha impiden su existencia. Desde el modelo de Boss¢, Adu-Gyamfi y Chandler (2014), esta
situacion refleja una conversion incongruente incompleta, ya que el estudiante interpreta la
informacion visual, pero no logra desempaquetar los elementos conceptuales relevantes —la
direccion del acercamiento y la dualidad de las aproximaciones numéricas laterales — para
construir una representacion analitica equivalente. En términos de Duval (2006), se trata de una

conversion no isomorfica, donde el registro grafico conserva la forma visual del
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comportamiento de la funcidn, pero se pierde parte de su significado matematico, generando
una pérdida semantica entre lo observado y lo conceptualizado.

Adu-Gyamfi, Bossé y Chandler (2017) amplian el anélisis al introducir la relacion entre
el conocimiento del dominio (Domain Knowledge, DK), el conocimiento del registro (Register
Knowledge, RK) y su integracion (Domain Register Knowledge, DRK). Este marco tripartito
explica las diferencias en el desempefio de los estudiantes frente a tareas de conversion
congruente e incongruente. Los autores encontraron que las conversiones incongruentes
requieren un nivel mas alto de coordinacion cognitiva entre el DK y el RK, caracteristica
asociada con un razonamiento semantico mediado. Desde esta perspectiva, las dificultades
detectadas en este estudio pueden interpretarse como indicios de un DRK incipiente: los
estudiantes con un dominio limitado del registro tienden a ejecutar transformaciones sintacticas
superficiales, mientras que quienes integran ambos conocimientos muestran una comprension
estructural mas profunda, en consonancia con la dualidad estructural-operacional propuesta por
Stard (1991).

Mas recientemente, Adu-Gyamfi, Bossé¢ y Lynch-Davis (2019) consolidaron una
tipologia de tres tipos de traducciones representacionales — unidireccional, bidireccional e
iterativa — que permite distinguir niveles crecientes de complejidad cognitiva. Las
traducciones iterativas, que implican la coordinacion reciproca y sostenida entre dos registros,
presentan las mayores demandas cognitivas, situacion comparable a la de los cambios
incongruentes identificados en este estudio. De acuerdo con estos autores, la dificultad de una
tarea representacional depende no solo del numero de registros involucrados, sino también de
la reversibilidad y de los heuristicos necesarios para mantener la equivalencia semantica entre
ellos. Este planteamiento refuerza la interpretacion de que las incongruencias
representacionales conllevan mayores exigencias cognitivas y conceptuales, y sustenta la
necesidad de disefiar secuencias instruccionales que progresen desde traducciones
unidireccionales hacia iterativas, promoviendo la flexibilidad representacional y la

comprension estructural del célculo.

6 Conclusiones

Este estudio permitio identificar y analizar las dificultades que enfrentan los
estudiantes de ingenieria en el aprendizaje del CD, integrando la teoria de las representaciones
semidticas y la dualidad estructural-operacional como marcos tedricos complementarios. A

través de un instrumento criterial validado y confiable, se examin6 como los tipos de contenido
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y los cambios entre registros de representacion influyen en la dificultad de los reactivos.

Los andlisis estadisticos revelaron que los reactivos con cambios incongruentes y
contenido conceptual presentan mayor dificultad, lo cual sugiere que estas caracteristicas
generan una mayor demanda cognitiva. Este resultado concuerda con lo planteado por Duval
(2006) y Sfard (1991), al evidenciar que la conversion entre registros en situaciones
incongruentes y el razonamiento estructural requieren niveles mas altos de abstraccion y
reorganizacion conceptual.

Asimismo, se confirmé que el tipo de representacion no es un factor neutro en el
aprendizaje matematico: su congruencia o incongruencia influye significativamente en el
desempeiio. Este hallazgo tiene implicaciones directas para el disefio de instrumentos didacticos
y evaluativos, que deben considerar cuidadosamente las formas de representacion y su impacto
en la comprension de los estudiantes.

Desde el punto de vista metodologico, el instrumento desarrollado demostr6 altos
niveles de confiabilidad y validez, con indices que superan los estdndares aceptados en la
literatura. Esto respalda su uso como herramienta diagnostica para detectar patrones de
dificultad en estudiantes de ingenieria.

En términos pedagodgicos, los resultados respaldan la necesidad de implementar
estrategias didacticas activas que favorezcan la conversion entre registros y el transito entre las
dimensiones estructural y operacional del conocimiento matematico. Herramientas como
GeoGebra, asi como metodologias como el Aprendizaje Basado en Proyectos (ABP), pueden
contribuir a este objetivo.

Finalmente, se recomienda extender esta linea de investigacion a otras areas del
curriculo de matematicas en ingenieria, e investigar la eficacia de intervenciones especificas
dirigidas a mejorar la flexibilidad representacional y el razonamiento estructural. Asimismo,
futuras investigaciones podrian fortalecer la validacion de instrumentos mediante la inclusion

de perfiles psicométricos y metodoldgicos diversos.
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