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Resumen

El objetivo de esta investigacion es generar descriptores del desarrollo de la competencia docente mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los alumnos en estudiantes para maestro (EPM), en el contexto
de la generalizacién de patrones. Para ello, se pidi6 a futuros maestros que describieran las respuestas de tres
alumnos de Primaria a un problema de generalizacion de patrones, que interpretaran la comprension de los
alumnos y que propusieran acciones para mejorar 0 ampliar el proceso de ensefianza-aprendizaje. A partir de las
destrezas que conceptualizan la mirada profesional (identificar, interpretar y decidir) se generaron descriptores
de cuatro niveles de desarrollo: (1) EPM que no identifican los elementos matematicos relevantes en el proceso
de generalizacion de patrones, (2) EPM que identifican los elementos matematicos, pero no los usan para
interpretar la comprension de los alumnos, (3) EPM que identifican los elementos y los usan para interpretar la
comprension de los alumnos y (4) EPM que identifican los elementos, los usan para interpretar la comprension
de los alumnos y proponer acciones adecuadas para el progreso del aprendizaje de los alumnos de Primaria. Los
niveles establecidos y sus descriptores pueden ser el punto de partida para establecer una futura trayectoria de
aprendizaje de la mirada profesional y ofrecer informacion a los formadores para interpretar el progreso de los
EPM en el desarrollo de la competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los alumnos en el
contexto de la generalizacion de patrones.

Palabras clave: Mirada profesional. Generalizacién de patrones. Descriptores del desarrollo. Préctica docente.
Resolucién de problemas.

Abstract

The objective of this research is to generate descriptors of the development of the competence of professional
looking into children’s mathematical thinking for prospective teachers (PPT) in the context of pattern
generalization. To this end, future teachers were asked to describe the answers of Elementary education students
to one problem of the pattern generalization, interpret the students’ understanding and propose actions to
improve or enlarge the teaching-learning process. From the skills that conceptualize the professional look
(identifying, interpreting, and deciding) descriptors of four development levels were generated: (1) PPT that does
not identify the relevant mathematical elements in the process of pattern generalization, (2) PPT that identifies
the mathematical elements, but does not use these elements to interpret the students understanding, (3) PPT that
identifies the elements and uses these elements to interpret the students' understanding and (4) PPT that identifies
the elements, uses them to interpret the students' understanding and proposes appropriate actions for the
Elementary education students’ learning progress. The generated descriptors and the determined levels can be
the starting point in establishing a future learning trajectory of the professional look and offering information to
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the trainers to interpret the PPT progress in the development of the professional look competence of children’s
mathematical thinking in the context of pattern generalization.

Keywords: Professional look. Pattern generalization. Descriptors of development. Docent practice. Problem
resolution.

1 Problematica de la investigacion

La competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
alumnos es una linea de investigacion con gran relevancia dentro del desarrollo profesional
del profesor de matematicas (SHERIN; JACOBS; PHILIPP, 2011; BARNHART; VAN ES,
2015). Una manera de conceptualizar la mirada profesional es a partir del estudio de las tres
destrezas descritas por Jacobs, Lamb y Philipp (2010): (1) identificar los aspectos relevantes,
(2) interpretar la comprension de los alumnos y (3) tomar decisiones de accion.

Para describir el desarrollo de la mirada profesional, algunas investigaciones han
codificado las respuestas de los participantes segun niveles de evidencias. En unos casos, la
descripcion de estos niveles ha sido vaga y poco operativa, con indicadores genéricos y
ambiguos (JACOBS; LAMB; PHILIPP, 2010; BARTELL et al., 2013).

En otros casos, la descripcion de los niveles ha sido méas operativa y se ha basado en la
identificacion de los elementos matematicos relevantes en las respuestas de los estudiantes y
su uso para interpretar la comprension (FERNANDEZ; VALLS; LIINARES, 2011;
SANCHEZ-MATAMOROS; FERNANDEZ; LLINARES, 2014) o en las etapas de una
trayectoria de aprendizaje sobre un contenido concreto (SCHACK et al., 2013; WILSON;
MOJICA; CONFREY, 2013). En el Cuadro 1 se resumen algunas de las investigaciones

revisadas.
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Referencias Criterio Participantes|Soporte Dominio Destrezas
Estrategias con .
- o .. |Problemas de Identificar
Jacobs, Lamb y Philipp d!stlntos EPMy Regpuestas escritas estructuras aditivalinterpretar y
(2010) niveles de maestros y videos A L
- y multiplicativa |decidir
elaboracion
Bartell, Webel, Bowen y |Correccion Respuestas . NUmeros Identificar e
EPM escritas, entrevistas| _ . .
Dyson (2013) respuestas . racionales interpretar
y videos
Fernandez, Valls y Perfiles de .. |Problemas _Identlflcar,
. EPM Respuestas escritas . interpretar y
Llinares (2011) desarrollo proporcionales L
decidir
Sanchez-Matamoros, Niveles teoria Respuestas escritas
Fernandez y Llinares EPP pues Derivada Interpretar
APOS y entrevistas
(2014)
Schack, Fisher, Thomas, . . Identificar,
Eisenhardt, Tassell y ;’Irzexel_ctorla EPM Videos ;r:it{r?]%l:i(:cc;on ala interpretar y
Yoder (2013) decidir
Wilson, Mojica y Confrey|Trayectoria Respuestas . Equivalencia de Describir,
Maestros escritas, entrevistas - comparar e
(2013) EPLT . fracciones S
y videos inferir

Cuadro 1 — Ejemplos de investigaciones para caracterizar la mirada profesional
Fuente: Elaboracion propia

Jacobs, Lamb y Philipp (2010) caracterizaron cada una de las tres destrezas mediante
tres categorias, basadas en las evidencias que mostraban maestros y estudiantes para maestro
(EPM) al analizar las respuestas de alumnos a problemas aditivos y multiplicativos:
evidencias solidas, algunas evidencias y sin evidencias. Consideraron evidencias de la
destreza identificar aspectos matematicos como la forma en la que los alumnos contaban,
utilizaban dibujos o descomponian nudmeros; consideraron evidencias de la destreza
interpretar si daban detalles de las estrategias y si explicaban como esos detalles reflejan el
pensamiento de los alumnos; y consideraron evidencias de la destreza decidir si los
participantes, a la hora de proponer acciones, tenian en cuenta, de forma explicita, las
estrategias utilizadas por los alumnos y, en algunos casos, si se anticipaban a una posible
estrategia futura.

Bartell et al. (2013) caracterizaron, de forma conjunta, las destrezas identificacion e
interpretacion en EPM; para ello, analizaron si reconocian evidencias de la comprension de
los alumnos en las estrategias utilizadas en tareas con numeros racionales. Clasificaron las
respuestas de los participantes en cuatro niveles de evidencia: buena evidencia, alguna
evidencia, sin evidencia y evidencia erronea. Entendieron como buena evidencia si los
participantes utilizaban conceptos adecuados y sus conclusiones eran correctas; como alguna

evidencia si utilizaban conceptos adecuados pero llegaban a conclusiones erréneas; sin
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evidencias si se limitaban a hacer comentarios genéricos o simples descripciones; como
evidencias erréneas, si demostraban una mala comprension de los conceptos matematicos.

Las investigaciones que basaron su estudio en los elementos matematicos
significativos de topicos concretos se centraron en si los participantes hacian referencias a los
elementos matematicos y si se apoyaban en estos elementos para interpretar la comprension
de los alumnos.

Fernandez, Valls y Llinares (2011) analizaron las descripciones que hacian EPM sobre
respuestas de alumnos de Primaria a problemas de razonamiento proporcional. Prestaron
atencion a si mencionaban los elementos matematicos relevantes en los problemas propuestos
y si en sus argumentaciones los relacionaban o no con la correccion de las respuestas. De esta
forma, caracterizaron el desarrollo de la competencia docente mirar profesionalmente en
cuatro niveles: en el nivel 1 los EPM no discriminan entre problemas proporcionales y no
proporcionales; en el nivel 2 discriminan los problemas, pero no justifican las diferencias; en
el 3 discriminan los problemas y justifican las diferencias, pero no identifican perfiles en los
alumnos; en el nivel 4 discriminan problemas, justifican diferencias e identifican perfiles.

Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares (2014), en el contexto de la derivada,
establecieron descriptores del desarrollo de la mirada profesional en funcion de los elementos
matematicos significativos que identificaban y de los niveles de comprension exhibidos en
términos de la triada (intra, inter y trans) de la Teoria APOE (DUBINSKY, 1991). Propusieron
tres perfiles en las destrezas identificacion e interpretacion, dependiendo si identificaban e
interpretaban todos los elementos, algun elemento o ningln elemento y en la destreza decidir
establecieron cinco niveles segun el tipo de acciones que proponian.

Otras investigaciones han generado descriptores del desarrollo de la mirada
profesional, teniendo en cuenta trayectorias de aprendizaje. Para Simon (1995) y Clements y
Sarama (2004) las trayectorias de aprendizaje permiten diagnosticar la comprension de los
estudiantes y describir el progreso en términos de crecimiento a través de niveles,
proporcionan un feedback para los maestros y mejoran la ensefianza y el aprendizaje de los
estudiantes. Estas investigaciones se han apoyado en las caracteristicas matematicas propias
de cada nivel de la trayectoria y en los saltos cognitivos necesarios para pasar de un nivel a
otro.

Schack et al. (2013) se apoyaron en la trayectoria de aprendizaje SEAL (Stages of
Early Arithmetic Learning) que propuso Steffe (1992) sobre el conteo y la secuencia
numérica. Codificaron la destreza identificar en cuatro categorias segun el grado de evidencia:

elaborado, destacado, limitado e inexacto; codificaron la destreza interpretar en tres categorias
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segln las evidencias de las etapas de la trayectoria: inferior, intermedio y superior; por ultimo,
codificaron la destreza decidir en otras tres categorias segun la carga cognitiva que requerian
las acciones: baja, media y alta.

Wilson, Mojica y Confrey (2013) utilizaron los estadios de la trayectoria de
aprendizaje EPLT (Equi Partitioning Learning Trajectory) sobre la equivalencia de fracciones
para describir los niveles de las destrezas de la mirada profesional de maestros. Estudiaron si
los maestros relacionaban su analisis de las respuestas de alumnos resolviendo problemas de
reparto con los distintos estadios de la trayectoria EPLT. Comprobaron que los maestros
pueden construir modelos de pensamiento de los alumnos a partir de los procesos de describir,
comparar e inferir,

Estas investigaciones sobre la competencia docente mirar profesionalmente el
pensamiento matematico de los alumnos se han focalizado en diferentes dominios
matematicos especificos. EI dominio elegido para esta investigacion ha sido la generalizacion
de patrones, debido a su importancia para introducir el pensamiento algebraico desde los
primeros afos de escolarizacion (RADFORD, 2008). A pesar de esta importancia, pocas
investigaciones sobre la mirada profesional se han centrado en la generalizacion de patrones
(MOUHAYAR; JURDAK, 2012; MAGIERA; VAN DEN KIOBOOM; MOYER, 2013;
ZAPATERA, 2015b; CALLEJO; ZAPATERA, 2017).

Mouhayar y Jurdak (2012) centraron su investigacion en la capacidad de profesores de
Secundaria para identificar, describir y explicar las acciones de alumnos resolviendo
problemas de generalizacion de patrones a partir de las estrategias utilizadas. Magiera, van
den Kieboom y Moyer (2013) utilizaron algunos problemas de generalizacion de patrones
para estudiar cbmo estudiantes para profesor reconocian e interpretaban las caracteristicas del
pensamiento algebraico de los alumnos. Zapatera (2015b) y Callejo y Zapatera (2017)
utilizaron problemas de generalizacion de patrones para establecer cinco perfiles de desarrollo
de la mirada profesional en EPM.

Esta investigacion complementa las investigaciones sobre la mirada profesional
porque, por una parte, estudia la competencia en el contexto de la generalizacion de patrones,
gue ha sido poco estudiado a pesar de su importancia para la introduccion del pensamiento
algebraico temprano, y, por otra parte, enfatiza las dimensiones matematica, cognitiva y
didactica, al analizar como futuros maestros usan los elementos matematicos relevantes
identificados en el proceso de generalizacién para interpretar la comprension de los alumnos y
proponer acciones para mejorar su aprendizaje.

En este contexto, el objetivo de esta investigacion es generar descriptores del
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desarrollo de la competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los

alumnos de Primaria, en futuros maestros, en el marco de la generalizacién de patrones.

2 Marco teorico

2.1 La mirada profesional como competencia docente

Un objetivo de la investigacion en didactica de las matematicas es la formacion y
desarrollo del profesor de matematicas, y, en particular, el estudio del conocimiento y de las
destrezas que necesita para desarrollar su profesioén. De este interés han surgido modelos y
corrientes de investigacion como la competencia docente mirada profesional (profesional
noticing) (MASON, 2002; SHERIN; JACOBS; PHILIPP, 2011).

La mirada profesional, o profesional noticing, es una expresion que se usa para indicar
el acto de observar o reconocer sucesos relevantes de una situacion y actuar en funcion de
ellos. En este sentido, Mason (2002) considera que la mirada profesional es la capacidad de
los maestros para interpretar situaciones de ensefianza-aprendizaje y contempla dos aspectos
de la competencia: darse cuenta de (account of), que se centra en observar las situaciones,
evitando interpretaciones, juicios 0 evaluaciones y darse cuenta para (account for), que se
centra en interpretar y explicar lo que se observa para adoptar decisiones adecuadas.

Siguiendo esta linea, Van Es (2011) propone un marco sobre la mirada profesional,
diferenciando dos dimensiones: qué observan los maestros y cémo lo interpretan. La primera
dimension se refiere a las evidencias identificadas en las estrategias pedagogicas, en el
comportamiento y en el pensamiento matematico de los alumnos, y en la segunda dimension
se incluyen las impresiones, valoraciones e interpretaciones que realizan los maestros acerca
del pensamiento de los alumnos.

Jacobs, Lamb y Phillip (2010) centran la mirada profesional en el pensamiento
matematico de los estudiantes, y consideran que la mirada profesional implica identificar los
hechos relevantes e interpretarlos para dotarlos de significado y poder decidir acciones para
mejorar el proceso de enseflanza y aprendizaje. De esta manera, conceptualizan esta
competencia como el conjunto de tres destrezas: (1) identificar las estrategias que utilizan los
estudiantes, (2) interpretar la comprension de los estudiantes a partir de las estrategias
identificadas y (3) decidir como responder con base en la comprensién de los estudiantes.

La primera destreza implica la identificacion de los aspectos matematicos

significativos en las estrategias que usan los estudiantes al resolver una determinada tarea
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matematica; a veces estas estrategias son complejas y dificiles de identificar, pero sus detalles
son importantes porque proporcionan una ventana para mirar el pensamiento matematico de
los alumnos (CARPENTER; FRANKE; LEVI, 2003).

En la segunda destreza el maestro, para interpretar la comprension matematica de los
estudiantes, debe conectar los elementos matematicos significativos y las estrategias
identificadas en las respuestas de los alumnos con aspectos cognitivos. Algunas
investigaciones consideran gque tan importante como lo que se observa es la forma en la que se
interpreta lo observado (SHERIN; VAN ES, 2005; ZAPATERA, 2015a).

En la tercera destreza el maestro utiliza la interpretacion de la comprension de los
alumnos que ha realizado a partir de los elementos matematicos y las estrategias identificadas
en sus respuestas, para decidir las acciones y mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Van Es y Sherin (2002) subrayan este aspecto practico de la competencia mirada profesional
al sefialar que lo que se mira no puede ser separado del objetivo que se pretende.

Jacobs, Lamb y Philipp (2010) sostienen que las tres destrezas estan interrelacionadas
y anidadas, ya que, para tomar decisiones adecuadas, es necesario interpretar la comprension
de los estudiantes y esta interpretacion debe apoyarse en la identificacion de los elementos

matematicos significativos.

2.2 Generalizacion de patrones

Numerosos investigadores en Educacion Matematica han definido la generalizacion.
Por ejemplo, Pdlya (1954, p. 12) subraya la accion de extender e indica que generalizar es
“pasar de un objeto a una clase que contiene el objeto”; Harel y Tall (1991, p. 38) consideran
que generalizar es “aplicar un argumento dado en un contexto mas amplio”; y Dreyfus (1991,
p. 35) sefiala que generalizar es “derivar o inducir desde lo particular, identificando lo que es
comUn y extendiendo dominios de validez para incluir un conjunto mayor de casos”.

En el caso especifico de la generalizacion de patrones, es decir, en tareas en las que se
trata de identificar un patrén en una sucesion de la que se expresan graficamente los primeros
términos, Radford (2008) considera tres aspectos: (1) darse cuenta de una propiedad comun
de los términos de la secuencia, (2) extender la propiedad a todos los terminos de la secuencia
y (3) encontrar una regla para calcular cualquier término de la secuencia.

Investigadores que se han centrado en como resuelven los alumnos de Primaria tareas
de generalizacion de patrones (CARRAHER; MARTINEZ; SCHLIEMANN, 2008;
RADFORD, 2008; RIVERA, 2010; WARREN, 2005), han destacado el papel relevante de
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tres elementos matematicos: estructuras numérica y espacial, relacion funcional y relacion
funcional inversa.

Las estructuras numérica y espacial emergen, respectivamente, del nimero de
elementos de cada término o figura de la sucesion y de la distribucion de esos elementos
(RADFORD, 2014); la relacién funcional asocia el término de la sucesién con el nimero de
elementos que contiene (RADFORD, 2008; RIVERA, 2010; WARREN, 2005); y la funcion
inversa permite hallar el término de la sucesion a partir del numero de elementos (WARREN,
2005).

Del uso de estos elementos matematicos en la resolucion de problemas de
generalizacion de patrones se infieren los aspectos cognitivos, necesarios para que los
alumnos comprendan el proceso de generalizacidn: coordinacion entre estructuras espacial y
numérica, pensamiento funcional y reversibilidad (ZAPATERA; CALLEJO, 2018). El alumno
coordina ambas estructuras cuando identifica una regularidad que las relaciona; muestra su
pensamiento funcional cuando relaciona de forma numérica, verbal o algebraica, cualquier
término de la sucesion con el nimero de elementos que la forma; y domina la reversibilidad
cuando es capaz de reconocer la posicion en la secuencia de un determinado término a partir
del nimero de elementos de dicho término.

A partir de los elementos matematicos y los aspectos cognitivos se han identificado
tres estadios de la comprensién de la generalizacion de patrones en los alumnos de Primaria:
en el estadio 1, el alumno, aunque puede continuar la sucesion para términos cercanos, no
coordina las estructuras numeérica y espacial, lo que le impide calcular elementos de términos
lejanos; para pasar al estadio 2, el alumno debe coordinar las estructuras espacial y numérica,
lo que le permitira reconocer una relacion funcional y expresarla en una regla general para
hallar el nimero de elementos de cualquier término de la sucesion, pero no invierte el
proceso; para pasar al estadio 3, el alumno debe identificar la relacién inversa, lo que le
permitird invertir la relacion en casos especificos (CALLEJO; ZAPATERA, 2017) (Figura 1).

ESTADIO 1 ESTADIO 2 ESTADIO 3
4 \ Establece una / \

No coordina las
estructuras
numeérica y/o
espacial

No es capaz de
calcular términos
lejanos

—

Coordina las
estructuras
numérica y
espacial

relacion funcional
(regla general) para
hallar términos
lejanos

No es capaz de
invertir el proceso

—

Identifica la
relacion
funcional
inversa

Establece la
relacion funcional
inversa

—

Figura 1 — Estadios de comprension
Fuente: Zapatera (2018)
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Estos estadios establecen una progresion en el desarrollo del proceso de generalizacién
que se describe mediante los saltos cognitivos necesarios para pasar de un estadio a otro. Esta
progresion puede ayudar a detectar las dificultades con las que se encuentran los estudiantes v,
desde el punto de vista didactico, puede servir como punto de apoyo para mejorar el proceso
de ensefianza-aprendizaje de los alumnos.

Para generar los descriptores del desarrollo de la competencia mirar profesionalmente
el pensamiento matematico de los alumnos de Primaria, en futuros maestros, en el marco de la
generalizacion de patrones, se plantean tres preguntas de investigacion encadenadas: (1)
¢identifican los EPM los elementos matematicos en las respuestas de los alumnos de
Primaria?, (2) ¢utilizan los EPM los elementos matematicos identificados para interpretar los
aspectos cognitivos de la comprensiéon del pensamiento matematico de los alumnos? y (3)
¢los aspectos cognitivos ayudan a los EPM a proponer acciones didacticas para mejorar o

ampliar el proceso ensefianza-aprendizaje de los alumnos de Primaria?

3 Método

3.1 Participantes y contexto

En esta investigacién participaron veinte estudiantes para maestro (EPM) que cursaban
la asignatura Aprendizaje y didactica de las matematicas del tercer curso del Grado en
Maestro en Educacion Primaria, cuyo programa de formacion abarca cuatro cursos.

La asignatura incluia la realizacion de un experimento de ensefianza de siete sesiones
cuyo objetivo era desarrollar la competencia mirar profesionalmente el pensamiento
matematico de los alumnos en el contexto de la generalizacion de patrones. En el experimento
resolvieron problemas de generalizacién de patrones, estudiando diferentes estrategias de
resolucion (estrategias aditivas, funcionales y de proporcionalidad) y se les proporcion6
informacion sobre las destrezas de la mirada profesional en el contexto de la generalizacion
de patrones.

Esta informacién se centrd, principalmente, en que los EPM reconocieran los
elementos matematicos significativos (estructuras espacial y numérica, relacion funcional y
relacion funcional inversa) vinculados a los tres aspectos cognitivos (coordinacion de
estructuras, pensamiento funcional y reversibilidad del pensamiento funcional) que permiten

establecer los tres estadios de comprension de los alumnos de Primaria.
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3.2 Instrumentos de recogida de datos

Los EPM analizaron las respuestas de tres alumnos de Educacion Primaria a un
problema de generalizacion de patrones (Figura 2) adaptado de Carraher, Martinez y
Schliemann (2008). El problema presenta una situacion cuyo enunciado proporciona los
primeros términos de una sucesion formada por mesas y sillas en la que se pide a los alumnos
(1) continuar la sucesion y calcular el namero de sillas para un nimero pequefio de mesas
(generalizacion cercana), (2) calcular el nimero de sillas para un nidmero grande de mesas
(generalizacion lejana), (3) explicar la regla general que relacione las dos variables, es decir,
sillas y mesas y (4) calcular el nimero de mesas para un determinado numero de sillas

(proceso inverso)

mesas y sillas
M\ JAWAY [ASAYAY
[P TIP <[IIP
\ ) Vv NS

1 mesa 2mesas 3mesas
4 sillas 6 sillas 8sillas

Como puedes ver alrededor de una mesa hemos
colocado 4 sillas, alrededor de dos mesas 6 sillas y
alrededor de 3 mesas 8 sillas.

Observa las siguientes figuras que representan | 1. Continda la sucesién y dibuja 4 mesas y sus

correspondientes sillas. ¢ Cuéntas sillas hay?

Sin dibujar la figura que tiene 25 mesas, ¢podrias
decir cuéntas sillas hay? Explica como has
encontrado el resultado

Explica con tus palabras una regla que relacione el
namero de mesas y el nimero de sillas.

Si en un cumpleafios se ha invitado a 42 nifios,
(cuantas mesas necesitaremos juntar en fila? Explica
cdmo has encontrado el resultado.

Figura 2 — Problema de generalizacion de patrones
Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 3 se recogen las respuestas de tres alumnos de Educacion Primaria al
problema de generalizacion de patrones. Estas respuestas fueron seleccionadas entre las
respuestas de alumnos de 3°, 4° 5° y 6° de Educacion Primaria que participaron en una
investigacion previa sobre la generalizacién de patrones (CALLEJO; ZAPATERA, 2017).
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Figura 3 — Respuestas de alumnos de Primaria al problema de generalizacion de patrones
Fuente: Elaboracion propia

El alumno A pertenece al primer estadio, ya que no es capaz de coordinar las
estructuras espacial y numérica, lo que provoca que defina una relacion funcional errénea que
le impide resolver correctamente el resto de apartados; el alumno B pertenece al estadio 2, ya
que coordina las estructuras espacial y numérica, lo que le permite establecer una relacion
funcional de forma verbal para hallar los elementos de términos lejanos, pero no es capaz de
invertir el proceso, es decir, no calcula el nimero de mesas dado el nimero de sillas; el
alumno C esta en el ultimo estadio de comprension, puesto que coordina las estructuras,
establece una relacion funcional y, ademas, es capaz de invertir la relacion funcional.

Para analizar las respuestas de los tres alumnos de Primaria, los EPM contestaron un
cuestionario con tres tareas relacionadas con las tres destrezas de Jacobs, Lamb y Philipp
(2010) (Cuadro 2).
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1. Identifica en las respuestas de cada alumno los aspectos del proceso de generalizacion de patrones que
consideres mas interesantes

2. Interpreta la comprension del proceso de generalizacion de patrones de cada alumno a partir de los
aspectos identificados

3. Propoén acciones para mejorar o ampliar la comprension del proceso de generalizacion de patrones de
cada alumno a partir de las interpretaciones realizadas

Cuadro 2 — Tareas del cuestionario 2
Fuente: Elaboracion propia

El objetivo de la primera tarea era ver en qué medida los EPM identifican los
elementos matematicos significativos usados por los alumnos de Primaria; con la segunda
tarea se pretendia determinar en qué medida los EPM interpretan las caracteristicas de la
comprension del proceso de generalizacion de cada uno de los alumnos de Primaria a partir de
los aspectos cognitivos y estadios de comprension vinculados a los elementos matematicos
identificados; con la tercera tarea se buscaba determinar qué decisiones de accion toman los
EPM en funcion de las interpretaciones realizadas para mejorar o ampliar el proceso de
ensefianza-aprendizaje de los alumnos.

Con estas tres cuestiones, relacionadas directamente con las tres destrezas que
conceptualizan la mirada profesional, se pretendia abarcar, también, tres dimensiones de la
ensefianza de las matematicas: la dimension epistemoldgica o matematica, asociada a las
caracteristicas del saber matematico; la dimension cognitiva, asociada a las caracteristicas
cognitivas del alumno; y la dimension didactica, asociada a las caracteristicas del sistema de
ensefianza (ARTIGUE, 1995).

La primera cuestion abarca la dimensién matematica asociada a las caracteristicas del
saber matematico porque, para identificar los elementos matematicos significativos, el
maestro debe tener un suficiente conocimiento matematico de la generalizacion de patrones;
la segunda cuestion abarca la dimension cognitiva asociada a las caracteriaticas cognitivas de
los alumnos porque, para interpretar la comprension de los alumnos, el maestro debe conocer
los aspectos cognitivos y estadios de comprensiéon de la generalizacion de patrones; y la
tercera cuestion abarca la dimension didéctica asociada a las caracteristicas del sistema de
enesefianza porque, para decidir acciones adecuadas, el maestro debe conocer las tareas
matematicas que ayuden al avance conceptual de los alumnos en el tépico de la
generalizacion de patrones (SANCHEZ-MATAMOROS et al., 2013; ZAPATERA;
CALLEJO, 2013; CALLEJO; ZAPATERA, 2017).

3.3 Analisis de datos

El analisis de datos se realizd desde la perspectiva de la Teoria Fundamentada,
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utilizando el método de la comparacion constante de Strauss y Corbin (1994). Para asegurar la
validez y fiabilidad del andlisis, tres investigadores analizaron una pequefia muestra,
discutieron las codificaciones y acordaron las relaciones entre las evidencias y las
codificaciones. Despues, por un proceso inductivo de saturacion y refinamiento de los
codigos, se identificaron diferentes grupos de EPM segln su nivel de desarrollo de la
competencia docente y a partir de estos grupos se generaron descriptores del desarrollo de la
mirada profesional.

Los datos se analizaron desde las tres dimensiones: matematica, cognitiva y didactica.
Desde la dimension matematica se tuvo en cuenta si los EPM identificaban, de forma explicita
o implicita, los elementos matematicos relevantes de la generalizacion de patrones
(estructuras espacial y numérica, relacién funcional y relacion funcional inversa) cuando
describian las respuestas de los alumnos. Por ejemplo, el EPM-3, en la primera tarea
profesional, identificé las estructuras espacial y numérica al observar que:

Este alumno no respeta la distribucion espacial porque no dibuja igual que el ejemplo y
ademas dibuja mas sillas de las que le pide el ejercicio (EPM-3, 2017).

Desde la dimension cognitiva se tuvo en cuenta si los EPM utilizaban los tres aspectos
cognitivos de la comprension de la generalizacion (coordinacion entre las estructuras espacial
y numérica, pensamiento funcional y reversibilidad del pensamiento funcional) y los estadios
de comprension asociados a ellos para interpretar la comprension de los alumnos. Por
ejemplo, el EPM-19 para interpretar la comprension del alumno del estadio 1 utilizé la
coordinacion de estructuras y el pensamiento funcional del alumno al afirmar que:

Este alumno no respeta la estructura espacial ni la numérica ya que dibuja las mesas
separadas y debido a ello no coordina la espacial con la numérica, lo que le impide
relacionar correctamente las mesas con las sillas (EPM-19, 2017).

Desde la dimension didactica se considerd si las acciones que proponian los EPM
hacian o no referencia a los elementos matematicos y a los aspectos cognitivos relevantes para
superar las dificultades de los alumnos Ay B o para ampliar los conocimientos del alumno C.
Por ejemplo, el EPM-11 tuvo en cuenta la necesidad de coordinar las estructuras espacial y
numérica al interpretar el pensamiento del alumno del estadio 1 cuando expreso que:

Como tiene dificultades en la representacion y recuento de mesas y sillas, propondria hacer
ejercicios manipulativos de seriaciones en los que tenga que mantener el esquema espacial de
los primeros términos de la secuencia y con este tipo de ejercicios el alumno mejoraria la
coordinacion entre la distribucion numérica y los elementos de cada figura (EPM-11, 2017).

El analisis realizado permitio identificar y caracterizar cuatro niveles de desarrollo de

la mirada profesional en los EPM en el contexto de la generalizacion de patrones (Cuadro 3).
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Nivel Caracterizacion

Nivel 0 EPM que no identifican elementos matematicos

Nivel 1 EPM que identifican elementos matematicos, pero no los usan para interpretar la comprension
de los alumnos

Nivel 2 EPM que identifican elementos matematicos y los usan para interpretar la comprension de los
alumnos, pero no proponen acciones adecuadas para mejorar o ampliar el proceso

Nivel 3 EPM que identifican elementos matematicos, los usan para interpretar la comprensiéon de los
alumnos y proponen acciones adecuadas para mejorar o ampliar el proceso

Cuadro 3 — Caracterizacién de los niveles
Fuente: Elaboracion propia

4 Resultados

La asignacion de niveles de desarrollo de la mirada profesional en los EPM se realizo,

inicialmente, de forma individualizada para cada alumno y, después, se ponderaron los

resultados de cada EPM para asignarle un nivel general, de forma que el nivel asignado fue el

obtenido por cada EPM en al menos dos alumnos (Figura 4).

Nivel 3

Nivel 2

Nivel 1 -

Alumno
EPM

sl

ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC %BC
20 7 15 5 10 11 12 17 18 19
_ [ ] _

Figura 4 — Niveles de los EPM
Fuente: Elaboracion propia

Al ponderar los niveles obtenidos por cada EPM al analizar las respuestas de los tres

alumnos de Primaria, se observa que ningun EPM esta en el nivel 0, que tres EPM estan en el

nivel 1,

doce EPM en el nivel 2 y cinco EPM en el nivel 3:

El nivel 0 no ha sido asignado a ningn EPM porque todos han identificado, implicita
0 explicitamente, algin elemento matematico relevante en los tres alumnos.

Los tres EPM del nivel 1 han identificado algun elemento matematico en los tres
alumnos, pero uno no los ha usado para interpretar la comprension de ninguno de ellos
y los otros dos solo los han usado para interpretar la comprension del alumno A, del
estadio 1.

De los doce EPM del nivel 2, dos han usado los elementos para interpretar la
comprension de los alumnos Ay B y los otros diez EPM los han usado para interpretar

a los tres alumnos; tres EPM, ademas de identificar elementos e interpretar la
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comprension de los tres alumnos, han propuesto acciones concretas para algun

alumno.

o De los cinco EPM del nivel 3, tres no han propuesto acciones concretas para el alumno
C, mientras que los otros dos EPM si fueron capaces de proponer acciones concretas
para los tres alumnos.

A los EPM les ha resultado facil identificar los elementos matematicos relevantes,
pero no les ha resultado tan facil usarlos para interpretar la comprension de los alumnos, y les
ha resultado ain maés dificil proponer acciones para mejorar el rendimiento: todos los EPM
han identificado los elementos matematicos de los tres alumnos; quince EPM han utilizado
los elementos matematicos para interpretar la comprension de los tres alumnos; y solo dos
EPM han propuesto acciones adecuadas para mejorar o ampliar el conocimiento de los tres
alumnos.

Aunque todos los EPM han identificado los elementos matematicos en las respuestas
de los tres alumnos, el alumno mejor analizado ha sido el alumno A, del primer estadio, y el
peor, el alumno C, del tercer estadio: diecinueve EPM han interpretado la comprension del
alumno A, diecisiete la del alumno B y quince la del alumno C; y siete EPM han propuesto
acciones adecuadas para el alumno A, cinco para el B y dos para el C.

A continuacion se comentan las caracteristicas y los resultados obtenidos por los EPM

de cada nivel y se muestran, a modo de ejemplo, las respuestas de algunos de ellos.

4.1 Nivel 1 - EPM que identifican elementos matematicos, pero no los usan para

interpretar la comprension de los alumnos

Los tres EPM de este nivel han identificado, implicita o explicitamente, el elemento
matematico de las estructuras espacial y numérica en el alumno A, al reconocer que no ha
dibujado correctamente las mesas; han identificado que el alumno B coordina las estructuras y
establece la relacion funcional, pero no invierte el proceso; en el alumno C han identificado
que coordina las estructuras, establece la relacion funcional e invierte el proceso.

Sin embargo, no han utilizado la identificacion de los elementos para interpretar la
comprension de los alumnos ni para proponer acciones adecuadas para mejorar el proceso: un
EPM no los ha utilizado en ninguno de los tres alumnos y los otros dos EPM solo los ha
utilizado para interpretar la comprension del alumno A.

El EPM-20 se encuentra en el nivel 1 en el anaisis del alumno A: ha reconocido

implicitamente la falta de coordinacion entre estructuras, pero no ha sido capaz de interpretar
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la comprension del alumno y ha propuesto una accién de tipo actitudinal, sin relacion con la

generalizacion de patrones (Cuadro 4).

Alumno EPM  Destreza Analisis

A 20 Identificacion  Ha dibujado mal las mesas porque las ha separado y no deberia
haberlo hecho.

Interpretacion  No ha sabido hacer bien el problema.

Decision No ha sabido hacer ningln apartado bien. Le ayudaria para que no se
desanimara y siguiera intentandolo.
B 1 Identificaciobn  Ha dibujado bien las mesas y las sillas y ha expresado correctamente la

regla, pero no ha sabido hacer lo contrario en la pregunta 4.
Interpretacion  Ha hecho todo el problema bien, menos la pregunta 4; no esta mal para

su edad.
Decisién Este alumno no entiende el enunciado, lo que puede ser debido a que no
lo ha leido bien, le recomendaria leer mas y que no se desanime.
C 8 Identificacion  Domina todos los elementos de la generalizacion: estructuras, regla y

proceso inverso.
Interpretacion  Ha resuelto bien todas las cuestiones, ha superado el tema.

Decisién Para que este nifio avance y amplie su conocimiento le propondria
ejercicios mas dificiles ya que estos ya los tiene bien asimilados.

Cuadro 4 — Ejemplos de analisis de EPM del nivel 1
Fuente: Elaboracion propia

El EPM-1, aungue ha identificado implicitamente los tres elementos en el alumno B,
no los ha usado ni para interpretar su comprension ni para proponer acciones adecuadas para
mejorar su rendimiento. En la interpretacién se limita a decir que no esta mal para su edad y
en la toma de decisiones le recomienda leer mas y que no se desanime (Cuadro 4).

El EPM-8 considera que el alumno C domina el proceso de generalizacion de patrones
y enumera los elementos matematicos significativos, pero no los usa para interpretar su
comprension, limitdndose a decir que ha resuelto bien todas las cuestiones y, aunque
reconoce la necesidad de ampliar sus conocimientos, no propone ninguna accion concreta

para ello (Cuadro 4).

4.2 Nivel 2 - EPM que identifican elementos matematicos y los usan para interpretar la
comprension de los alumnos, pero no proponen acciones adecuadas para mejorar o

ampliar el proceso

La mayoria de los EPM participantes se encuentran en el nivel 2 en los tres alumnos,
es decir, han identificado los elementos matematicos y los han utilizado para interpretar la
comprension de los tres alumnos, pero no han sido capaces de proponer acciones adecuadas
para mejorar el rendimiento y la progresion de los alumnos: solo dos de los doce EPM de este
nivel han propuesto acciones adecuadas para superar la dificultad del alumno Ay un tercero

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 65, p. 1464-1486, dez. 2019 1479



ISSN 1980-4415
BT DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n65a23

ha propuesto acciones para ampliar el conocimiento del alumno C.

El EPM-15 ha identificado el elemento de las estructuras espacial y numérica y lo ha
usado para interpretar la comprension del alumno A, al considerar que la falta de coordinacion
le impide progresar en la generalizacion de patrones, pero propone una accién poco
especifica, que prestara mas atencion y que mejorara su comprension lectora, para superar la
dificultad (Cuadro 5).

Alumno EPM Destreza Analisis

A 15 Identificacion  Este alumno no sigue bien la secuencia de figuras, es decir, no respeta
la distribucion espacial porque separa las mesas.
Interpretacion  No puede seguir la secuencia porque no coordina las estructuras
espacial y numérica, lo que le impide progresar en el tema.

Decisién A este alumno le diria que prestara mas atencion y que mejorara su
comprension lectora.
B 16 Identificaciobn  Ha resuelto correctamente el problema, menos el Gltimo apartado. Ha

hecho bien las estructuras y la regla la ha explicado muy bien.

Interpretacion  Esta en el estadio 2 porque coordina las estructuras y sabe hallar
relacion pero no sabe hacer el caso contrario.

Decisién Como el fallo de este alumno es que no entiende que en el Gltimo
apartado le piden lo contrario le pondria ejercicios en los que se
trabajar el proceso inverso.

C 10 Identificacion  Este alumno ha coordinado correctamente las estructuras, ha hallado la
relacion existente entre el nimero de mesas y de sillas y ha sabido
realizar el proceso inverso.

Interpretacion  Este alumno esta en el estadio 3 porque controla todos los apartados de
la generalizacion de patrones.

Decisién Este alumno lo entiende todo y responde bien a todos los apartados por
lo que le felicitaria y le animaria a que siguiera de esa manera.

Cuadro 5 — Ejemplos de analisis de EPM del nivel 2
Fuente: Elaboracion propia

El EPM-16 ha identificado los elementos y los ha utilizado para clasificar al alumno B
en el estadio 2, explicando las caracteristicas de este estadio, pero no ha propuesto ninguna
accion concreta para superar la dificultad del alumno; a pesar de ser consciente del fallo del
alumno que no entiende el Gltimo apartado, se limita a proponer ejercicios para trabajar el
proceso inverso (Cuadro 5).

El EPM-10 ha identificado los elementos matematicos y los ha interpretado para
asignar al alumno C el estadio 3, sin embargo no ha propuesto ninguna accion para ampliar su
conocimiento y se ha limitado a decir que le felicitaria y le animaria a que siguiera de esa

manera (Cuadro 5).

4.3 Nivel 3 - EPM que identifican elementos matematicos, los usan para interpretar la
comprension de los alumnos y proponen acciones adecuadas para mejorar o ampliar el

proceso
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Solo cinco EPM han alcanzado el nivel 3; la mayor dificultad de los EPM se localiza

al proponer acciones concretas para mejorar el rendimiento de los alumnos, es decir, superar
la falta de coordinacion de estructuras en el alumno A, la dificultad para invertir el proceso del
alumno By, especialmente, para ampliar los concimientos del alumno C.

El EPM-2 reconoce que el alumno A se encuentra en el estadio 1 de comprension
porque no domina la estructura espacial, lo que le impide resolver bien las demas cuestiones y
propone una accion concreta para que, manipulando materiales, pueda mejorar su
comprension de la generalizacion y ver mejor la coordinacion entre lo espacial y lo numérico
(Cuadro 6).

Alumno EPM  Destreza Analisis

A 2 Identificacion  Dibuja la sucesion de patrones de manera incorrecta porque dibuja las
mesas separadas por lo que tiene sillas de mas.

Interpretacion  Presenta un grado de comprensién bajo, situandolo en el estadio 1 ya
que al hacer la estructura espacial mal implica que el resto de
ejercicios lo resuelva mal.

Decisién Para que mejore su comprension y visualice mejor el problema
utilizaria materiales manipulativos o cercanos al nifio, como son las
mesas y sillas de clase /...] De esta manera veria mejor la coordinacion
entre lo espacial y lo numérico.

B 6 Identificaciobn  Casi todo bien: dibuja bien las figuras, escribe bien la regla, sumando
las sillas de todos los lados, pero después se lia al hacer el problema
contrario.

Interpretacion  Esta en el estadio 2 porque coordina estructuras, establece relacion
funcional, pero no domina el proceso inverso.

Decisién Para que entendiera que le piden lo contrario haria ejercicios en los
gue se pida una cosa y su inversa. Por ejemplo haria ejercicios de
sumas y a continuacién de resta, para que se diera cuenta que es lo
contrario, es decir, primero le plantearia la suma 8+3 y luego la resta
11-3. También le haria actividades de multiplicar y luego de dividir, por
ejemplo primero 4x3 y luego 12:3.

C 13 Identificacion  El alumno C dibuja las mesas y sillas siguiendo la secuencia, para
hallar las sillas multiplica por 2 las mesas y después suma las 2 de los
extremos y para hallar las mesas hace lo contrario, primero resta 2 y
después suma 2.

Interpretacion  El alumno establece la estructura espacial y numérica, llega a la
relacion funcional e invierte las operaciones, es decir, identifica la
relacion funcional, por lo que se encuentra en el estadio 3.

Decisién Para el alumno C, que hace bien todo el problema, propondria que
representara las mesas y las sillas con letras, por ejemplo my s, para
asi iniciarle en el lenguaje algebraico. La regla quedaria como s = 2m
+2.

Cuadro 6 — Ejemplos de analisis de EPM del nivel 2
Fuente: Elaboracion propia

El EPM-6 ha identificado los tres elementos matematicos y sus respectivos aspectos
cognitivos en el alumno By, ademas, ha sido capaz de proponer una accion concreta adecuada
para mejorar su rendimiento. Como la dificultad del alumno B radica en la reversibilidad del

proceso, propone trabajar numéricamente operaciones contrarias: suma-resta y multiplicacion-
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division (Cuadro 6).

El EPM-13, para analizar al alumno C, describe sus respuestas identificando las
estrategias usadas, utiliza los elementos matematicos para interpretar su comprension y
asignarle al estadio 3. Para ampliar su conocimiento propone iniciarle en el lenguaje

algebraico (Cuadro 5).

5 Consideraciones finales

El objetivo de esta investigacion era generar descriptores del desarrollo de la
competencia mirar profesionalmente el pensamiento matemético de los alumnos en
estudiantes para maestro, analizando respuestas de alumnos de Primaria a problemas de
generalizacion de patrones.

Los descriptores se han obtenido a partir del andlisis sucesivo de las tres destrezas de
Jacobs, Lamb y Philipp (2010): primero se observé si los EPM identificaban los elementos
matematicos en las respuestas de los alumnos de Primaria; después, si utilizaban los
elementos identificados para interpretar la comprension de los alumnos, y, por altimo, si
proponian acciones adecuadas para mejorar o ampliar el proceso a partir de las
interpretaciones realizadas.

En este andlisis se generaron cuatro niveles progresivos de desarrollo de la mirada

profesional en EPM:

o Nivel 0, si el EPM no identifica los elementos matematicos.

o Nivel 1, si identifica los elementos pero no los usa para interpretar la comprension de
los alumnos.

o Nivel 2, si identifica los elementos y los usa para interpretar la comprension de los
alumnos.

o Nivel 3, si ademas, a partir de las interpretaciones realizadas, propone acciones para

mejorar o ampliar el proceso.

Todos los EPM han identificado los elementos matematicos en las respuestas de los
tres alumnos de Primaria, la mayoria los ha utilizado para interpretar su comprension, pero
pocos han sido capaces de proponer acciones de mejora 0 ampliacion. Estos resultados se han
traducido cuantitativamente en la asignaciéon de niveles: ningin EPM ha sido asignado al
nivel O, tres han sido asignados al nivel 1, doce al nivel 2 y cinco al nivel 3.

Los resultados obtenidos han permitido confirmar el caracter progresivo de las tres
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destrezas de la mirada profesional: los EPM que han propuesto acciones adecuadas para algun
alumno, previamente habian interpretado su comprension y los EPM que habian interpretado
la comprension de algin alumno, previamente habian identificado elementos matematicos
significativos en sus respuestas.

Este caracter progresivo confirma las observaciones de Jacobs, Lamb y Philipp (2010)
que sostienen que las tres destrezas estan anidadas, que para decidir acciones basadas en el
pensamiento matematico de los alumnos es conveniente interpretar primero su comprension y
que estas interpretaciones se apoyan en la identificacion de los elementos matematicos
significativos en las respuestas de los estudiantes.

El que los veinte EPM participantes identificaran los elementos matematicos
significativos y no todos fueran capaces de utilizarlos para interpretar la comprension de los
alumnos de Educacion Primaria, es una evidencia empirica de los diferentes niveles de
complejidad cognitiva asociados a cada destreza (LLINARES, 2013) y confirma que
identificar los elementos matematicos significativos en la generalizacion de patrones tiene
menor demanda cognitiva para los EPM que interpretar el pensamiento de los alumnos, que
exige un conocimiento mas profundo de su pensamiento matematico; interpretar la
comprension de un alumno implica observar las dificultades y los aspectos significativos en
sus respuestas, por lo que la interpretacion depende de la identificacion de los elementos
matematicos significativos (FERNANDEZ; VALLS; LLINARES, 2011; JACOBS; LAMB;
PHILIPP, 2010; MOUHAYAR; JURDAK, 2012; CALLEJO; ZAPATERA, 2017).

Pocos EPM fueron capaces de proponer acciones adecuadas para mejorar o ampliar el
proceso de ensefianza-aprendizaje de los alumnos de Primaria, lo que muestra la dificultad de
los EPM para tomar decisiones que se apoyen en la comprension de los alumnos para mejorar
o ampliar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Este resultado coincide con los obtenidos por
Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares (2014), que sefialan que la toma de decisiones
presenta una mayor dificultad que identificar e interpretar la manera en la que los estudiantes
resuelven los problemas. Esta dificultad aumenta al proponer acciones para ampliar el
conocimiento del alumno C, que tiene superados los aspectos cognitivos del proceso de
generalizacion; esta dificultad puede atribuirse a un escaso conocimiento de los EPM sobre la
trayectoria de la generalizacion a lo largo de las diversas etapas educativas como sugiere
Zapatera (2018).

De esta manera, el caracter progresivo de las destrezas y de los niveles generados
puede servir de base para inferir una trayectoria de aprendizaje de la mirada profesional y

ofrecer informacion a los formadores para interpretar el progreso de los EPM en el desarrollo

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 65, p. 1464-1486, dez. 2019 1483



ISSN 1980-4415
BT DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n65a23

de la mirada profesional en el contexto de la generalizacion de patrones.

También se ha comprobado una vinculacion entre las destrezas de la mirada
profesional y las dimensiones de la ensefianza de las matematicas: la identificacion de
elementos matematicos puede vincularse con la dimension matematica, mientras que la
interpretacion de la comprension de los alumnos puede vincularse con la dimension cognitiva
y la propuesta de acciones de mejora y ampliacién con la dimension didactica, como apuntan
Sanchez-Matamoros et al. (2013), Zapatera y Callejo (2013) y Callejo y Zapatera (2017).

Los niveles establecidos y sus descriptores pueden ser el punto de partida para
establecer una futura trayectoria de aprendizaje de la mirada profesional en estudiantes para
maestro (EPM) y contribuir en el desarrollo de esta competencia profesional, proporcionando
referencias para elaborar mddulos de ensefianza y ofreciendo informacién a los formadores
para interpretar el progreso de los EPM en el desarrollo de la competencia mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los alumnos en el contexto de la

generalizacion de patrones.
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