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ABSTRACT

Considering the increasing demand on digital processing
techniques for power electronics and power systems appli-
cation, this paper deals with the use of a Recursive Discrete
Fourier Transform (RDFT) for phase angle, frequency and
magnitude identification of the grid fundamental voltages, ir-
respective to waveform distortions, frequency or amplitude
deviations. It will be discussed that if the fundamental fre-
quency of the measured voltages exactly matches the fre-
quency for which the DFT has been designed, an ordinary
RDFT algorithm is completely able to provide the necessary
information about phase, frequency and magnitude. Two ad-
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ditional algorithms have been proposed to ensure the correct
performance if the frequency departs from its nominal value:
one for phase correction and another for identification of the
fundamental component magnitude. Moreover, it is impor-
tant to point out that by means of the proposed algorithms,
the fundamental component can be identified in less than 2
cicles, independently of the input voltage signal. The analy-
sis of the RDFT has been performed by means of simulation
results. In order to evaluate the behavior of the RDFT in a
practical system, experimental results regarding to the syn-
chronization of a small generator and the power grid will be
presented.

KEYWORDS: Discrete Fourier Transform, frequency iden-
tification, fundamental wave identification, phase detection,
recursive DFT, synchronization.
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RESUMO

Considerando a crescente utilização de técnicas de processa-
mento digital de sinais em aplicações de sistemas eletrônicos
e ou de potência, este artigo discute o uso da Transformada
Discreta de Fourier Recursiva (TDFR) para identificação do
ângulo de fase, da freqüência e da amplitude das tensões fun-
damentais da rede, independente de distorções na forma de
onda ou de transitórios na amplitude. Será discutido que, se a
freqüência fundamental das tensões medidas coincide com a
freqüência a qual a TDF foi projetada, um simples algoritmo
TDFR é completamente capazde fornecer as informações
requeridas de fase, freqüência e amplitude. Dois algoritmos
adicionais são propostos para garantir seu desempenho cor-
reto quando a freqüência difere do seu valor nominal: um
deles para a correção do erro de fase do sinal de saída e outro
para identificação da amplitudedo componente fundamental.
Além disto, destaca-se que através dos algoritmos propostos,
independentemente do sinal de entrada, a identificação do
componente fundamental pode ser realizada em, no máximo,
2 ciclos da rede. Uma análise dos resultados evidenciados
pela TDFR foi desenvolvida através de simulações computa-
cionais. Também serão apresentados resultados experimen-
tais referentes ao sincronismo de um gerador síncrono com a
rede elétrica, através dos sinais fornecidos pela TDFR.

PALAVRAS-CHAVE: Transformada Discreta de Fourier,
identificação de freqüência, identificação da onda fundamen-
tal, detecção de fase, TDF recursiva, sincronismo.

1 INTRODUÇÃO

A detecção da freqüência, do ângulo de fase e da amplitude
do componente fundamental da tensão da rede é de grande
interesse para sistemas de controle, aplicações eletrônicas e
sistemas elétricos de potência de uma forma geral. Nos úl-
timos anos, diferentes algoritmos e circuitos têm sido pro-
postos no sentido de obter tais informações, com resposta
dinâmica rápida, precisão em regime permanente e robustez
na presença de distorções harmônicas ou transitórios na ten-
são da rede (Lin et. al, 2006; Marafão et. al, 2005; Sasso
et. al, 2002; Andria et. al, 1990; Nakano, 2002; Begovic
et. al, 1993; Kaura et. al, 1997). Entretanto, são poucos os
algoritmos que conseguem lidar com a identificação dos três
parâmetros mencionados, simultaneamente (Ribeiro et. al,
2003; Cardoso et. al, 2006; Pádua et. al, 2005; Wang et. al,
2006).

Em geral, independentemente da técnica utilizada, as maio-
res dificuldades estão relacionadas com a definição do com-
promisso desejado entre rapidez de resposta e precisão (imu-
nidade a distorções de forma de onda, assimetrias, desvios
de freqüência fundamental, etc.) dos algoritmos em regime
permanente. Isto significa que dentre as técnicas propostas

e analisadas, é implícita a contradição entre uma resposta
transitória otimizada e elevada precisão em regime perma-
nente. Outro fator relevante é a complexidade computacional
dos algoritmos envolvidos, uma vez que os mesmos podem
ser necessários em sistemas de controle ou análise em tempo
real. Comparações entre algumas técnicas usuais para iden-
tificação do componente fundamental de um sinal podem ser
encontradas em (Marafão, 2004), onde as questões relativas
à precisão, robustez e complexidade computacional são abor-
dadas detalhadamente.

Neste contexto, pesquisas recentes vêm mostrando que uma
das mais importantes e mais usadas técnicas de análise de
sinais no domínio da freqüência pode também ser utilizada:
a Transformada Discreta de Fourier (TDF) (McGrath et. al,
2005; Srianthumrong et. al, 1998; Macías et. al, 1998; Fu-
naki et. al, 2002). Ela consiste em uma representação no
domínio da freqüência de seqüências de duração finita, ou
seja, de sinais amostrados no tempo (Oppenheim, 1999).

Neste trabalho, a TDF será utilizada para a identificação do
ângulo de fase e da freqüência da tensão medida, bem como
para sintetizar uma senóide de amplitude unitária e em fase
com a fundamental da mesma, independentemente de sua
freqüência, amplitude ou de eventuais distorções. Na seqüên-
cia, será apresentada uma proposta de algoritmo para identi-
ficação da amplitude fundamental da tensão, a qual associ-
ada à senóide unitária mencionada, representará exatamente
o componente fundamental da tensão medida. Como aplica-
ção prática, será demonstrada a utilização do algoritmo pro-
posto para a conexão suave, em laboratório, de um gerador
síncrono com a rede elétrica.

2 TDF RECURSIVA (TDFR)

Considerando que a Transformada Discreta de Fourier pode
ser calculada de forma recursiva, neste trabalho será utilizado
o modelo proposto por McGrath et. al (2005). Destaca-se
que, aqui, o equacionamento da TDFR será detalhadamente
apresentado e as influências de variações na freqüência fun-
damental, bem como na forma de onda da tensão de entrada,
serão discutidas.

A fim de garantir informação necessária para o cálculo da
transformada, um sinalv(t) é amostrado com uma freqüên-
cia fs = N /Tw, ondeTw é o tamanho de uma janela de
amostragem retangular móvel eN é o número de amostras a
cada intervaloTw. Considere agora a seqüência de amostras
v[n], k − N ≤ n ≤ k − 1, k ≥ 1. A transformada discreta
deste conjunto de amostras, ondev[n] = 0, sen ≤ 0, é dada
por (Oppenheim, 1999):
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Vm(k − 1) =

k−1∑
n=k−N

v[n] · exp

(
−j

2π(n − 1)m

N

)
. (1)

Os componentes em freqüência são identificados a cada con-
junto deN amostras dev(t), isto é, a cada passo de amostra-
gem, expresso, neste caso, pelo argumento (k-1). A amostra
seguinte é inserida no instantek, formando um novo con-
junto de amostras no intervalok − N+1 ≤ n ≤ k e uma
nova transformada é calculada:

Vm(k) =

k∑
n=k−N+1

v[n] · exp

(
−j

2π(n − 1)m

N

)
. (2)

Subtraindo (1) de (2), obtém-se:

Vm(k) = Vm(k − 1)+

(v[k] − v[k − N ]) exp

(
−j

2π(k − 1)m

N

)
=

=

{
Re{ Vm(k − 1)}+

+ (v[k] − v[k − N ]) cos

(
2π(k − 1)m

N

)}
+

+ j

{
Im{ Vm(k − 1)}−

− (v[k] − v[k − N ])sen

(
2π(k − 1)m

N

)}
. (3)

Portanto, a equação (3) é a expressão para o cálculo recursivo
da TDF, comVm(0) = 0. Ou seja, seu cálculo no instantek

é baseado apenas no histórico da TDF e na diferença entre
a k-ésima e a (k − N)-ésima amostras da seqüência. Desta
forma, pode-se concluir que com um intervalo deN amostras
(1 ciclo) é possível obter a transformada de um sinal.

3 TDFR PARA OBTENÇÃO DA ONDA
FUNDAMENTAL

Para a obtenção da forma de onda do componente fundamen-
tal v1(t) da tensão amostradav(t), é necessário “filtrar” a
tensão de modo a separar este componente. Isto pode ser
feito de forma eficiente usando a transformada discreta na
sua forma recursiva. Para isto, presume-seTw igual ao pe-
ríodoT1 da fundamental, de modo que cada componente es-
pectral da TDF situe-se em um múltiplo da freqüência fun-
damental. Com isto, o termo correspondente am= 1 repre-
sentará o componente fundamental. Logo, a filtragem pode

ser feita anulando-se todos os demais componentes espec-
trais do sinal e tomando-se a primeira amostra de sua trans-
formada inversa a cada passo de cálculo através de (Oppe-
nheim, 1999):

v1(k − N) =
2

N
V1(k) exp

(
j
2π(k − 1)

N

)
. (4)

Como o espectro de um sinal senoidal é composto por raias
simétricas com relação à freqüência zero, o fator 2 é neces-
sário em (4). A partir da identidade de Euler para as expo-
nenciais complexas, (4) pode ser reescrita como:

v1(k − N) =
2

N
V1(k)

(
cos

(
2π(k − 1)

N

)
+

+jsen

(
2π(k − 1)

N

))
. (5)

O sinal desejadoRe{ v1[k−N ]} é a parte real dev1(k−N),
ou seja:

Re{v1(k − N)} =
2

N

(
Re{V1(k)} cos

(
2π(k − 1)

N

))

−
2

N

(
Im{V1(k)}sen

(
2π(k − 1)

N

))
. (6)

O diagrama da Figura 1 representa o processo de cálculo da
TDFR. Observar que cada bloco do diagrama corresponde a
uma operação matemática das equações (3) e (6).
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Figura 1: Diagrama de blocos para a TDFR.
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Uma vez que o cálculo da TDFR de um sinal pode ser rea-
lizado em 1 ciclo, o sinal resultante da equação (6) também
pode ser obtido em 1 ciclo.

4 INFLUÊNCIA DE T1 NO ALGORITMO

Nominalmente, a freqüência fundamental da tensão da rede
é 1/T1 = 60 Hz. Logo,Tw é fixado em 1/60 s. QuandoT1

coincide comTw, a filtragem via TDFR fornecerá uma onda
filtrada, com amplitude, fase e freqüência corretas. No en-
tanto, nem sempre a freqüência da tensão encontra-se neste
valor. Conseqüentemente, sefs for mantida constante eT1

não coincidir comTw, asN amostras obtidas não represen-
tarão exatamente um ciclo do sinal medido e se verifica que a
onda filtrada fornecida pela TDFR estará com freqüência cor-
reta, porém defasada e com a amplitude alterada com relação
à tensão de entrada. Isto ocorre porque a TDFR comporta-se
como um filtro sintonizado na freqüência 1/Tw (passa-faixa)
e, como tal, possui uma banda passante de forma a permitir
que sinais de freqüências próximas a da sintonia sejam iden-
tificados, mas com amplitude e fase incorretas. Neste caso, a
identificação do sinal filtrado deve levar 2 ciclos.

Seja a tensão medidav(t) da forma:

v(t) = cos

(
2π

T1
t + θv

)
=

=
1

2
exp

(
j

(
2π

T1
t + θv

))
+

1

2
exp

(
−j

(
2π

T1
t + θv

))
.

(7)

ondeθv é o ângulo de fase.

Deseja-se calcular o sinal que será fornecido por (6) quando
o intervaloTw não for igual ao períodoT1 dev(t). Esta aná-
lise pode ser feita usando a transformada contínua de Fourier,
uma vez que a TDF é composta por amostras da mesma.

Para aplicar este procedimento, um trecho dev(t) correspon-
dente a um conjunto deN amostras deve ser separado. Isto é
feito multiplicandov(t) por um pulso retangular móvelr(t)
com larguraTw e amplitude unitária, conforme mostrado na
Figura 2, ondeκ = k − N − 1. A transformada de Fourier
dev(t) é dada por (Haykin, 1989):

V (ω) = π

[
exp(jθv) · δ

(
ω −

2π

T1

)
+

+ exp(−jθv) · δ

(
ω +

2π

T1

)]
. (8)

comδ(t) sendo a função impulso (Delta de Dirac), enquanto

N

Twκκκκ
N

T)N+( wκκκκ

Figura 2: Pulso retangular de amplitude unitária.

que a transformada de Fourier der(t) é dada por:

R(ω) = Tw Sa

(
ω

Tw

2

)
exp

[
−jω

(
Tw

2
+

κTw

N

)]
. (9)

em que:

Sa

(
ω

Tw

2

)
=

sen
(
ω Tw

2

)
ω Tw

2

. (10)

Sejas(t) o produto dev(t) pelo pulso retangularr(t). Co-
nhecendo as duas propriedades a seguir da transformada de
Fourier:

i) R(ω) ∗ δ
(
ω − 2π/T1

)
= R

(
ω − 2π/T1

)
e

ii) v(t) · r(t) ⇔ 1
2π

[V (ω) ∗ R(ω)],

a transformada de Fourier des(t), designadaS(ω), é dada
por:

S(ω) = V (ω) ∗ R(ω) =

=
1

2

{
exp(jθv)R

(
ω −

2π

T1

)
+ exp(−jθv)R

(
ω +

2π

T1

)}
.

(11)

Substituindo (9) em (11) resulta:
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S(ω) =
Tw

2

{
exp(jθv) · Sa

[(
ω −

2π

T1

)
Tw

2

]
·

exp

[
−j

(
ω −

2π

T1

)(
Tw

2
+

κTw

N

)]
+

+ exp(−jθv) · Sa

[(
ω +

2π

T1

)
Tw

2

]
·

exp

[
−j

(
ω +

2π

T1

)(
Tw

2
+

κTw

N

)]}
. (12)

A transformada discreta das amostras des(t) pode ser ob-
tida a partir de (12) calculandoS(2πm/Tw) para0 ≤ m ≤
N − 1. No entanto, o espectro de um sinal amostrado obe-
dece à seguinte propriedade (Oppenheim, 1999):

iii) S(ω)|ω= 2π m

Tw

=
1

Ts

∞∑
n=−∞

S

(
ω −

2 πn

Ts

)
,

com Ts= 1/fs, ou seja, ele consiste deréplicas do espectro
original, porém escalonadas e deslocadas por múltiplos in-
teiros da freqüência de amostragem. Como o interesse está
no componente fundamental dev(t), apenas o componente
espectral correspondente am= 1 precisa ser calculado. Este
é dado por:

S(ω)|
ω= 2π

Tw

=

=
Tw

2Ts

{
exp(jθv) · Sa

[
π

(
1 −

Tw

T1

)]
·

exp

[
−j

(
2π

Tw

−
2π

T1

) (
Tw

2
+

κTw

N

)]
+

+ exp(−jθv) · Sa

[
π

(
1 +

Tw

T1

)]
·

exp

[
−j

(
2π

Tw

+
2π

T1

) (
Tw

2
+

κTw

N

)]}
.

(13)

De (13), constata-se que, seTw = T1, o componente espec-
tral corresponderá a um sinal senoidal idêntico av(t), defi-
nido como em (7). Porém, seTw �= T1, o componente senoi-
dal correspondente deverá apresentar freqüência 2π/T1, mas
amplitude e ângulo de fase diferentes do sinalv(t).

Para tanto, uma situação de interesse prático é aquela em que
Tw

∼= T1. Podemos calcular a amplitude e a fase da transfor-
mada do sinal para este caso, supondo que:

Sa

[
π

(
1 −

Tw

T1

)]
∼= 1 e

Sa

[
π

(
1 +

Tw

T1

)]
∼= 0. (14)

Logo,

S(ω)|ω= 2π

Tw

∼=
Tw

2Ts

{exp(jθv)·

exp

[
−j

(
2π

Tw

−
2π

T1

) (
Tw

2
+

κTw

N

)]}

∼=
Tw

2Ts

{
exp

[
j

(
θv −

2πκ

N
+

2π

T1

κTw

N
− π

(
1 −

Tw

T1

))]}

∼=
N

2
exp [jϕ(k)] , −π < ϕ(k) ≤ π , (15)

ondeϕ(k) é argumento da transformada de Fourier do sinal,
o qual também pode ser expresso por:

ϕ(k) = tg−1

(
Im{ S (ω)}

Re{ S (ω)}

)
ω= 2π

Tw

∼= θv − π

(
1 −

Tw

T1

)
−

(
1 −

Tw

T1

)
2πκ

N
. (16)

Calculando-se a parte real da transformada inversa de (15) no
instante de tempok, tem-se como resultado um sinal análogo
ao medido, da forma:

Re{v1(k − N)} = cos

[
2π

T1
·
(k − 1)Tw

N
+ θv + ∆θ

]
,

(17)

onde:

∆θ ∼= π

(
1 −

Tw

T1

)
. (18)

Em (18), vê-se que quandoT1 coincide comTw, a filtragem
via TDFR fornecerá, a partir de (16), a fase correta eϕ(k) =
θv. QuandoT1 não coincide comTw, ϕ(k) dado por (16) é
variante no tempo e pode ser interpretado como sendo a de-
fasagem instantânea entre a fundamental do sinal de entrada
e uma senóide de freqüência 1/Tw, resultando na Figura 3.
No entanto, (17) e (18) mostram que a fundamental sinteti-
zada por (6), além de estar na mesma freqüência, possui uma
defasagem constante de comrelação ao sinal original.
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Figura 3: Argumento resultante da TDFR (ϕ(k)), a partir de
(16), quandoT1 > Tw.

5 SOBRE A APROXIMAÇÃO

Para a obtenção de (15), fez-se necessário o uso de uma apro-
ximação em (14), uma vez queT1 não assume valores muito
diferentes deTw. Isto acarretou em substituir uma função
variante no tempo (Sa( • )) por valores constantes. A fim
de verificar até que ponto essa aproximação é válida, foram
obtidas, de (13) e (15), as figuras 4, 5a, 5b e 5c.

A Figura 4 mostra como a amplitude da TDF varia em função
da freqüência (f1 = 1/T1) e do ângulo de fase da fundamental
do sinal de entrada para umTw = 1/60 s fixo. A superfície
plana foi obtida a partir de (15) e representa os valores apro-
ximados, enquanto que a outra superfície foi obtida de (13),
representando os valores reais. Nota-se claramente que esta
não é uma boa aproximação para a amplitude da TDF.

Figura 4: Amplitude da TDF correta e aproximada em função
def1 eθv, para um sinal de amplitude 100 V efs = 12 kHz.

Fase do Sinal –ThetaV (rad)

Figura 5a - Fase correta da TDF em função def1 e θv, para
fs = 12 kHz.

Nas figuras 5a e 5b têm-se, respectivamente, a fase real e a
aproximada da TDF em função da freqüência e do ângulo
de fase da fundamental do sinal de entrada para umTw fixo.
Vê-se que as curvas são bastante semelhantes, o que é confir-
mado pela Figura 5c, onde se tem o erro entre as superfícies.
Este erro é bastante pequeno e, na faixa de freqüências entre
56,5 Hz e 66 Hz, é praticamente nulo. É nesta faixa, po-
rém, que se encontram todas as possibilidades de variação
em freqüência da fundamental de tensão/corrente em uma
rede elétrica (Sub-módulo 2.2, 2002). Portanto, para essas
aplicações, a aproximação é válida para o cálculo da fase da
TDF e, a partir dela, pode-se sugerir um método de correção
de defasagem quandoT1 �= Tw, como detalhado na seção
seguinte.

Fase do Sinal – ThetaV (rad)

Figura 5b - Fase aproximada da TDF em função def1 e θv,
parafs = 12 kHz.
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Fase do Sinal – ThetaV (rad)

Fase do Sinal –ThetaV (rad)

Freqüência (Hz)

Figura 5c - Erro entre a fase correta e a aproximada da TDF
em função def1 e θv, parafs = 12 kHz.

6 CORREÇÃO DA DEFASAGEM

Através da equação (18), pode-se propor dois métodos para a
adequação da forma de onda resultante da transformada dis-
creta inversa (McGrath et. al, 2005): 1) Correção do tamanho
da janela; 2) Estimação da defasagem resultante.

O primeiro deles implica em adequarTw de modo que seja
igual aT1, visando anular∆θ. Alterar o valor deTw significa
alterar o número de amostras por período (N) ou alterar a
freqüência de amostragem (fs), já queTw = N /fs. Como o
número de amostras por período deve ser um número inteiro,
a mudança deN só é viável quando o produtofs.Tw resultar
um número inteiro, o que nem sempre acontece.

Por outro lado, alterarfs não é viável nas simulações quando
são analisados sinais pré-amostrados para serem processados
pelo algoritmo. Em situações práticas, sua viabilidade se res-
tringe a sistemas de aquisição de dados que possibilitem al-
terar a freqüência de amostragem em tempo real, sem criar
descontinuidades no vetor de amostras do sinal de entrada.
Além disto, podem existir malhas de controle ou filtros di-
gitais cujos coeficientes sejam criticamente dependentes de
fs. Nesse caso, os coeficientes deveriam ser recalculados em
tempo real, o que pode demandar um tempo computacional
bastante elevado. Sendo assim, o primeiro método pode não
ser adequado para todos os casos.

O segundo método visa calcular o valor real da defasagem re-
sultante e simplesmente compensá-lo no argumento da trans-
formada inversa. Porém, isto não é feito diretamente de (18),
uma vez queT1, a priori, é desconhecido. Uma nova relação,
então, deve ser proposta.

De (16), tem-se que o argumento da transformada do si-
nal no início do (J-1)-ésimo intervaloTw, ou seja, quando

k = (J − 1)N + 1, comJ= 1, 2, 3, ..., é:

ϕ((J − 1)N + 1) ∼= θv − π

(
1 −

Tw

T1

)
−

−

(
1 −

Tw

T1

)
2π(J − 2), (19)

enquanto que no início doJ-ésimo intervaloTw, ou seja,
quandok= JN + 1, é:

ϕ(JN + 1) ∼= θv − π

(
1 −

Tw

T1

)
−

−

(
1 −

Tw

T1

)
2π(J − 1). (20)

Desses argumentos, quando comparados, tem-se:

ϕ(JN + 1) − ϕ((J − 1)N + 1) ∼=

− 2π

(
1 −

Tw

T1

)
. (21)

Relacionando (21) e (18):

∆θ = −∆θ =
1

2
[ϕ(JN + 1)−ϕ((J − 1)N + 1)]. (22)

Portanto, a correção da defasagem entre a forma de onda ini-
cial e a fundamental resultante é dada simplesmente pela me-
tade da diferença dos argumentos resultantes da TDFR, da-
dos por (16), calculados no início dos dois últimos intervalos
Tw. Sendo assim, a tensão sintetizada será:

Re{v1(k − N)} =

2

N

(
Re{V1(k)} cos

(
2π(k − 1)

N
+ ∆θ

)
−

−Im{V1(k)}sen

(
2π(k − 1)

N
+ ∆θ

))
. (23)

De (22), vê-se que o cálculo da defasagem entre a forma
de onda inicial e a fundamental resultante não requer um
alto nível de processamento. No entanto, se o algoritmo da
TDFR for interpretado como sendo um filtro sintonizado na
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freqüência 1/Tw, o fato do sinal de entrada não ter a mesma
freqüência significa não somente um desvio de fase da onda
fundamental resultante, mas também uma alteração em sua
amplitude, a qual não é corrigida pelas expressões anterio-
res. Em aplicações de eletrônica de potência ou de sistemas
de energia, tal efeito caracterizaria um erro de amplitude da
tensão, o que é certamente indesejável.

Quando se utiliza o primeiro método para adequação da
forma de onda resultante da transformada discreta inversa, o
fato de se alterarfs implica uma mudança de sintonia do fil-
tro e, conseqüentemente, o erro de amplitude não mais existi-
ria. No entanto, como citado anteriormente, isto não é viável
para todas as aplicações. Portanto, considerando as duas op-
ções, uma nova decisão precisa ser tomada: alterar em tempo
real a freqüência de amostragem (e demais parâmetros de-
pendentes desta), como sugerido por (McGrath et. al, 2005)
ou estar susceptível a erros de amplitude do componente fun-
damental identificado.

Uma das contribuições deste trabalho em relação a McGrath
et. al (2005) é o fato de sugerir a síntese de uma senóide uni-
tária, em fase e com a freqüência da fundamental da tensão
medida. Além disto, este trabalho apresenta uma proposta
de detector de amplitude, o qual utiliza o sinal unitário for-
necido pela TDFR para identificar com precisão a amplitude
do componente fundamental das tensões de entrada. Desta
forma, considerando variações na freqüência do sinal me-
dido, qualquer uma das opções para a correção da fase do
sinal de saída da TDFR pode ser usada.

7 SÍNTESE DA FORMA DE ONDA UNITÁ-
RIA E DETECÇÃO DA AMPLITUDE

Como discutido anteriormente, quandoTw �= T1, ϕ(k) é va-
riante no tempo e pode ser interpretado como sendo a defa-
sagem instantânea entre a fundamental do sinal de entrada
e uma senóide de freqüência1/Tw, resultando na Figura 3.
Sendo assim, de (16),ϕ(k) também pode ser escrito como:

ϕ(k) = θ(k − N) −

(
2π(k − 1)

N
+ ∆θ

)
, (24)

ondeθ(k−N) é o ângulo de fase instantâneo da fundamental
da onda de entrada. Fica claro que, seTw = T1, ϕ(k) é cons-
tante e igual à fase inicial da fundamental do sinal de entrada.
Assim, isolando-seθ(k−N) em (24), pode-se sintetizar uma
nova forma de onda a partir de:

u(k − N) = cos(θ(k − N)), (25)

que será uma senóide unitária em fase com o sinal de entrada

v(t) e o filtradoRe{ v1[k−N ]}. Um novo diagrama de blocos
pode ser proposto para sistematizar este processo (Figura 6).
Trata-se do diagrama da Figura 1, acrescido dos cálculos de
∆θ e θ(k − N) e da síntese deu(k − N), destacados pelo
tracejado.

Como mencionado na seção anterior, outra contribuição
deste trabalho refere-se à identificação da amplitudeA da
fundamental do sinal original, o que pode ser feito com o au-
xílio do detector de amplitude apresentado inicialmente em
Pádua et. al (2005). No referido trabalho, o foco era a iden-
tificação dos componentes de seqüência positiva fundamen-
tal de um conjunto qualquer de tensões/correntes trifásicas.
Entretanto, no apêndice do trabalho, os autores indicavam a
possibilidade de utilização de um detector de amplitude mo-
nofásico. Tal detector era baseado no diagrama da Figura
7, substituindo-se a TDFR por um algoritmo PLL (Phase-
Locked Loop).

Inicialmente, considera-se que um sinal de entrada qualquer
(v(k)) possa ser representado por:

v(k) = A cos

(
2π(k − 1)

N
+ θv

)
+

+

N∑
n=2

Cn cos

[
n

(
2π(k − 1)

N
+ θv

)]
, (26)

ondeA eCn são, respectivamente, as amplitudes do compo-
nente fundamental e don-ésimo componente harmônico.

A senóide unitária obtida através da TDFR (25) pode ser re-
presentada por:

u(k) = cos

(
2π(k − 1)

N
+ θv

)
. (27)

Multiplicando-se (26) e (27), resulta:

v(k) · u(k) = A cos2
(

2π(k−1)
N

+ θv

)
+

cos
(

2π(k−1)
N

+ θv

) N∑
n=2

Cn cos
[
n

(
2π(k−1)

N
+ θv

)] .

(28)

Uma vez que todos os termos que representam produtos de
componentes com freqüências distintas resultam média nula,
o valor médio resultante da equação (28) está relacionado
apenas com o primeiro termo quadrático:

v(k) · u(k) =
A

2
. (29)
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Figura 6 - Diagrama de blocos para a síntese da fundamental unitária a partir da TDFR.

Portanto, a identificação da amplitude dá-se através de uma
média do produto escalar dev(k) com o sinal unitário sinte-
tizadou(k), de modo que mesmo que o sinal de entrada seja
distorcido, a amplitude de sua fundamental será dada por:

A = 2 · v(k) · u(k) . (30)

Desta forma, a multiplicação deA por u(k) resulta no com-
ponente fundamental do sinal de entrada, seja qual for sua
forma de onda original. Vale destacar que a média do produto
dev(k) poru(k) pode ser realizada, por exemplo, por filtros
passa-baixas ou por algoritmos de média móvel (como indi-
cado na Figura 7). No caso deste último, o mesmo deve ser
adaptativo em relação a variações da freqüência do sinal ori-
ginal (tamanho da janela variável ou sobre-amostragem com
interpolação das amostras).

Portanto, o algoritmo proposto é perfeitamente capaz de for-
necer as informações de fase, freqüência e amplitude para
aplicações como: análise de indicadores de qualidade de
energia, controle, compensaçãode distúrbios, medição, pro-
teção, etc.

ω

	T
T 0
1

ω

2

)()( kukv ⋅

)(kuA⋅
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)(kv1
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TDFR

Figura 7 - TDFR e o detector de amplitude monofásico.

8 OBTENÇÃO DA FREQÜÊNCIA FUNDA-
MENTAL

Como o sinalu(k−N) é um sinal senoidal puro, pode-se cal-
cular o valor de sua freqüência através de detecção de passa-
gem por zero. E, a fim de melhorar a exatidão desse cálculo,
sugere-se uma média dos valores obtidos ao final dos últimos
ciclos deu(k − N). Neste trabalho, utilizou-se uma média
dos últimos seis valores.

Uma outra alternativa para a estimativa do período da onda
fundamental dev(t) pode ser encontrada isolando-seT1 em
(21), resultando em:

T1
∼=

(
2πTw

ϕ(JN + 1) − ϕ((J − 1)N + 1) + 2π

)
. (31)

O primeiro método é relativamente preciso. Porém, devido
à média utilizada, transitórios rápidos na freqüência funda-
mental do sinal de entrada (bastante incomuns) podem passar
despercebidos.

O segundo método tem convergência mais rápida que o pri-
meiro, mas quanto maior a discrepância entref1 e 60 Hz,
maior e mais rápidas são as oscilações em torno do valor
correto. Mesmo assim, tem precisão aceitável na faixa de
freqüências 56,5-66 Hz na qual o algoritmo será empregado.

Como via de regra as variações da freqüência da rede, quando
ocorrem, são mais lentas que 6 ciclos (Kundur, 1993; El-
gerd, 1981; Kumar et. al, 2005), o fato da convergência do
método de identificação da freqüência também ser lento não
representa necessariamente uma desvantagem. Além disso,
é muito importante observar que a síntese deu(k − N) não
depende da detecção da freqüência e, com isso, a dinâmica
de qualquer sistema de controle ou sincronismo baseado na
TDFR não seria afetada (amplitude e fase). A escolha do
método torna-se importante apenas se houver a necessidade

Revista Controle & Automação/Vol.18 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2007 389



de se monitorar instantaneamente o valor da freqüência do
sistema.

Desta forma, qualquer umdos métodos pode ser utilizado
para a obtenção da freqüência fundamental.

9 SIMULAÇÕES

A fim de verificar o comportamento do algoritmo, foram re-
alizadas simulações para distintas condições da tensão me-
dida, sempre comTw = 1/60 s efs= 12 kHz. O valor defs

foi uma escolha aleatória, resultando em 200 amostras por
período de 60Hz.

No gráfico superior da Figura 8, uma tensão co-senoidalv de
1 p.u., 60 Hz , fase 60˚ é o sinal de entrada para o filtro. Vê-
se que, comoT1 = Tw e v tem amplitude unitária, os sinais
de saídav1 e u estão superpostos. Vê-se também que a dis-
torção foi completamente filtrada. No gráfico do meio, está
a faseϕ ∼= 1,0472 rad calculada pela transformada, condi-
zente com o sinal de entrada (60˚). Já nos gráficos inferiores,
tem-se a freqüência fundamentalf1 calculada via detecção
de passagem por zero (direito) eequação (31) (esquerdo).
Notar que ela já é inicializada com o valor padrão de 60 Hz
em ambos os casos. Diante dos quatro gráficos, percebe-se
que o algoritmo convergiu em 2 ciclos.

Se o sinal de entrada estiversem harmônicas, porém com
uma freqüência de 57 Hz, ou seja,Tw �= T1,o resultado do
processamento é aquele mostrado na Figura 9. O sinalv1,
apesar de estar na mesma freqüência e em fase com o sinalv,
teve sua amplitude atenuada em 3% eϕ é oscilatório, como
mencionado na seção 4. A convergência def1 no segundo
método é mais rápida que no primeiro: 2 ciclos contra 0,2
s. No entanto, o valor obtido no primeiro é mais preciso:
56,96-57,01 Hz contra 56,85-57,15 Hz.
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Figura 8 - TDFR: Tensões de entrada (1 p.u., 60 Hz, 60˚) de
saída,ϕ ef1.
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Figura 9 - TDFR: Tensões de entrada (1 p.u., 57 Hz, 0˚) e de
saída,ϕ ef1.

A qualidade de filtragem da TDFR pode ser observada atra-
vés da Figura 10, com a tensãov da Figura 8, distorcida com
5% de 3a., 5a. e 7a. harmônicas. Novamente se nota a con-
vergência dos sinais filtrados em 2 ciclos e a mesma dinâmica
de inicialização. A Distorção Harmônica Total, que para a
tensão de entrada era de 8,66%, foi reduzida para 0%, uma
vez que o algoritmo sintetiza um sinal senoidal puro, a partir
deθ(k − N).

As Figuras 11 e 12 mostram o desempenho da TDFR quando
a tensão distorcida da Figura 10 é submetida, respectiva-
mente, a transitórios de amplitude (afundamento de 50%) e
de freqüência (transição brusca de 60 Hz para 59 Hz) no ins-
tante 2,5 s. Na Figura 11, as tensões convergem de forma
praticamente instantânea, enquanto que o valor da freqüên-
cia sofre alterações leves. Na Figura 12,u acompanhav, e
o valor def1 estabiliza-se em 0,1 s, no 1o. método, e em 2
ciclos no 2o. método.
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Figura 10 - TDFR: Tensões de entrada (1 p.u., 60 Hz, 60˚),
com 5% de 3a., 5a. e 7a. harmônicas, de saída,θ ef1.
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Figura 11 - TDFR: Tensõesde entrada, de saída ef1, após
um afundamento de tensão.
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Figura 12 - TDFR: Tensõesde entrada, de saída ef1, após
um transitório de freqüência.

10 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O algoritmo proposto foi avaliado através de sua implemen-
tação em um sistema de aquisição e processamento de dados
baseado no conceito de instrumentação virtual. Tal sistema
era composto de uma placa de aquisição de dados de oito ca-
nais de aquisição simultânea, com um conversor AD de 16
bits e freqüência de amostragem de até 200 kHz (PCI-6143,
da National Instruments - NI) (Moreira, 2006). Os sinais ana-
lógicos foram medidos através de sensores de Efeito Hall de
tensão e de corrente (LV-25P e LA-55P da LEM). O sistema
foi implementado em um micro-computador com processa-
dor Pentium 4 e plataforma LabView 7.1 da NI. A validação
do algoritmo foi realizada inicialmente através da monitora-
ção dos sinais de entrada e dos sinais fornecidos pela TDFR.
Em seguida, o algoritmo foi utilizado para sincronizar um
pequeno gerador síncrono com a rede do laboratório.

10.1 Monitoração da saída da TDFR

Com o auxílio de uma fonte de tensão trifásica programável
(California Instruments), o algoritmo foi submetido a ten-
sões distorcidas e sujeitas a transitórios de amplitude e de
frequência, sempre comTw = 1/60 s efs = 12 kHz por ca-
nal.

No gráfico superior da Figura 13, uma tensão senoidalv de
127 Vrms, 60 Hz (T1 = 1/60 s), com 10% de 3a., 5a. e 7a.

harmônicas é o sinal de entrada para a TDFR. No gráfico do
meio, tem-se o sinalv1, resultante da multiplicação do sinal
de saídau fornecido pelo filtro e da amplitude fornecida pelo
detector de amplitude discutido. Logo,v1 é o componente
fundamental do sinal de entrada, e, sendo assim, constata-se
que a distorção foi completamente filtrada. No gráfico infe-
rior, tem-se a freqüência fundamentalf1 calculada via detec-
ção de passagem por zero.

Na Figura 14, a tensão de entrada da figura anterior sofre
um afundamento de 50%, o que não impede que o algoritmo
execute sua operação, convergindo em um ciclo. Na Figura
15, ao invés de um afundamento, a tensão sofre uma alte-
ração em sua freqüência fundamental, passando para 59 Hz.
A convergência do componente fundamental (v1) é pratica-
mente instantânea, enquanto que a freqüência leva seis ciclos
para se estabilizar, devido à média utilizada. Como discutido
na seção anterior, observar que identificação da fundamen-
tal não depende da identificação da freqüência, de forma que
os algoritmos trabalham paralelamente. Entretanto, o com-
ponente fundamental identificado sempre terá a frequência
correta em relação ao seu sinal de entrada.

10.2 Conexão de um gerador síncrono

Utilizando o mesmo sistema de instrumentação, o algoritmo
proposto foi utilizado para sincronização de um gerador sín-
crono (2 kVA, 230 Vrms e 4 pólos) em paralelo com a rede
elétrica. Este procedimento requer que a chave que os co-
necta seja fechada sob mínimadiferença de potencial, o que
é denominado conexão suave. Para que isso aconteça, a ten-
são gerada pelo gerador deve estar sincronizada com a da
rede, atendendo idealmente às seguintes condições:

1. Ambas devem ter a mesma seqüência das fases;

2. As magnitudes das tensões do gerador e da rede devem
ser iguais;

3. As freqüências das tensões do gerador e da rede devem
ser iguais;

4. A defasagem entre as respectivas tensões do gerador e
da rede deve ser nula.

Revista Controle & Automação/Vol.18 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2007 391



� � � � � � � �� � 	 �� � � �� � ��
� �� � �� 	 �


� ��

� � � � � � � �� � 	 �� � � �� � ��
� �� � �� 	 �


�� ��

� � � � � � � �� 	
� �� �� �� �

� �� �
��

� � � � �  " #

Figura 13 - TDFR: Tensões de entrada (127 Vrms, 60 Hz),
com 10% de 3a., 5a. e 7a. harmônicas, de saída ef1;
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Figura 14 - TDFR: Afundamento de 50% na tensão de en-
trada.

Partindo-se de que, a princípio, a seqüência de fases é co-
nhecida, o algoritmo fornecerá as informações necessárias
para garantir as demais condições, de modo que a circulação
de corrente pela chave, no momento da sincronização, seja
a menor possível. Na montagem executada (Figura 16), o
controle da amplitude da tensão gerada foi realizado através
da corrente de excitação da máquina síncrona e o da velo-
cidade (freqüência), através da corrente de excitação da má-
quina motriz (motor CC), ambos manualmente. Os ajustes
foram monitorados através do instrumento virtual, no qual
estava implementado o algoritmo TDFR.

Na Figura 17, as duas tensões (rede e gerador) podem ser
vistas, bem como as grandezas calculadas e a diferença entre
elas, antes de ser feito qualquer ajuste do gerador. Na Fi-
gura 18, o conjugado demandadopelo gerador foi ajustado
de modo a minimizar o erro de freqüência. Na Figura 19,
minimizou-se o erro de amplitude através do ajuste da exci-
tação da máquina. Como o errode freqüência não foi com-
pletamente anulado, foi possível aguardar até o instante 0,1
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Figura 15 - TDFR: Alteração na freqüência fundamental da
tensão de entrada para 59 Hz.
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Figura 16 - Diagrama do experimento utilizando o algoritmo
TDFR.

s, quando a diferença de fase entre as tensões era pequena,
para que a chave pudesse ser fechada, interconectando-os,
como na Figura 20. Pode-se perceber que a corrente que cir-
cula pela chave foi menor quando comparada à da Figura 21,
quando os ajustes do gerador não foram adequados. Isto sig-
nifica que a identificação do sincronismo em termos da fase
e da amplitude das tensões do barramento foi feita de forma
adequada.

11 CONCLUSÕES

A transformada discreta de Fourier, além de ser uma ferra-
menta importante e amplamente utilizada para análise de si-
nais amostrados no domínio da freqüência, pode ser vista
também como um filtro para sinais distorcidos no tempo
como as tensões/correntes emuma rede de distribuição de
energia elétrica. A transformada pode ser calculada de forma
recursiva e, através de sua transformada inversa, um sinal fil-
trado pode ser sintetizado.
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Freqüência Amplitude Ângulo de Fase

Erros 2,21 Hz 30,6 V 6,77°

Figura 17 - TDFR para conexão suave: Gerador em vazio
fora do sincronismo.

O componente fundamental do sinal de entrada, resultante
da filtragem, pode ser identificado e sintetizado na saída do
algoritmo quando seu período coincide com o tamanho da
janela projetada para a TDFR. Quando isto não ocorre, um
sinal sincronizado com a entrada ainda pode ser sintetizado,
porém com amplitude pré-fixada (unitária), o qual pode ser
utilizado em grande parte das aplicações de sistemas de po-
tência, nas quais o interesse é centrado justamente na iden-
tificação de tal sinal sincronizado com a rede (retificadores
controlados, filtros ativos de potência, dispositivos FACTS,
geradores distribuídos, UPS, etc.).

Havendo a necessidade da identificação da amplitude da fun-
damental do sinal de entrada, a mesma pode ser obtida atra-
vés do detector de amplitude proposto, o que não era possí-
vel através das técnicas apresentadas na literatura analisada.
Desta forma, qualquer que seja a técnica utilizada para a cor-
reção da defasagem do sinal de saída da TDFR (correção do
tamanho da janela ou estimação da defasagem resultante), o
componente fundamental poderá ser completamente identifi-

Freqüência Amplitude Ângulo de Fase

Erros 0,05 Hz 28,57 V 122,92°

Figura 18 - TDFR para conexão suave: Gerador em vazio
fora do sincronismo, com freqüência ajustada.

cado em, no máximo, 2 ciclos de rede.

É fundamental destacar que em diversos pontos do trabalho
foi mencionada a necessidade de se optar entre estratégias
distintas para solução de um determinado problema, bem
como optar entre característicasou comportamentos deseja-
dos para os algoritmos, os quais em alguns casos indicavam
inclusive um caráter contraditório. Por exemplo, quando da
escolha do método para correção do erro entre a fase cal-
culada pela TDFR e a do sinal medido (Seção 6), ou ainda,
quando da escolha do método para obtenção da freqüência
fundamental (Seção 8). Tais escolhas e contradições estão
sempre presentes quando se trata de implementar um sis-
tema que seja tão rápido e robusto em condições transitórias,
quanto preciso em regime permanente.

Considerando outras técnicas de identificação do compo-
nente fundamental avaliadas pelos autores, porém não apre-
sentados neste trabalho, como por exemplo, algoritmos ba-
seados em PLLs ou em filtros de Kalman, pode-se afirmar
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Freqüência Amplitude Ângulo de Fase

Erros 0 Hz 0,1 V 2,26°

Figura 19 - TDFR para conexão suave: Gerador em vazio
fora do sincronismo, com freqüência e amplitude ajustadas.

que o método proposto através da TDFR é tão preciso em re-
gime permanente quanto os outros dois. Entretanto, é menos
sensível às distorções da tensão de entrada, mais rápido que
o algoritmo PLL e mais simples computacionalmente que os
algoritmos baseados nos filtros de Kalman.

Em aplicações de eletrônica oude sistemas de potência cita-
das anteriormente, pode-se afirmar que os algoritmos propos-
tos para a correção da defasagem da TDFR, para identifica-
ção da amplitude e para o cálculo da freqüência fundamen-
tal atendem às suas finalidades com uma boa relação entre
resposta dinâmica e precisão, o que o configura como uma
alternativa interessante.
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