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RESUMO lineares.

A equivaléncia entre resultados para anéalise de estat#i
baseados no método de Lyapunov de sistemas com atré%STRACT
precisamente conhecidos e resultados de estabilidadstaoby, cently, it has been shown that some Lyapunov-based
de §|s~temas de comparacdo sem atraso, emprega fgonility conditions for precisely known time-delay syate
condicbes do teorema do ganho pequeno escalo?ado, b equivalent to the robust stability of a delay-free
apresentada recentemente na literatura. A extensaosde%s(?n.lparison system through the small gain theorem with
resultados para tratar sistemas com atraso e incerteza &m

domini litoDi ) incioal tribuicRo deatti stant scales. The extension of those previous results to
OmINIos Politopicos € a principal contribuicao ®eattigo. cope with uncertain time-delay systems in polytopic dormain
A partir da definicdo de uma realizagao genérica para u

ist - tadas desiaualdad ricicse {{'the main contribution of this paper. From the definitiomof
sistema, Sao apresentadas desiguajdades matrici egeneric system realization, linear matrix inequalitiest tre

com variaveis extras, equlvglen§e§ a coNnd|goes de_ gan 8uivalent to the scaled small gain conditions but haveaextr
pequeno escalonadas. Devido a inser¢ao dessas variaye

; dicdes ind dent d dentes d atrix variables are given. Thanks to these extra matrices,
extras, condicoes Independentes € dependentes opﬂraS(? delay-independent and delay-dependent stability canditi
analise de estabilidade de sistemas com atraso em dami

litoni d laborad d i n be obtained for the analysis of time-delay systems in
politopicos podem sSer €laboradas empregando matr 3Iytopic domains through parameter-dependent Lyapunov
de Lyapunov dependentes de parametro, resultando

dics q ras it aent trices, yielding conditions that are less conservatiea t
condicoes menos conservadoras que oulras ja apre 8N hers in the literature, as illustrated by means of nuraéric
na literatura, como ilustrado por exemplos numéricos.

examples.
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1 INTRODUCAO de Oliveira et al. (1999), Leite e Peres (2003), Peauce#k et
(2000) para estabilidade robusta reduzem o conservadorism
A andlise de estabilidade de sistemas com atraso fda analise de estabilidade gracas & presenca de eriav
transporte € um tema que vem sendo bastante exploradgtras e funcionais de Lyapunov dependentes de parametro.
0 que pode ser visto a partir do grande numero de
trabalhos publicados recentemente (ver Gu et al. (2003)ste artigo trata da analise de estabilidade indepeneente
Niculescu (2001), Mahmoud (2000) e suas referénciagiependente do atraso de sistemas continuos com atraso e
Duas abordagens possiveis na analise de estabilidadeP@ametros incertos representados em politopos utdizan
sistemas com atraso s&o: estabilidade independenteao at@s condicoes LMI de ganho pequeno escalonado. O atraso
e estabilidade dependente do atraso (Richard, 2003). Ra0s parametros do sistema sao considerados invariantes
primeira, o interesse consiste em determinar se o sistef@ tempo.  Condi¢cdes suficientes na forma de LMlIs,
é estavel independentemente da magnitude do atraso. independentes e dependentes do atraso, sao formuladas
segunda abordagem se preocupa em definir a maxifd@ termos dos vertices do politopo, estendendo assim os
magnitude do atraso tal que o sistema permaneca estavel.f&sultados da literatura para o caso incerto, introduzindo
condicdes para analise de estabilidade podem ser fadasl também novas condi¢cdes LMI com variaveis extras.

no dominio do tempo ou no dominio da frequiéncia, m - . .
qe\?éna solugdo factivel para as LMIs garante a existéneia d

sobretudo devem ser eficientes e numericamente tratav .trizes dependentes de barAmetro usadas no funcional de

Para atender a esses requisitos, técnicas no dominio 98 Kp i P tabilidad bust

tempo utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii sa yapunov-rrasovskii que assegura a estabiidade robusta.
stra-se, por meio de exemplos numéricos, que as novas

amplamente empregadas na analise de estabilidade dicd i i d dori
sistemas com atraso, gerando condi¢des suficientes pg?g Ic0es com matrizes extras reduzem o conservadorismo
analise de estabilidade robusta independente e degende

a estabilidade do sistema formuladas como desigualdad(}eas i : .
matriciais lineareslihear matrix inequalitiesem inglés - 0 afraso de sistemas incertos continuos com atraso.
LMIs) que podem ser resolvidas com algoritmos de tempo

polinomial (Gahinet et al., 1995). Notac ao

Uma conexao entre condicdes baseadas em funcdes @eimbolo(’) indica a transposta da matri2;> 0 significa
Lyapunov para analise de estabilidade de sistemas cmstin queP & simétrica definida positiv representa o nimero de
com atraso precisamente conhecidos e condigdes no aomivértices de um politopdR ; & o conjunto dos nimeros reais
da frequiéncia do teorema do ganho pequeno escalonatfo negativos € & o conjunto dos niimeros complexds.
aplicadas a um sistema de comparacdo sem atrasos @ representam, respectivamente, as matrizes identidade e
apresentada em Zhang et al. (2001) (ver também Huangela de dimensdes adequadéis= %' ([-1,0], R") denota o
Zhou (1999) e Niculescu e Chen (1999)). Partindo de urmgspaco de Banach de fungdes vetoriais continuas mapean
representacao genérica para um sistema, essas eesdig intervalo[—1,0] emR" com a topologia de convergéncia
reproduzem alguns resultados ja conhecidos para analiggiforme.|| - || se refere a norma vetorial euclidianjap ||c=
de sistemas continuos com atraso (Li e de Souza, 1995kup || ¢(t) || representa a norma de uma fungae %.
(Niculescu et al., 1995) e (Verriest et al., 1993), obtidos arst<0 e L
partir de funcionais de Lyapunov-Krasovskii e formuladoguando 0 a,traso fo_r finito sup pode ser substituido por
Jmax”. ¢y & o conjunto definido po#y = {@ € ¢; ; ||

como LMIs por meio de uma escolha adequada das matriz€s2X - g Sl
do sistema @ [lc< Vv, v> 0}. O simbolox representa blocos simétricos

nas LMls.

A presenca de incerteza nos parametros do sistema torna

a analise de estabilidade uma tarefa mais complexa. Upa pPRELIMINARES

maneira de tratar as incertezas paramétricas na analise

de sistemas com atraso & utilizar matrizes constante®nsidere o sistema continuo dado por:

nos funcionais de Lyapunov-Krasovskii. Entretanto, essa .

técnica, conhecida C)(;mpo estabilidade quadratica, pode | X(t) = AX(t) + Arx(t - T) @
a resultados muito conservadores. cujas condic¢des iniciais sao

Resultados menos conservadores para estabilidade robusta X(to+6) = @(6),Y0 € [-1,0], to, p e Ry x &7 (2)
foram obtidos recentemente por meio do uso de funcdeendo que < R" & o estado & > 0 & um atraso de transporte
de Lyapunov dependentes de parametro e alguns desseastante.

resultados foram estendidos para tratar sistemas conoatras

E importante destacar que as condicdes LMI obtidas ef} Sistema com atraso (1)-(2) foi analisado em (Zhang et al.,
2001) pela definicao de um sistema de comparag¢ao com uma
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~ [I—,@/O—%’} )

B=l0o ¢ 1 -2

Prova: Usando o complemento de Schur (Boyd et al., 1994),
pode ser mostrado que (4) & equivalente a

Y

* —-Q+2'Q7

& 0 [ A'P+Pd +C'QE PB+C'QT ] 0

Figura 1: Sistem&(s) afetado pela incerteza €, portanto,
[ X w |Q[ X V\/]/:
variavel matricial livre, reescrito como a interconexd® = (X" +W B \Px+ X P/ X+ BW)
um sistema linear invariante no tem@gs) com um bloco / / _
A representando a incerteza estruturada, como mostrado na +(XE W Z)QEX+ Pw) —wW QW< 0
Figura 1. Desse modo, a estabilidade robusta do SiSte'Raora usando (3) e definindg = [ X X Z W ]/

afetado pela incerteza estruturaflaj|All» < 1, garante a obtem-se3Z = 0 comB dado por (7) &/Px+ XPx+ 7Qz—

estabilidade do sistema (1)-(2), como descrito no IemanQW: 7' com O dada por (6). Finalmente, usando

seguir. Maiores detalhes sobre essa equivaléncia pod : Lo
também ser obtidos em Valmérbida (2006). f8ultados do Lema de Finsler de Oliveira e Skelton (2001),

existe Q tal que’QZ < 0, ¥ : B{ = 0 se e somente se

Lema 1 Considere o sistema interconectado mostrado r?é('St'reer% tais que a equacao (5) & satisfeita.  m

Figura 1 comA = diag{A1,...,Ar}, & = Ailn, A €C, i =

ALY As condicBes apresentadas no Lema 2 sao equivalentes as
1,...,1, ||Alle <1 eG(s) com realizagdo minima dada por

condi¢des dadas no Lema 1 quango %, ¥, and % sao

X = o/ X+ BW matrizes precisamente conhecidas. Entretanto, as e&@iav
Z=€X+ 9w (3) matriciais introduzidas proporcionam graus de liberdade
W=Az Uteis que podem ser usados na analise de sistemas incertos
) em dominios politbpicos, como apresentado em Ramos e
O sistema em malha fechada Peres (2001), Ramos e Peres (2002), Leite e Peres (2003).

x= (o + BN —0D) €)% o ~ :
Nas proximas secdes sera mostrado como as escolhas

é estavel se existirem matrizes=P' > 0,P e R™", eQ= particulares para.«/,%,%,%) usadas em Zhang et al.
diag{Q1,...,Qr} >0,Q e R"*" i=1...,r de dimensdes (2001)também podem ser aplicadas as condi¢des do Lema 2
apropriadas tais que Além disso, sao apresentadas condi¢cdes LMI depensidate

parametro assegurando a estabilidade robusta do sist¢ma (

(2) com matrizes incertd®\, A;) pertencendo a um dominio
politbpico. Como em Zhang et al. (2001), as condi¢cOes sa
apresentadas para sistemas com apenas um atraso, mas sao

. oL facilmente extensiveis para analisar estabilidade densias
No lema que segue sdo propostas condicdes LMpm mgltiplos atrasos. Embora todas as escolhas para

equivalentes as obtidas no Lema 1, porém com variéve(iif’%’%@) apresentadas Zhang et al. (2001) pudessem

matriciais extras. ser aplicadas equivalentemente as condicdes do Lema 2,
apenas a condicao independente do atraso e duas cesdicd
de estabilidade dependentes do atraso s&o consideratias ne

o'P+Pd PR €'Q
* -Q 2Q | <0 (4)
* * -Q

Lema 2 Existem matrize® =P > 0,Pc R™" eQ =
diag{Q1,...,Q} >0, Q e RN =1 ... r tais que (4)

no Lema 1 é satisfeita se e somente se existPesP’ > 0, artigo.
Q=diag{Q,..., &} >0,Q eR"M i=1...reZ de
dimensdes apropriadas tais que 3 RESULTADOS PRINCIPAIS
Q+2B+B2" <0 (5) Em (zhang et al., 2001), escolhas particulares de
com (o, B,%¢,2) reproduzem algumas condic¢des da literatura
OP O O para estabilidade do sistema (1)-(2). Trés dessas escolha
~ « 0 0 O (levando as condic¢des apresentadas em Verriest eb&i3)1
Q= *x » Q 0 (6) Li e de Souza (1995) e Park (1999)) sao exploradas
x* x x -0 neste artigo empregando o Lema 2, levando a condicdes
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equivalentes com variaveis extras. De posse dessas FR BB R F FE K
condigdes, o objetivo & estendé-las para o caso dezestri 2 =|G G, Gy G, Gy Gj (13)
incertas(A, Ar) pertencentes a um dominio politopico. Hi H; Hi H; H{ Hg

| |

3.1 Sistemas Precisamente Conhecidos Lema 5 O sistema (1)-(2) & assintoticamente estavel para

Trés condicdes suficientes para analise de estabdlided 0 < T < T se existirenP =P’ >0,V =V’'>0,U=U">

sistema (1)-(2) sdo obtidas com escolhas especiais @i Fir Gi, Hi, 1 =1,....6, matrizes ddR™", tais que a
(o, B,%, ) aplicadas ao Lema 2, apresentadas nos lem§§uacao (14) & satisfeita, com
a segulr. ®; = —FA— (FL+N)A —GIALA—H +F,+P
- =/ ! et /
Lema 3 O sistema (1)-(2) é assintoticamente estavel ~$2= ~PA-AF —(R+N)A — A (R +N;)
independentemente do valor do atraso se existiteaP’ > —GoAA— AN G, —Hy —Hy
0, Q: Q’ > O F,Gi,i=1,...,4, matrizes dR"*", tais que D3 =Gy — A'F, — A (N +Fj) — AAGL — Hj
O = —'[TFZ — ITNZ — A/F5I — A/T(Né + F5I)
Prova: Em Zhang et al. (2001), mostra-se que a escolha NP /
—AA; G5 — Hg
%:A,%:AT,%:I,@:O (9) qDGZNZA‘[_GZA'[AT_A/Fé

. . - —AL(N§+ F§) — AALGg — Hi
substituida no Lema 1 resulta em condig¢des suficientes pa (Ne+Fe) , T, 6 , ? ,
a estabilidade do sistema (1)-(2) independentemente do val @7 = NoAr — GeArAr + AtNg — ArA Gg —U

do atraso. A mesma escolha aplicada ao Lema 2 leva as LMIs

do Lema 3, con® descrito por (6) e Prova: Semelhantemente, a escolha
FFF R R A =A+MA;, B=[ ™ (I-M)A; ],
1 2 3 4 (5:|: 'I[ :|7@:|:0 TOT:| (15)
|

_ ) o ) substituida no Lema 1 resulta em (Zhang et al., 2001) em
Lema 4 O sistema (1)-(2) & assintoticamente estavel pagyndices suficientes para a estabilidade do sistemi)(1)-
0<7<TseexistirenP=P>0V=V">0U=U">" pa3 0< 1 < T comM sendo considerada uma variavel
0,F, Gi, Hi,i=1,...,6, matrizes dR™", tais que (11) & matricial livre. A mesma escolha aplicada as condicBes
satisfeita, com do Lema 2, com as mudangas de variawgis- F(M — 1),
, i=1,...,6 produz as LMIs do Lema 5. Assim como em
W1=—Fi(A+A) ~GIA—HA +F, +P Zhang et al. (2001), & possivel fazer essa mudanca\peis

Wy = —Fa(A+Ar) — GoA—HaAr — (A" + AY)F; Ni,i =1,...,6 sdo variaveis livres. .
—AG,— A H;
W3=G,— (A +A)F;—AGy— A H; 3.1.1 Funcionais de Lyapunov-Krasovskii

!/ !/ li Ual ! !/

Y=t = (R +/AT)IT4 _/A G‘/‘_/ATH/“ ) E importante destacar que as condicdes obtidas a partir do
Ws = —TRAr — (A 4 Ap)Fs —AGs — ArHg teorema do ganho pequeno escalonado, com as escolhas
We = —TRA; — (A + Ap)Fg — A'Gg — ArHg (9), (12) e (15), apresentadas em Zhang et al. (2001),
quando aplicadas ao Lema 1, correspondem as condicdes
de estabilidade de sistemas com atrasos obtidas a partir
de funcionais de Lyapunov-Krasovskii, como publicado na

_ _ A literatura (Verriest et al., 1993), (Li e de Souza, 1996),

%ZA—I—AT,%:[ AT TA; },(52 |: A :|,@=O (Park, 1999).

12
substituida no Lema 1 resulta em condicdes suficie(nne?s pé coqdigéo indep_endente do atraso assqciada a e.scc)lha &
a estabilidade do sistema (1)-(2) par&@ < 7. A mesma e obtida em Verrles_t_ et al. (1993) a partir do funcional de
escolha aplicada ao Lema 2 leva as LMIs do Lema 4, @om Lyapunov-Krasovskii dado por
descrito por (6) e , 0 ,
Q= diag{V,U} V(%) =x(t)Pxt)+ [ x(t+6)Qx(t+6)do

J—=T

Prova: Em Zhang et al. (2001), mostra-se que a escolha
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F1+FJ{ —FlA—G1+F2/+P G1+Fé —FlAr—i-F‘{
* —RA-AF-G;—-G, G—AF-G; —-RA-AF,-G,

0 8
" * Q+G3+ Gl —FsAr+ G < ®)
* * * —Q—FiA; — AR,
F1+ FJ{ Yy G+ Fé Hi+ F‘{ 7'ITF1A1— + Fé ,ﬂ:lAT + Fé
* W W3 Wy Ws We
/ / T / T /
* *  G3+G3+V Hs +/G4 1;F3AT+G§ I;F;;ATJrGSS <0 (11)
* * * Hs+H;+U —TF4Ar +Hg —TF4Ar +Hg
* * * * —ThRsA; — TATR. -V —TRsAr — TALR
* * * * * —TRgAr — TALF, —U
Fr+ FJ{ D4 G+ Fé Hi+ FA —'lTFl — 'lTN]_ + FS/ N1A;r — G1AAr + Fé
* CDZ CDg CD4 CD5 CDG
* * Gg+Gé+V H3+G:1 —'lj:g— IiN3+G/5 N3A;r — G3A AL +G% <0 (14)
* * * H4+H£+U —TF4—TN4+Hé N4AT—G4ATAT+HE/3
* * * * —Ths —TNs — TR, —TN{ =V NsA; — GsArAr — T(F§ +Ng)
* * * * * (o}

sendo quex denotax(t) parat € [t — 1,t]. A condicdo mesmo aparecendo separadamente, correspondem ao veértice
dependente do atraso correspondente a escolha (12) faiA;);deZ, j=1,...,N.

proposta em Li e de Souza (1996) e pode ser obtida com ) -
o funcional Na literatura, as condi¢cbes de estabilidade robusta para

sistemas com atraso descritos por (1)-(2) cOmA;) €
0 . & geralmente empregam estabilidade quadratica (ou seja,
Jor |:/t+0 X(B) AQuAX(B)dpB P e Q sao consideradas matrizes constantes nos Lemas 1
t e 2). A estabilidade quadratica pode ser verificada para
+ X(B) A.Q:Ax(B)dB | db todo (A, A;) € £ testando as condi¢des (por exemplo a
tHo-t condicao do Lema 1) nos vérticés, A;)j, j =1,...,N do
e, finalmente, a condicado dependente do atraf®litopo &. Resultados menos conservadores que contém
correspondente a escolha (15), proposta em Park (1999 @stabilidade quadratica como um caso particular podem
obtida com o funcional ser obtidos considerando matrizes dependentes de pasamet
P(§)=P(£) > 0eQ(§) = Q(§)' > 0 dadas por

V(%) = x(t)'Px(t) +

0
V(%) = X(t)'Px(t) + / /ttek(B)/A/TQlATX(B)dBdG \ \ \
e : PE)=Y &P QE) =Y &Q; ¥ &=1§>0 17)
+ /ti X(6)'Qux(6)d6 = a2 A

no Lemal.

3.2 Analise de Sistemas Incertos Empregando a escolha dada por (9) pava #,%, %), nos
. . o . vértices de#?, a estabilidade robusta do sistema (1)-(2) com
Considere que as matrizés e A; ndo sao precisamente

conhecidas, mas pertencem a um dominio politbpico o(eA’AT) € & & garantida pelos seguintes lemas.
incerteza%? dado por
Lema 6 O sistema (1)-(2) confA Ar) € & dado por (16)
é robustamente estavel independentemente da magnitude d
P = {(AaAT)(E) F(AADE) = §i(AADf atraso se existirer®; =P/ >0eQ; =Q}, j=1,...,N,

Z : _
: matrizes ddR"<", tais que

N
=1, ¢&2>0 16
JZlJ j } (16)

P4

AP +P P& Q)

. : W= * -Qi Z{Qj | <0
Qualquer par de matrizes no conjunté pode ser escrito . " Y
como uma combinacao convexa dos vérti¢asA;); do b
politopo. Nas LMIs seguintes, as matrizég e Arj, ji=1...,N (18)
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R%Bj+P %k ¢/ Q+EQj
Qi -&  Zj+ZQ; | <0;
* —Qj — Q«
= = R+ A + P + Pok
i=1..N-Lk=j+1..N (19

* ot

A=Ay, Bj = Aj,
¢ =1,2;=0; j=1,...,N (20)
Prova: Com a escolhayj, %j, ¢}, Z; dada por (20)P(&) =
P(&) >0eQ(&)=Q(&) > 0dadas por (17), substituindo-
se nas condi¢des do Lema 6 tem-se

o (§)P(&)+P(&) (&) P(&)B(E)
W(¢E) = * -Q(&)
%(£)'Q(E)
2(£)Q(&)
—Q(§
N N-1 N
=5 &+ > &idWk <0 (21)

0 que assegura que o sistema incerto (1)-(2) odA;) € &

dado por (16) & robustamente estavel independentementerdbustamente estavel para0r < T.

atraso.

tais que
Q&)+ 2 (§)B(E)+B(&) 2/ (§) <0

que, de acordo com o Lema 2, & equivalente a (21).

(26)

A escolha dada por (12) pafar, 4,%,2), nos vértices de
&, a estabilidade robusta do sistema (1)-(2) qéui;) €
Z & garantida pelos lemas abaixo.

Lema 8 O sistema (1)-(2) corfA, A;) € & dado por (16) &
robustamente estavel para@ < 7 se existirenP; = PJ-’ >0,
Vi=V{>0eU;=Uj>0,j=1,...,N, matrizes daR™"
com

Qj:Q’j:diag{Vj,Uj}>O , (27)
tais que (18)-(19) sao satisfeitas e
A=A+ Ay, B = T ThA
%) = Aj . 2;=0; j=1,...,N (28)
Arj

Prova: Com a escolhayj, %, ¢j, 7; dada por (28)P(&) =

P(&) >0eQ(&)=Q(&) > 0 dadas por (17), substituindo-

se nas condicdes do Lema 8 tem-se (21), 0 que assegura que
o sistema incerto (1)-(2) corfA A;) € & dado por (16) é

Resultados menos conservadores sao obtidos usando as

Usando os graus de liberdade extras proporcionados peVasiaveis matriciais extras introduzidas pelo Lema 2.

matrizes2” no Lema 2, o seguinte resultado & proposto.

Lema 7 O sistema (1)-(2) comAA;) € & dado por
(16) é robustamente estavel independentemente do a&as
existremP; =P/ >0, Qj=Q;>0e Zj, j=1,...,N,
matrizes ddR™", tais que

Qi+ 2iBj+B;2] <0, j=1,....N (22)

Qj—k@k—k«%jék—i—%kéj+I§}%+I§L%/<O;
j=1... ,N-1 k=j+1,...,.N (23)
comg, #j, ¢j, Z; dadas em (20) e

0O B O 0
~ * 0 O 0 .
Qj= 1=1,...,N 24
J x *x Q 0 J (24)
* ok ox —Qj

Lema 9 O sistema (1)-(2) cortA Ar) € &2 dado por (16) &
robustamente estavel para@ < 7 se existirenP; = PJ-’ >0,
¥ =V/>0,Uj=Uj>0eZj, j=1,...,N, matrizes do
R™N, tais que (22)-(23) sao satisfeitas cemy, Bj, €j, 2
dadas em (28)Q; = Q’J > 0 dada por (27) éﬁj como em
(24).

Prova: A prova é bastante semelhante a provado Lema 8. As
LMIs do Lema 9 asseguram que existBi§) =P(&) >0e
Q(&)=0Q(&) > 0comoem (17) &2’ (£) dada por (25) tais
qgue (26) € valida, o que, de acordo com o Lema 2, garante
que (21) também & verificada. m

Como feito para sistemas precisamente conhecidos, a
escolha de(«/,%,%,2) dada por (15) nos vértices do
politopo & resulta em condi¢bes de estabilidade robusta
dependentes do atraso para o sistema (1)-(2). Como existem
produtos de matrizes tais CoMeA e A;A¢, as LMIs devem

Prova: A prova & bastante semelhante a provado Lema 6. &onsiderar trés indices; k e /.

LMIs do Lema 7 asseguram que existe§) =P(¢)' >0e
Q(&) =Q(&)' > 0 como em (17) & (&) dada por

N N
%(E)ZZEJ%,ZEJ:L & >0 (25)
=i i=

Lema 10 O sistema (1)-(2) conA, A;) € & dado por (16)
é robustamente estavekOT < T se existirenP; = PJ-’ >0,

Vi=V/>0,Uj=U{>0eNj, j=1,..,N, matrizes do
R™N tais que as LMIs (29), (30) e (31) sejam satisfeitas.
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A’ij+A’T]-(Nj+Pj)+PjAj+(Nj+Pj)Arj T(Nj+Pj)  —NjA; A'JATIVJ Uj

* -V 0 0
* * -U;j A’”A’TJVJ 0 <0;j=1,...,N (29)
* * * -Vj 0
* * * * —Uj
M ZIT(N]' + Pj) + IT(Nk+ R) I ALA/T]'VJ' +A/jA::|le +A’JA/T]Vk 2Uj +Ug
* A 0 0
* * —2Uj — Uk AakA +A’ JAde] +AT]ATJVk 0 <0;
* * * -2V —V 0
* * * * —2Uj — U
ji=1...,N;k=1....N;k#j (30)
] :A'ij +A/rj(Nj +Pj) + PjA| +(Nj +P))Aj +A/jF1<+A'Tj(Nk+H<)
+P A+ (Nj + Py ) Adk + AP + Ay (N -+ Pj) -+ A + (Nj +Pj)Arj
M2 = —=NjArj — NkArj — NjAgk
Z1 2(T(Nj+P) + T(Nk+PR) + T(Ne + ) = =3 2(Uj +Uc+Uy)
* —2(Vj +Vi+Vo) 0 0 0
* * —2(Uj +Ux+Uy) =4 0 <0;
* * * —2(Vj +W+Vp) 0
* * * * —2(Uj +Ux+Uy)

j=1,...,.N-2 k=j+1,....N-1; ¢=k+1,....N (31)

=1 = AjR+ AP + AP+ APy + AP+ AR+ AT (N + B + Agi(Nj +Py) + Az (N + Pr)
+AGe (N} +Py) 4 Agi(Ne =+ Pr) + Ay (N + Po) + Py A+ BeAj + PiAy +PrA] -+ By + PrA
+(Nj 4 P)Adk+ (N + Ro)Arj + (N + Py)Adg + (N + Pr)Acj + (N + Po)Ade + (N + Pr) Agi
=2 = —NjAgk — NkArj — NjAgr — NeArj — NkAge — NeAgi
=3 = ATV + ARGV + AT ALV + AAGY + A A Vi + AYAT Vi
=4 = AgAr Ve + AgiAuVi + AL AGVE + A AdkY + A A Vi + AgeAr Vi

Prova: A prova & semelhante as provas dos Lemas 8 e Q(&) = Q(&)’ > 0 dadas por (17) cor®; definida em (27)
As LMIs (29), (30) e (31) sao suficientes para garantir que 2 (&) dada por (25) con#?j particionada como em (13)
P(&)=P(&) >0,Q(¢)=Q(¢)' > 0dadas por (17) co;  verificam as condicdes do Lema 5 para tqdoA;) € Z.
definida em (27) verifiguem as condi¢cbes do Lema 1 pafeoi realizada a mudanca de variavig = F;j(M —1), £ =
todo (A,A;) € &2. Note que foi utilizada a mudanca del,...,6,j=1,...,N, similar a do Lema 10. [
variaveisN; =Pj(M—1), j=1,...,N. L] o )
Um primeiro comentéario sobre os resultados desta secao
Usando as variaveis extras do Lema 2, resultados menosjue, embora as LMIs dependentes de parametro (21) e
conservadores sao obtidos. (26) sejam equivalentes, as variaveis matriciais ex#gs
fazem com que as condig¢des suficientes dos Lemas 7,9 e 11
Lema 11 O sistema (1)-(2) corfA, A;) € & dado por (16) (obtidos pelo Lema de Finsler) sejam menos conservadoras

€ robustamente estavel parg@ < 1 se existirenP; = P/ gue as condic¢des suficientes dos correspondentes Lemas 6,
0,Vj= V >0,Uj= U > 0eNyj, Fij, Gaj, Hij, ..., Ngj, FGJ! 8 e 10 (obtidas diretamente pela explora¢ao da positieda
Gsj Hej, j= 1,...,N, matrizes ddR™", tais que as LMIs do conjunto de parametros incertos) para a avaliacao das
(32), (33) e (34) sejam satisfeitas. condicOes de estabilidade robusta dos sistemas inadsisg

Outro ponto a ressaltar € que as condi¢des dos Lemas 7, 9
Prova: Semelhante a prova do Lema 10. As LMIs (32), (33 11 poderiam ser usadas com as matrizes extras (particdes
e (34) sao suficientes para garantir ®€) = P(¢)' > 0,
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F1j+Fl/j A12j Glj+Fé]- H1j+F‘{j ,ﬂzlj,-FNlijFéj NleijGlerjArijFéj

* N22j N2gj N24j Mg Nogj

* * Gg; +G/3]- +Vj  Hg;j +G/4]- —TF3j — TNgj +G/5]- NajArj — GsjArjAcj +G%j <0 j=1 N (32)
* * * N4 ,ﬂ:4j,-,TN4j+Héj N4jArj*G4jArjArj+Héj ' e

* * * * Nssj Nsgj

* * * * * Negj

com

A12j = —F1jAj — (F1j +Nuj)Arj — G1jArjAj —Hyj + Fz/j
Nazj = —FojAj = AjFzj — (Faj +Ngj)Arj — At (Fj + Naj) — GojArjAj — AjAT Gaj — Haj —Hg
Nagj = Ggj — AjFgj — Arj(Ngj +Fgj) — AjAT Gyj — Hgj 5 Azaj = Haj — AjFyj — Arj(Ngj + Gyj) — AjAL Gyj —Hyj
Nasj = —TFaj — TNgj — AjFg; — A7 (Ng; +Fg)) — AjAT; Ggj — Hg;
Naggj = —N2jArj — GjArjArj — AjFg; — Arj (Ngj + ) — AjA7Ggj — Hg;
Aagj = Haj +Hyj +Uj 5 Assj = —TFs) — TNs; — TFg; — TNg; —Vj ; Asgj = NsjArj — GsjArjArj — T(Fgj +Ng;)
Negj = —NojArj — GejArjArj +ArjNgj; — ArjATGgj —Uj

da matriz.2") fixas, resultando em condi¢cdes mais simples €onsidere o seguinte modelo para a dinamica de um processo

de menor complexidade, porém mais conservadoras. de fresagem, no qual algumas incertezas foram inseridas
Zhang et al. (2002)

3.3 Complexidade das Condi¢c 6es LMIs x = A(k, p)X(t) + Ar (K)X(t — T) (35)

As condicdes fornecidas nos lemas 3 a 11 sdo convex&8M

definidas como testes de factibilidade de LMIs. Podem ser 0 0 1 0

resolvidas em tempo polinomial por algoritmos de pontos Al B 0 0 0 1

interiores, com esforco computational proporciondd ., (ko) = as1 95+p 0 0

sendoK o numero de variaveis escalared_eo numero 4,75+% _14,75—g 0 -0.25

de linhas de LMIs (Boyd et al., 1994), (Gahinet et al., (36)

1995). Outros programas resolvedores de LMIs, como por Aiky=[0 0 k 0]'[1 0 0 0] (37)

exemplo o SeDuMi (Sturm, 1999), podem exigir esforgo& elementoag; na matriz dinamicaA & dado porag; —
computacionais diferentes. A Tabela 1 da os valoreK de —(9.5+ p + k), sendo quek representa a rigidez de corte

eL para cada um lemas propostos. e 0< p < 1. O sistema precisamente conhecido apresentado

. em Zhang et al. (2001) & obtido com o valpor= 0.5.
4 EXEMPLOS NUMERICOS Primeiramente, considerk = 0.1, definindo assim um

politopo com dois vérticed/ parap = 0 eV, parap = 1).

Considere o sistema incerto apresentado em Peres etm@ira este caso o Lema 10 assegura a estabilidade robusta
(2003) com vértices dados por dependente do atraso para o sistema incerto até o valor
Tiio = 1 x 10'8, 0 que pode ser um indicativo de que o
sistema é estavel independentemente do atraso. Os Lemas 8
9 garantem a estabilidade robusta dependente do atraso para
TLg = 0.624 eT g = 0.231, respectivamente.

(A A = ( —1.3451 06510 0.0025 —-0.7350 )
AL 0.6135 —0.3007 |’| 0.0859 —0.0086

—0.1849 01202} {—0.3219 01123 })

a2 (|
—09822 01787 04372 -0.1571 Considerando o caso em glie- 0.5, tem-se outro politopo

L - com dois vertices. As condi¢bes dos Lemas 8 a 11 (L8 a
O atraso maximar para o qual a estabilidade robusta § 11) asseguram a estabilidade robusta dependente do atraso

assegurada foi calculado testando as condi¢gdes dos Lepafa os seguintes valores maximos de atrasg:= 0.124,
8(L8),9(L9), 10 (L10) e 11 (L11), resultando nos seguinteg , — 0.231,7, ;0 = 0.244, 7,11 — 0.320.

valores: T g = 0.249, 1|9 = 0.712, T 10 = 1.699 eT 11 =

2.191. Em Peres et al. (2003) o melhor resultado obtidas condi¢gdes propostas para anélise de sistemas iscerto

foi T = 1.480, aqui superado pela avaliagao obtida com bemas 6 e 7 foram testadas para o seguinte sistema incerto
Lema 11. de ordem trés e com dois vértices randomicamente gerados
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A11jk A1eijk

N <0 j=1,...N,k=1,...,N, j #k (33)
* Nesijk
com
Aa1jk = 2(F1j +Fij) +Fuc+Fyy
N2k = —F1jA] — F1jAc— FiAj — (F1j +Naj)Arj — (F1j + Nij)Ark — (Fak + Nik)Arj
—G1jArjAc — G1jAnA] — GiArjAj — 2H1j — Hix + 2R + Fy + 2P + Pk
Aizjk = 2(Gyj +F3j) + G+ Fae s Ak = 2(Haj + Faj) + Hu + Fge
Aasjk = 2(—TF1j — TNgj + Fgj) — TFak — TN+ Fg
Asgjic = N1jArj + NajArc+ NuArj — GrjArjArc — G1jAne — GueArjArj + 2R3 + P
Nagjk = —FojAj — Faj A — FaA] — AiFS; — Ay — ALFS; — (Faj + Noj)Arj — (Faj -+ Naj) Ak
—(Fak+Naw)Arj — Az (Fj + Ngj) — At (Fa+ Nay) — A (P +N3j)
—G2jAr A — G2 ArkA] — GaAniA| — A AL Ghy — A Ay Gl — AAL Ghj — 2Hzj — Ha — 2Hj; — H
Nasjk = 2Goj + Gax — AjF3j — AjFg — AFg — Arj (N3 +Fgj) — Arj (Ng + Fa) — A (Ngj +F)
—AjAT |Gy — AjALGaj — ALATGaj — 2Hgj — Hy
Naajk = 2Hzj + Hax — AjFg) — AjFg — AR — Atj (N + Gly) — Arj (N + Gly) —
—AiAL Gl — AjALG) — AAL Gl — 2Hjj — Hiy
Nasjk = —2TFaj — TFa— 2TNgj — TNak — AjFgj — AjFg — AFgj — At (Ns; + Fgj) — Arj (Ngy + Fei)
—Ar(N5j +Fsj) — AjAL Gy — AjALGs) — AATGsj — 2Hg; — Hg;
Aagik = —N2jArj — NojArk — NawAr | — GojArjArk — GajArcArj — GaicArjArj — AjFg; — AR — AR,
—Aj(Ngj + Fgj) — Arj (Ng + Fgi) — Are(Ngj + Fgj) — AjAT G — AjALGgj — AAr Ggj — 2Hgj — Hg;
As3jk = 2G3j + Gak+ 2G5 + Gy + 2Vj + Vi 3 Agajk = 2Hzj +Hak+2Gyj + Gy ; Assjk = —2TFaj — T3 — 2TN3j — TNgy + 2G5 + G
Asgjk = NajArj + NajArk +NakArj — GzjArjArk — GajArkArj — GakArjArj + 2Gg; + Gy
Asajk = 2Haj + Ha +2Hgj +Hy +2Uj + Uk 5 Agsj = —2TF4j — TFac — 2TNgj — TNg + 2Hg; + Hg
Aagik = NajArj + NajArk + NaArj — GjArjArk — GajArkArj — GaArjAr + 2Gg; + G
NAssj = —2TFsj — TFg — 2TNsj — TNg — 2TF; — TR — 2TNG; — TNG — 2V —Vj
Ns6j = NsjArj + NsjArk + NogArj — GsjArjAck — GsjArkArj — GakAr jArj — 2T(Fgj +Ng;j) — T(Fg+ Ny
Nesj = —NejArj — NojArk — NekArj — GgjArjArk — GgjArkArj — GekArjArj + ArjNgj + ArjNg + AN
—AncArGgj — ArjAnGe; — AniArjGsj — 2Uj — Uk

7k(Ngj +Gj)

Tabela 1: Valores dK (variaveis escalares)le(nimero de linhas de LMIs) para os lemas 3 a 11.

Lema K L
3 n(n+1)/2+8n” 6n
4 (3n(n+1)/2) 4 18n? 9n
5 (3n(n+1)/2) + 24n? 9n
6 N(n(n+1)) 3n(N+N(N—-1)/2) +2nN
7 N(n(n+1)+8n?) An(N+N(N—1)/2) +2nN
8 N(3n(n+1)/2) 5n(N+N(N—-1)/2)+3nN
9 | N(3n(n+1)/2+18n?) 6n(N+N(N —1)/2) +3nN
10 N(3n(n+1)/2+n? | 5n(N+N(N—1)+ (N3 —3N?+2N)/6) +3nN
11 | N(3n(n+1)/2+24n?) | 6n(N+N(N— 1)+ (N3—3N2+2N)/6) +3nN
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A1ijke -+ Naejke
<0; j=1,...,.N-2 k=j+1,...,N—-1 ¢=k+1,....N (34)
* Nesjke
com
Aaijke = 2(Faj + Fik + Fue) + 2(Ffj + Fi+Fiy);

N12jke = —F1jAc — F1jAr — FicAj — FueAp — FoAj — FroAx — (Frj 4 Naj)Agk — (F1j + Nij) Arg — (Fix + Nik)Ar
—(Fik+Nak)Arg — (F1e + Nig)Arj — (Fre +Nig)Ark — G1jArkAr — G1jArAk — GikArjAr — GikArrAj — GuoArjAx — GrrArkAj
—2Hyj — 2Ha — 2Hyy + 2F;; + 2F;; + 2F5, + 2P + 2R+ 2P
Aasjke = 2G1j + 2G1k + 2Gay + 2F3j + 2F3 + 2F3, 3 Aaajke = 2H1j + 2F; + 2Hax + 2R + 2H1y + 2F,

Aisjke = —2TF1j — 2TNyj + 2Fg; — 2TFyy — 2TNyk + 2Fg — 2TFy — 2TNy + 2Fg,

Atejke = N1jAck 4 NijArs + NikArj +NaAre + NigArj + NicArk
—G1jArkArr — G1jAriArk — GirArjAry — GukAreArj — GrrArjArk — GreAckAr + 2Fg; + 2Fg + 2Fg,

Noojke = —F2jAk — F2j Ay — FakAj — FakAr — FopAj — FapAg fA/j F2/k — A/j Fz/é fALFZ/J- — A&Fz/é fAQFZ/]- — A/EFZ/k
—(F2j 4+ Noj)Ark — (Fak + Nak)Arj — (F2j 4+ Noj) Ay — (Far + Nog)Arj — (Fax + Nak)Are — (Fae + Nag ) Ark — Arj (Fa + Nay )
—AG (Fap +Noy) — A (Faj +Noj) — Az (P + Ny ) — Ay (Fap + Ny ) — Ay (Fa+ Nay) — G2 ArkAr — GojAreAx — GakArjAr
—GaAr(Aj — GorArjAx — GrAr Ak — AjAL Gy — AjAL Gy — AAT | Gy — AR G — AYAT | Gy — ALALG);

—2H3j — 2Hg — 2H3, — 2H§j — 2H:/’>k — 2Hé€
Nasjke = 2Gzj + 2Gk + 2Gg — AjFg — AFsj — AR, — A Fs; — AlFg — AR — A (Ng; + Fgj) — Arj (Ng + Fa)
—An(Ngj + F3)) — A7} (N3, + Fgp) — A (Ngj + Fgj) — ALy (Nay + Fag) — ALy (N3 + Fay) — AjAL Gy,

—AGAL Gy — AAT |Gl — AAT Cj — ApAT Gy — A AL Gaj — 2Hg; — 2Hg — 2H,

Noajke = Haj — AjFyj — Arj(Nyj +Gyj) — AjAT Gy — Haj + Hak — AFa — A (N + Gl ) — A Gl — Hae
+Hgr — AYFg — AL (N, +Gy) — AAL Gy — Hy
Nosjke = fZITng — 2TFy — 2TFy — 2'ITN2j — 27N — 2TNg; — A/j Fék fALFéj fA/j Féé 7A2F5/j — A&Féé fAQFék
—A7j (Ng +Fgy) — Apic(Nsj + F;) — A7 (N5, + Fgy) — A (Ngj + Fgj) — Apy (N5, + Fy ) — Apy (Ng + Fey ) — AjALGs,
—AGAL Gy — AAT |Gy — AAT G — ApArGoy — AyAr Gsj — 2Hg; — 2Hg, — 2Hg,

Nzejke = —N2jArk — NakArj — NojAry — NogArj — NokArp — NogArk — G2jArkAre — GojArArk — GoakArjAre — GakArrAr
—GorArjArk — GorArkArj — AjFg — AFgj — AjFgy — AFg; — AR, — Al e — Arj (Nay + Faio) — Aric(Ng; -+ Fe;)
—A7j(Ngy + Fgp) — Ary(Ngj + Fgj) — Ap(Ng + Fgp) — Apy(Ney + Faie) — Aj AL G — AjAL Goy — AR Gy — AAL G
—AUA; [ Goy — AYALGgj — 2Hg) — 2Hg — 2Hg,

As3jke = 2G3j + 2Ggk +2G3¢ + 2G5 +2Gy + 2G3, + 2Vj + 2k + 2Vp 5 Azajke = 2H3j + 2Hak + 2Hz, + 2G}; + 2Giy + 2Gy,
Assjkg = —2TF3j — 2TFa — 2TF3) — TNgj — TNg — TN3; + 2Gg; + 2G5 + 2G5,

N3zejke = N3jArk+ NaAr j + NajArg +NagArj + NakArg + NarArk — GajArkAre — G3jArcArk — GakArjAre
—GakArrArj — GarArjArk — GarArkArj + ZG%j + ZG%k + ZG%[

Naajke = 2Haj +2Hak + 2Hag + 2Hp5 + 2Hg + 2Hp, 42U 42U + 2U;

Nssixe = —2TFgj — 2TFg — 2TFay — 2TNyj — 2TNg — 2TNgg + 2HE; + 2HG, + 2HE,

Asgjke = NajArk + NagAgj + NgjArg + NagArj + NakArg + NagArk — GajArkAre — GajAreArk
—GakArjAre — GaxArArj — GagArjArk — GaeArkArj + 2Héj + 2H€/3k + 2Héé
Nssix¢ = —2TFsj — 2TFgy — 2TFs; — 2TNsj — 2TNg — 2TNg — 2TFS; — 2TF4, — 2TFL, — 2TNG; — 2TNG — 2TNG, — 2V) — 2V — 2V,
Asejke = NsjArk + NsgAgj + NsjArg + NspArj + NskArg + NsgArk — GsjArkAre — GsjArArk — GekArjAre
—GokArArj — GsyArjArk — GseArkArj — 2T(Fgj + Ngj) — 2T (Fg + Ny ) — 2T (Fgy + Ny )

Neejke = —NejArk — NokArj — NgjAry — NgeArj — NekArp — NopArk — Ggj ArkAre — GejAreArk — GekArjAre
~GeAriArj — GerArjArk — GorArkArj + ArjNe + AgNgj + A7 Ng, +ArNgj + A Ng, + A7 Ne — Arj AL Gy
— A AT G — ArArGar — A Gaj — Ar oAt G — ArApGgj — 2Uj — 22Uk — Uy
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mostrado que as avaliacdes com as LMIs com matrizes
extras fornecem melhores resultados que as condicdes

(AA = ( *3%761 733336 *44%269 suficientes no espaco paramétrico original. No contexto
L= ' de analise robusta de sistemas com atrasos, as condicdes
0 1 0749 ™ s L.
de estabilidade robusta garantem a existéncia de furisiona
8 100 %0 com matrizes dependentes de parametros, proporcionando
) resultados menos conservadores do que 0s obtidos com
0 0 3749 .
matrizes constantes.
No espaco aumentado de parametros, ocorre a separagao
—41.259 585225 —2347695 das matrizes que descrevem a dinamica do sistema das
(A A2 = ( 1 1749 0 , matrizes que compdem os funcionais usados na avaliagao d
0 1 0749 estabilidade robusta. Uma possivel extensao destdhmba

0 O 0 com atrasos baseados nas variaveis matriciais introdsizid
0 0 3749 pelo Lema de Finsler, mantendo os funcionais dependentes
de parametros, ou mesmo a sintese de controladores

Novamente, a condicko com matrizes extras dg@ependentes de parametros.
Lema 7 identificou o sistema incerto como estavel

independentemente da magnitude do atraso, enquago AGRADECIMENTOS
que as LMIs da condigdo sem variaveis extras sao inist’

{ 0 10 130 ] seria a sintese de controladores robustos para sistemas
)

para este sistema. Este trabalho contou com o apoio das agéncias CAPES,
CNPqg, FAPEMIG (TEC 840/05) e FAPESP. Os autores

5 CONCLUSOES ag[aQecem 0s comentarios e as sugestdes dos revisores
andnimos.

Foram apresentadas extensdes de condi¢cdes LMI do taorem

do ganho pequeno escalonado para o caso de sisteREFERENCIAS

lineares continuos com incerteza politbpica. Paramste

precisamente conhecidos (sem incerteza), as LMIs doyd, S., El Ghaoui, L., Feron, E. e Balakrishnan, V. (1994).

teorema do ganho pequeno escalonado foram associadas Linear Matrix Inequalities in System and Control

na literatura a condi¢cdes para a analise de estabilidade Theory SIAM Studies in Applied Mathematics,

sistemas com atraso, dependentes e independentes do atraso Philadelphia, PA.

obtidas por meio de funcionais de Lyapunov-Krasovskii.

Neste trabalho, mostrou-se que condicdes equivalegtesde Oliveira, M. C., Bernussou, J. e Geromel, J. C. (1999). A

condicdes do teorema do ganho pequeno escalonado podem new discrete-time robust stability conditid®ystems &

ser expressas em um espacgo paramétrico aumentado, com Control Letters37(4): 261-265.

variaveis extras (multiplicadores) obtidas pela utg&a do

Lema de Finsler. de Oliveira, M. C. e Skelton, R. E. (2001). Stability tests fo
constrained linear systemisy S. O. Reza Moheimani

A partir de propriedades que exploram a positividade dos  (ed.), Perspectives in Robust Controlol. 268 of

parametros incertos, foram obtidas condi¢bes sufiegent Lecture Notes in Control and Information Science

que asseguram as condicdes do teorema do ganho Springer-Verlag, New York, pp. 241-257.

pequeno escalonado para sistemas lineares com incertezas

politopicas. As condigBes suficientes obtidas no espagahinet, P., Nemirovskii, A., Laub, A. J. e Chilali, M. (1995

paramétrico aumentado sdo menos conservadoras que as LMI Control Toolbox User's GuideThe Math Works

condicOes suficientes no espacgo original, pois as neatriz Inc., Natick, MA.

extras proporcionam graus de liberdade que melhoram
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