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ABSTRACT

This paper proposes an analytical model for describ-
ing the mean weight behavior of an adaptive interpo-
lated FIR structure. The adaptive algorithm is the con-
strained filtered LMS, which is derived from the clas-
sical LMS algorithm. Since the interpolated FIR filter
makes use of an interpolating structure cascaded with
the adaptive filter, some assumptions used for the classi-
cal LMS can no longer be applied. The proposed model
is obtained without considering the independence the-
ory, which is a commonly used hypothesis to simplify
the classical LMS analysis. In addition, by considering
the adaptive interpolated filter topology a constrained
analysis is introduced. Simulation results demonstrate
the quality of the proposed model as compared to the
ones available in the literature.

KEYWORDS: Adaptive filtering, adaptive interpolated
FIR filters, LMS algorithm.

RESUMO

Este artigo propõe um modelo anaĺıtico para descrever o
comportamento do valor médio dos coeficientes de uma
estrutura adaptativa FIR interpolada. O algoritmo de
adaptação utilizado é o LMS filtrado restrito, derivado
do algoritmo LMS clássico. Como o filtro FIR interpo-
lado emprega uma estrutura de interpolação em cascata
com o filtro adaptativo, certas hipóteses assumidas para
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o caso do LMS clássico já não podem mais ser aplica-
das para essa particular topologia, devendo-se necessa-
riamente usar outras considerações e aproximações. O
modelo proposto é obtido sem considerar a teoria da in-
dependência, que é uma hipótese simplificativa bastante
utilizada para a análise do LMS clássico. Baseando-
se na topologia do filtro adaptativo interpolado, é tam-
bém desenvolvida uma análise utilizando restrições line-
ares. Resultados de simulações comprovam a qualidade
do modelo proposto, quando comparados aos modelos
dispońıveis na literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Filtragem adaptativa, filtros adap-
tativos FIR interpolados, algoritmo LMS.

1 INTRODUÇÃO

A partir do trabalho apresentado por Neuvo et alii

(1984), no qual as estruturas FIR interpoladas (IFIR)
foram introduzidas, uma grande quantidade de traba-
lhos têm sido desenvolvidos sobre esse assunto (Neuvo
et alii, 1984; Neuvo et alii, 1987; Saramäki et alii, 1988).
Atualmente, é fácil encontrar essas estruturas nas mais
diversas áreas de aplicação, tais como: comunicações,
instrumentação, dentre outras. A idéia básica desses fil-
tros consiste em usufruir da redundância dos coeficientes
do filtro FIR, permitindo remover algumas amostras de
sua resposta ao impulso. As amostras extráıdas podem
ser então recriadas através de uma adequada estrutura
de interpolação. Filtros FIR interpolados são especial-
mente atrativos visto que possuem todas as proprieda-
des desejáveis dos filtros FIR, possibilitando uma mais
eficiente implementação. Na literatura, são encontradas

84 Revista Controle & Automação/Vol.14 no.1/Jan., Fev. e Março 2003



também algumas propostas de filtros IFIR adaptativos
(Abousaada et alii, 1992; Seara et alii, 1992). Em algu-
mas aplicações, as estruturas adaptativas FIR (AFIR)
convencionais apresentam uma grande quantidade de co-
eficientes para adaptação, o que representa o principal
inconveniente desse tipo de estruturas. Esse problema é
originado nas operações necessárias para a atualização
dos coeficientes e a filtragem propriamente dita. Nesse
contexto é que os filtros IFIR adaptativos (AIFIR) po-
dem representar uma alternativa eficiente para substi-
tuir as estruturas AFIR convencionais. Um filtro AIFIR
possui todas as vantagens de uma estrutura IFIR, as-
sim como as caracteŕısticas desejáveis dos filtros AFIR
convencionais. Por outro lado, é importante ressaltar
que um melhor desempenho dessa estrutura fica sem-
pre restrita às caracteŕısticas do filtro interpolador utili-
zado. Isto é, a aplicação de estruturas adaptativas inter-
poladas é mais apropriada quando os sinais envolvidos
apresentam seus componentes de freqüências limitados
à banda passante do filtro interpolador. A maior parte
dos trabalhos dispońıveis envolvendo estruturas AIFIR
se concentra na comparação do seu desempenho em rela-
ção às estruturas AFIR convencionais. Esses trabalhos
têm sido importantes para determinar algumas proprie-
dades dessas estruturas (Abousaada et alii, 1992; Seara
et alii, 1992). Entretanto, é preciso contar com mo-
delos anaĺıticos que descrevam o comportamento do fil-
tro, permitindo predizer seu desempenho para diferentes
condições de funcionamento.

O objetivo deste trabalho é fornecer um embasamento
teórico, sob o qual possam ser desenvolvidos e estuda-
dos modelos anaĺıticos para o comportamento dos coefi-
cientes de estruturas AIFIR que empregam o algoritmo
LMS. O modelo é derivado utilizando considerações que
não estão inclúıdas nas análises atualmente dispońıveis.
As análises desses tipos de estruturas até agora têm pro-
curado estender para os filtros interpolados a teoria de
análise do FIR-LMS clássico, não considerando as restri-
ções a que alguns coeficientes do filtro estão submetidos.
Isto é, a análise clássica considera que o espaço dos coe-
ficientes é irrestrito, ou seja, os coeficientes de um dado
filtro adaptativo podem assumir qualquer valor de forma
a minimizar uma determinada função custo. Por outro
lado, em uma estrutura AIFIR, apenas N/L coeficien-
tes dos N posśıveis são adaptados, sendo L o fator de
interpolação. Isso significa que o espaço de coeficientes
de uma estrutura AIFIR é um subespaço da correspon-
dente estrutura AFIR. Então, para realizar uma aná-
lise apropriada, devemos utilizar uma ferramenta ma-
temática que permita incorporar essa restrição no pro-
cesso de análise da estrutura AIFIR. Uma variante do
algoritmo LMS, o algoritmo CLMS (constrained -LMS)
(Frost, 1972) permite considerar essa situação e, assim,

obter um modelo do comportamento dos coeficientes de
um filtro AIFIR. Um outro ponto abordado está rela-
cionado à teoria da independência (TI), que é uma hi-
pótese simplificativa freqüentemente utilizada na análise
de filtros adaptativos (Mazo, 1979; Widrow e Stearns,
1985; Haykin, 1996). Através da TI, considera-se que os
vetores de entrada são estatisticamente independentes.
Entretanto, a presença do filtro de interpolação faz com
que os vetores em diferentes instantes sejam correlacio-
nados. Com isso, a TI já não pode ser mais aplicada e,
para uma correta análise, devemos considerar a correla-
ção existente entre os vetores de entrada (Tobias et alii,
2000). Neste trabalho, foram consideradas tais correla-
ções como também a inclusão de restrições no processo
de análise, resultando em um modelo elegante e preciso
para predizer a evolução do comportamento médio dos
coeficientes da estrutura AIFIR-LMS estudada.

2 FILTROS IFIR – FILTRO ÓTIMO

A Figura 1 mostra o diagrama em blocos da estrutura
clássica de um filtro IFIR com coeficientes fixos. Em
Neuvo et alii (1984), Neuvo et alii (1987) e Saramäki
et alii (1988), são apresentados diversos procedimentos
para realizar o projeto de tais estruturas. No contexto
de filtragem adaptativa, procura-se determinar o melhor
conjunto de coeficientes para o filtro esparso adaptativo
(W), de forma a minimizar uma determinada função
custo.

Figura 1: Diagrama em blocos de um filtro IFIR clássico.

Na Figura 2, W e I representam o filtro FIR esparso e o
filtro interpolador, respectivamente. O sinal de entrada
é denotado por X(n) = [x(n), x(n − 1), . . . , x(n − N +
1)]T . Para o esquema da Figura 2, assumimos que x(n)
e d(n) são amostras de um processo aleatório, onde d(n)
é o sinal desejado. y(n) e e(n) representam a sáıda da
estrutura interpolada e o erro de estimação, respectiva-
mente.

A função tipicamente utilizada para determinar o ve-
tor de coeficientes ótimo é o erro quadrático médio.
Considerando-se a particular topologia da estrutura
adaptativa abordada neste trabalho, representada pela
esparsidade do vetor W, deve-se buscar uma nova for-
mulação para a função custo que permita incluir e tra-
tar matematicamente a caracteŕıstica esparsa do vetor
W. Tal formulação é encontrada na análise do algoritmo
LMS com restrições (Frost, 1972). Assim, dentro desse
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Figura 2: Diagrama em blocos para a determinação do
vetor ótimo de coeficientes.

contexto, a função custo é dada por:

minimize E[e2(n)] (1)

sujeito a CT W = f (2)

O fator de interpolação (L) determina que (L − 1) coe-
ficientes são fixados em zero entre dois coeficientes não
nulos. Dessa forma, as dimensões da matriz de restri-
ções C e do vetor de resposta às restrições f são N ×Lz

e Lz × 1, respectivamente, onde N × 1 é a dimensão de
W e Lz = bN/Lc é o número de coeficientes com valor
zero no vetor de coeficientes esparso. O operador b·c
denota a operação de truncamento.

Com a utilização dos multiplicadores de Lagrange em (1)
e (2), passamos de um problema de otimização com res-
trições para um problema clássico de otimização (Frost,
1972). Assim, a função custo é expressa por:

J = E[e2(n)] + λT (CT W − f) . (3)

Da Figura 2, o erro instantâneo é dado por:

e(n) = d(n) − y(n) = d(n) − XT
I (n)W, (4)

onde

XI(n) =
M−1
∑

j=0

ijX(n − j), (5)

com ij , para j = 0, . . . , M − 1, representando os coefi-
cientes do filtro interpolador. Elevando ao quadrado a
equação (4) e tomando seu valor esperado, obtém-se:

E[e2(n)] = σ2

d − 2

M−1
∑

k=0

ikE[d(n)XT (n − k)]W

+
M−1
∑

k=0

M−1
∑

l=0

ikilW
T E[X(n − k)

× XT (n − l)]W. (6)

Definindo PI =
M−1
∑

k=0

ikE[d(n)XT (n − k)] e RII =

M−1
∑

k=0

M−1
∑

l=0

ikilE[X(n − k)XT (n − l)], a equação (3) é re-

escrita da seguinte forma:

J = σ2

d − 2PIW + WT RIIW + λT (CT W − f) . (7)

O vetor de coeficientes ótimo é obtido a partir de
∂J
∂W

= 0. Seguindo o mesmo procedimento apresentado
em Frost (1972), determina-se também o vetor de multi-
plicadores de Lagrange λ. Assim, o vetor de coeficientes
ótimo, incorporando as restrições, é dado por:

Wot = R−1

II PI + R−1

II C(CT R−1

II C)−1(f − CT R−1

II PI) .

(8)

Note que a equação (8) é composta por dois termos. Um
é o vetor ótimo sem restrições, obtido da forma clássica
para uma estrutura AFIR, denotado por Wot|nrestr =
R−1

II PI . O outro termo leva em consideração as restri-
ções e modifica a solução irrestrita de forma a satisfazer
a equação (2) (Resende et alii, 1996). Dessa forma, a
equação (8) pode ser reescrita como:

Wot = Wot|nrestr + R−1

II C(CT R−1

II C)−1

× (f − CT Wot|nrestr) . (9)

Neste ponto, é importante ressaltar que os valores espe-
rados da matriz de autocorrelação de entrada, RII , e o
vetor de correlação cruzada entre o sinal de entrada e o
sinal desejado, PI , são determinados sem aplicar a TI.

A Figura 3 mostra, para o caso de duas dimensões, as
curvas de ńıvel correspondentes à superf́ıcie de desem-
penho para o filtro W = [w1 w2]

T completo (estrutura
mostrada na Figura 2, considerando todos os coeficien-
tes de W). Nesse caso, os coeficientes ótimos são obtidos
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da expressão Wot|nrestr = R−1

II PI , mostrado na Figura
3 por“×”. Observe que o vetor ótimo Wot|nrestr corres-
ponde à solução para o algoritmo LMS filtrado (Tobias
et alii, 2000). Para o caso de W esparso (W = [w1 0]T ),
os coeficientes ótimos são dados pela equação (9) (repre-
sentado por “◦” na Figura 3). No caso esparso, a super-
f́ıcie de desempenho corresponde à interseção entre a
parabolóide (superf́ıcie de desempenho considerando W

não esparso) e o plano perpendicular ao plano (w1, w2),
para w2 = 0, representado pela linha vertical central da
Figura 3. Em outras palavras, a superf́ıcie de desem-
penho no caso esparso para duas dimensões é reduzida
a uma parábola. Como se pode observar da Figura 3,
as restrições impostas ao vetor W levam o erro mı́nimo
nesse caso a ser maior do que aquele do caso de W não
esparso.

Figura 3: Coeficientes ótimos para o caso W esparso e
não esparso.

3 ALGORITMO LMS FILTRADO COM
RESTRIÇÕES

O objetivo desta seção é obter uma expressão anaĺıtica
para a atualização do vetor de coeficientes esparso do fil-
tro adaptativo, utilizando o algoritmo LMS. Para isso,
vamos utilizar a aproximação estocástica da equação (3),
ou seja, o cálculo do valor esperado é ignorado. Isso
implica em usar a versão instantânea da função custo
representada pela equação (3), levando à seguinte ex-
pressão:

Ĵ(n) = e2(n) + λT (n)(CTW(n) − f) . (10)

A equação de atualização dos coeficientes do filtro adap-
tativo, que utiliza o gradiente estocástico, é dada por:

W(n + 1) = W(n) − µ
∂Ĵ(n)

∂W(n)

= W(n) + 2µe(n)

×
∂e(n)

∂W(n)
− µCλ(n) (11)

Com base na Figura 2, acrescentando-se um rúıdo de
medição z(n) ao sinal d(n) e substituindo-se W por
W(n), o sinal de erro é

e(n) = d(n) − y(n) + z(n)

= d(n) −

M−1
∑

j=0

ijX
T (n − j)

× W(n − j) + z(n) . (12)

Assim, tomando-se a derivada do erro instantâneo em
relação ao vetor W(n), obtém-se a equação de atualiza-
ção dos coeficientes, dada por:

W(n + 1) = W(n) + 2µe(n)XI(n) − µCλ(n) . (13)

Na Figura 4(a), é mostrado o diagrama em blocos re-
presentando a equação (13). Uma caracteŕıstica impor-
tante, que deve ser observada, é o fato de que o algo-
ritmo de adaptação (o LMS neste caso) tem, como sinal
de entrada, a versão filtrada pelo interpolador do vetor
X(n) de entrada, denotada por XI(n). Isso implica que
uma variante do algoritmo LMS deva ser usada, no caso
o algoritmo LMS filtrado (Tobias et alii, 2000). A in-
trodução das restrições decorre da caracteŕıstica esparsa
de W(n). A estrutura da Figura 4(a) pode ser modifi-
cada a fim de se obter uma redução adicional no número
de operações aritméticas da estrutura adaptativa (Se-
ara et alii, 1992). Assumindo a condição de adaptação
lenta, pode-se inverter a posição dos blocos correspon-
dentes ao interpolador e o filtro esparso da Figura 4(a),
resultando na Figura 4(b). Note que a estrutura mo-
dificada agora requer apenas um bloco interpolador. A
notação utilizada (Figura 4(b)) é a seguinte: W(n) re-
presenta o vetor esparso adaptativo; X(n) e XI(n) são
os vetores de entrada e sua versão filtrada pelo inter-
polador, respectivamente; I é o vetor que caracteriza a
resposta ao impulso do interpolator, sendo sua dimen-
são M × 1; d(n), y(n) e e(n) representam, respecti-
vamente, a sáıda desejada, a sáıda do filtro esparso e o
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Figura 4: Diagrama em blocos das estruturas adaptati-
vas: (a) estrutura direta; (b) estrutura modificada.

sinal de erro; z(n) é um rúıdo branco, não correlacio-
nado com nenhum outro sinal no sistema, de variância
σ2

z .

Daqui em diante, será considerado apenas o esquema
mostrado na Figura 4(b) (estrutura modificada). O sinal
de erro obtido a partir dessa estrutura é dado por:

e(n) = d(n)− y(n)+ z(n) = d(n)−XT
I (n)W(n)+ z(n) .

(14)

Note que a equação (14) pode ser obtida a partir da
equação (12) através da consideração de que W(n −
j) ≈ W(n) para j = 0, · · · , M − 1. O que é consistente
com a suposição de adaptação lenta. Seguindo o mesmo
procedimento anterior e determinando λ(n) como em
Frost (1972), a equação de atualização dos coeficientes
do filtro adaptativo é dada por:

W(n + 1) = F(W(n) − 2µXI(n)XT
I (n)W(n)

+2µd(n)XI(n) + 2µz(n)XI(n)) + q,

(15)

onde F = I − C(CT C)−1CT e q = C(CT C)−1f .

4 VALOR ESPERADO DO VETOR DE
COEFICIENTES

Nesta seção, vamos determinar uma expressão teórica
que permita predizer o comportamento médio dos coe-
ficientes do filtro esparso adaptativo. Tomando o valor
esperado de (15), obtém-se a seguinte expressão:

E[W(n + 1)] = F(E[W(n)] − 2µE[XI(n)

× XT
I (n)W(n)] + 2µE[d(n)

× XI(n)] + 2µE[z(n)XI(n)]) + q

(16)

Com base em exaustivos resultados de simulações, apre-
sentados em Tobias (1999), consideremos a seguinte hi-
pótese simplificativa:

E[XI(n)XT
I (n)W(n)] ≈ E[XI(n)XT

I (n)]E[W(n)]
(17)

onde,

E[XI(n)XT
I (n)] =

M−1
∑

k=0

M−1
∑

l=0

ikilE[X(n − k)XT (n − l)]

=
M−1
∑

k=0

M−1
∑

l=0

ikilRk−l = RII (18)

Através da suposição estabelecida pela equação (17), es-
tamos assumindo que a correlação entre os vetores de
entrada é mais importante do que a correlação entre
os vetores de entrada e o vetor de coeficientes do filtro
adaptativo. É importante observar que a aplicação da
teoria da independência (Mazo, 1979) em (18) determina
que E[X(n− k)XT (n − l)] = 0 para k 6= l. Portanto, as
equações (17) e (18) estão claramente em oposição a tal
suposição. Na seção correspondente aos resultados expe-
rimentais, são mostradas as curvas obtidas a partir dos
modelos, considerando e não considerando a teoria da
independência. Pode ser observado que este último mo-
delo descreve bem melhor o comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo. Assim, substituindo-se
(17) em (16) e manipulando-se adequadamente os ter-
mos, obtém-se a seguinte expressão:

E[W(n + 1)] = (F− 2µFRII)E[W(n)] + 2µFPI + q ,

(19)
onde o valor esperado do termo contendo z(n) é zero
pelas considerações anteriormente estabelecidas.

88 Revista Controle & Automação/Vol.14 no.1/Jan., Fev. e Março 2003



4.1 Vetor de erro nos coeficientes

Definindo-se o vetor de erro nos coeficientes, como sendo
V(n) = W(n) − Wot, e utilizando-se a equação (15),
a expressão recursiva, para obter esse vetor, pode ser
escrita da seguinte forma:

V(n + 1) = F(I − 2µXI(n)XT
I (n))V(n)

+2µFd(n)XI(n) − 2µXI(n)XT
I (n)Wot

+2µFz(n)XI(n) + (F− I)Wot + q. (20)

Aplicando-se (17) e utilizando-se a relação dada pela
equação (8), o valor esperado da equação (20) é

E[V(n + 1)] = F(I − 2µRII)E[V(n)]. (21)

Considerando-se que a matriz F é tal que F2 = F (pro-
priedade da idempotence) (Frost, 1972), podemos então
reescrever a equação (21) como segue:

E[V(n + 1)] = (I − 2µFRIIF)E[V(n)]. (22)

Através do exemplo a seguir, pode-se observar a forma
como é constrúıda a matriz de restrições. Assim,
considerando-se L = 2 e um filtro adaptativo com 5
coeficientes, a matriz de restrições C e o vetor resposta
f assumem, respectivamente, as seguintes formas:

C =













0 0
1 0
0 0
0 1
0 0













e f =

(

0
0

)

Na matriz C, os elementos com valor “1” determinam a
posição dos coeficientes do filtro adaptativo que não são
adaptados e o vetor f indica os valores para os quais eles
são fixados.

5 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta seção, a qualidade do modelo proposto é avaliada
através de simulações numéricas. Para isso, são utiliza-
dos dois tipos de processos de entrada, rúıdo branco e
colorido, aplicados a um caso de identificação de siste-
mas. O valor utilizado para a taxa de convergência está
relacionado ao máximo valor permitido, para o qual o
algoritmo apresenta convergência. Para todos os exem-
plos, a resposta ao impulso do filtro interpolador é dada
por [0, 5; 1; 0, 5], o fator de interpolação é L = 2, e

os sinais de entrada e rúıdo aditivo têm variâncias 1 e
0, 0001, respectivamente.

Exemplo 1 : A resposta ao impulso da planta é dada
por [1;0,8;0,6;0,1;-0.2], o sinal de entrada é um rúıdo
branco, e o valor máximo para a taxa de convergên-
cia é µmax = 0, 08 (determinado de forma experimen-
tal). Os valores utilizados para a taxa de convergên-
cia são: 0, 2 µmax e 0, 06 µmax. A Figura 5 mostra os
resultados obtidos por simulação (média de 50 realiza-
ções): modelo clássico, utilizando a TI e modelo pro-
posto (equação (19)). Nessa figura, pode-se verificar a
predição do valor em regime permanente para os coefi-
cientes do filtro esparso, dado pela equação (9), sendo
Wot = [1, 06; 0; 0, 03; 0;−0, 07]. Pode-se observar que,
para valores de µ próximos do máximo valor permitido,
o modelo proposto apresenta um pequeno descasamento
com relação aos resultados obtidos por simulação (Fi-
gura 5(a)). Esse comportamento é esperado, uma vez
que o modelo foi obtido a partir da suposição de adap-
tação lenta. Na medida em que se reduz o valor de µ, os
resultados de simulação e os resultados via modelo pro-
posto apresentam um casamento muito bom, como mos-
trado na Figura 5(b). Por outro lado, pode-se observar
que o modelo que utiliza a TI não representa adequa-
damente o comportamento médio dos coeficientes para
qualquer que seja o valor de µ.

Exemplo 2 : Para esse exemplo, foi utilizada a mesma
planta do Exemplo 1. Nesse caso, o sinal de entrada
é um rúıdo colorido gerado a partir de um processo
AR de segunda ordem, dado por x(n) = a1x(n − 1) +
a2x(n − 2) + u(n), onde u(n) é um rúıdo branco com
variância 0, 0322. Os coeficientes do processo AR são:
a1 = −1, 5955 e a2 = 0, 95, e a dispersão dos autovalores
é de 10. O valor máximo para a taxa de convergência é
µmax = 0, 09. Similarmente ao exemplo anterior, são uti-
lizados os valores 0, 2 µmax e 0, 06 µmax. A Figura 6 mos-
tra as curvas obtidas por simulação (média de 50 realiza-
ções), utilizando o modelo com a TI e o modelo proposto
pela equação (19). A partir da equação (9), obtém-se o
valor em regime permanente para os coeficientes do fil-
tro esparso, que são: Wot = [1, 27; 0;−0, 19; 0; 0, 007], e
podem ser verificados nesta mesma figura. Novamente,
observa-se que o modelo proposto apresenta melhor ca-
samento para valores de taxa de convergência que satis-
fazem à condição de adaptação lenta. Da mesma forma
que no caso de entrada rúıdo branco, para um sinal de
entrada colorido, a predição via modelo teórico e sua
respectiva simulação também apresentam uma excelente
concordância.

Exemplo 3 : Nesse exemplo, foi utilizada uma planta
real, obtida a partir de medições, correspondente a uma
h́ıbrida de um canal telefônico para transmissão de da-
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Figura 5: Evolução de E[W(n)] para o Exemplo 1. (a)
µ = 0, 2 µmax; (b) µ = 0, 06 µmax. Linha irregular re-
presenta a simulação (média de 50 realizações); linha
pontilhada, o modelo usando a TI; linha cheia, o mo-
delo proposto (equação (19)).

dos. Sua resposta ao impulso é mostrada na Figura 7(a).
O sinal de entrada do sistema adaptativo é um rúıdo
branco com variância unitária. O valor máximo para
a taxa de convergência é µmax = 0, 01. Neste exemplo,
utilizamos 0, 2 µmax. A Figura 7(b) mostra as curvas
obtidas por simulação (média de 50 realizações) e pelo
modelo proposto (equação (19)). A fim de manter o
gráfico o mais claro posśıvel, as curvas do modelo que
utiliza a TI são apresentadas em figura separada (Fi-
gura 7(c)). A partir das Figuras 7(b) e 7(c), pode-se
verificar o bom desempenho do modelo proposto para
um número elevado de coeficientes. Ao mesmo tempo,
é posśıvel observar que o modelo que utiliza a TI apre-
senta uma pobre predição da evolução dos coeficientes
do filtro adaptativo.

Figura 6: Evolução de E[W(n)] para o Exemplo 2. (a)
µ = 0, 2 µmax; (b) µ = 0, 06 µmax. Linha irregular re-
presenta a simulação (média de 50 realizações); linha
pontilhada, o modelo usando a TI; linha cheia, o mo-
delo proposto (equação (19)).

6 CONCLUSÕES

A estrutura particular dos filtros AIFIR-LMS faz com
que o procedimento de análise clássica, amplamente uti-
lizado para a análise de estruturas adaptativas FIR-
LMS, já não possa mais ser aplicável. Dessa forma, uma
versão filtrada do algoritmo CLMS (Frost, 1972) é de-
senvolvida. Através da aplicação de uma análise com
restrições, é posśıvel tratar matematicamente a estru-
tura de um filtro adaptativo IFIR e, juntamente com
a não utilização da teoria da independência, obter uma
excelente predição do valor em regime permanente dos
coeficientes do filtro esparso, como também um modelo
anaĺıtico para descrever seu comportamento em regime
transitório.
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Figura 7: Exemplo 3. (a) Resposta ao impulso de uma
h́ıbrida de um canal telefônico para transmissão de da-
dos; (b) evolução de E[W(n)]: linha irregular repre-
senta a simulação (média de 50 realizações); linha cheia,
o modelo proposto, (equação (19)); (c) modelo para
E[W(n)], usando a TI.
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Saramäki, T., Y. Neuvo and S. K. Mitra (1988).
“Design of computationally efficient interpolated
FIR filters”. IEEE Trans. Circuits Syst., Vol. 35,
pp. 70-88.

Tobias, O. J. (1999). “Análise estat́ıstica do algoritmo
LMS filtrado”. Tese (Doutorado em Engenharia
Elétrica) - Centro Tecnológico, Universidade Fede-
ral de Santa Catarina, Florianópolis - SC.
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