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ABSTRACT

An Empirical Modeling Methodology Using Multiple
Steps Neural Integrator of Adams-Bashforth

This paper presents and develops an alternative empirical
methodology to model and get instantaneous derivative func-
tions for nonlinear dynamic systems by a supervised training
using multiple step neural numerical integrator of Adams-
Bashforth. This approach, neural network plays the role of
instantaneous derivative functions and it is coupled to nu-
merical integrator structure, which effectively is the respon-
sible for execute the propagations in time through a linear
combination of feedforward neural networks with delayed
responses. It is an important fact that only numerical integra-
tors of highest order effectively learn instantaneous deriva-
tive functions with sutable precision, which proves the fact
that those of first order can only learn mean derivatives. This
approach is an alternative to the methodology that deals with
the problems of neural modeling in simple step integration
structures of high-order Runge-Kutta type, and this, which
is more robust and complex in determining the backpropa-
gation, which requires - in this case - the employment of the
chain rule for compounded functions. At the end this paper
numerical simulation results of Adam-Bashforth neural inte-
grator are presented in three study cases: 1) nonlinear pen-
dulum without variables control; 2) an abstract model with
variables control and 3) Van der Pol system.
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RESUMO

Este artigo apresenta e desenvolve uma metodologia empi-
rica alternativa para modelar e obter as fungbes de deriva-
das instantaneas para sistemas dindmicos ndo-lineares atra-
vés de um treinamento supervisionado utilizando integrado-
res numéricos neurais de multiplos passos do tipo Adams-
Bashforth. Esta abordagem a rede neural desempenha o pa-
pel das funcdes de derivadas instantdneas que é acoplada a
estrutura do integrador numérico, que efetivamente, é o res-
ponsavel em realizar as propagagdes no tempo apenas através
de uma combinacéo linear de redes neurais feedforward com
respostas atrasadas. E um fato importante que somente 0s
integradores numéricos de mais alta ordem aprendem efeti-
vamente as fungdes de derivadas instantaneas com preciséo
adequada, o que comprova o fato de que os de primeira or-
dem somente conseguem aprender as derivadas médias. Esta
abordagem é uma alternativa a metodologia que trata os pro-
blemas de modelagem neural em estruturas de integragdo de
passo simples do tipo Runge-Kutta de alta-ordem, sendo esta,
mais robusta e complexa na determinacdo da retropropaga-
cdo, que exige — neste caso — 0 emprego da regra da cadeia
para fungBes compostas. Ao final deste artigo sdo apresen-
tadas simulacdes de resultados numéricos dos integradores
neurais de Adams-Bashforth em trés estudos de caso: 1) pén-
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dulo ndo-linear sem variaveis de controle; 2) um modelo abs-
trato com controle e 3) sistema de Van der Pol.

PALAVRAS-CHAVE: Redes Neurais de Multiplos Passos,
Redes Feedforward, Integradores Numéricos de Alta Ordem,
Sistemas de Equacdes Diferenciais Ordinarias, Modelagem
Neural para Sistemas Dindmicos, Algoritmo de Retropropa-
gacéo.

1 INTRODUCAO

Redes neurais artificiais sdo consideradas aproximadores
universais de fungdes conforme Hornik et al. (1989), Cy-
benko (1988) e Zurada (1992). Nesse contexto, foi desen-
volvida com sucesso a tecnologia dos integradores neurais
que sdo redes neurais acopladas as estruturas de integragéo
numérica.

Existem basicamente dois métodos de integracdo numérica
para resolugdo de sistemas de equagBes diferencias ordina-
rias (EDO): as estruturas de passo simples ( Euler e Runge-
kuttas) e maltiplos passos ( Adams-Bashforth, Preditivo-
Corretor, entre outros). Existem boas bibliografias sobre re-
solucdo numérica e analitica de sistemas de EDO em Wilson
(1958), Henrici (1964); Sokolnikoff and Redheffer (1966) e
Braun (1983).

A literatura apresenta também uma vasta bibliografia de apli-
cacBes da modelagem de sistemas dindmicos ndo-lineares
por redes neurais artificiais em teoria de controle, mas priori-
zando a metodologia NARMAX (Non Linear AutoRegressive
Moving Average with eXogenous inputs) como em Narendra
and Parthasarathy (1990); Hunt et al. (1992) e Narendra
(1996). Trabalhos especificos sobre modelagem e identifica-
cao de sistemas dinamicos através da utilizacdo exclusiva de
redes neurais também sdo vastos Chen and Billings (1992),
Rios Neto (2001a).

A modelagem de sistemas dindmicos ndo-lineares tratada
como um sistema de equagdes diferenciais ordinarias combi-
nando as técnicas de estruturas de integracdo numérica e re-
des neurais artificiais teve seu inicio com o trabalho de Wang
and Lin (1998). Neste artigo surgiu o termo Redes Neurais de
Runge-Kutta que trabalha com fungdes compostas, fato que
dificulta enormemente a determinacéo das derivadas exigidas
pelo algoritmo backpropagation. Dada a complexidade de se
lidar com as redes de Runge-Kutta outras metodologias, em
principio, mais simples do que estas foram desenvolvidas,
entre elas, a aplicacéo de integradores de simples e multiplos
passos desenvolvidos em Rios Neto (2001b); Melo (2008)
e Melo and Tasinaffo (2008).

A metodologia das derivadas médias descrita em Tasinaffo
(2003) e Tasinaffo and Rios Neto (2005) também surgi-

ram com o intuito de simplificar a abordagem envolvendo
redes neurais e estruturas de integragdo numérica. A mode-
lagem neural de sistemas dindmicos envolvendo a resolucéo
de equacdes diferenciais parciais ja é mais rara He et al.
(2000) e Mai-Duy and Tran-Cong (2001). Assim, podemos
dizer que atualmente existem trés metodologias para repre-
sentacdo e modelagem de sistemas dindmicos ndo-lineares
regidos por equagdes diferenciais ordindrias: 1) metodologia
NARMAX; 2) derivadas instantaneas e 3) derivadas médias.
Sendo que estas duas Ultimas ainda podem ser divididas em
metodologia direta e metodologia indireta ou empirica.

Do ponto de vista das estruturas de integragdo numérica, tem-
se duas metodologias distintas, uma envolvendo as fungdes
de derivadas instantaneas e outra as funcoes de derivadas mé-
dias. A metodologia das derivadas instantaneas tem como ca-
racteristica a utilizacdo do passo de integracdo variavel com
estruturas de integracdo de qualquer ordem, entretanto re-
sultados precisos sdo alcangados somente com integradores
de alta ordem. A metodologia das derivadas médias utiliza
passo de integracao fixo, sendo aplicavel somente ao inte-
grador do tipo Euler de primeira ordem, cuja precisdo é se-
melhante a obtida pela primeira metodologia.

Por outro lado, do ponto de vista do treinamento supervisi-
onado das redes feedforward pode-se classificar as estrutu-
ras de integragdo neurais como metodologias diretas e em-
piricas, esta também conhecida como indiretas. As meto-
dologias diretas utilizam o integrador numérico somente na
simulacéo dos resultados das redes feedforward, e as meto-
dologias empiricas usam o integrador numérico na aquisi¢cédo
de dados, durante o prdprio treinamento e também na fase
de simulagdo da rede. J& as metodologias de treinamento
supervisionado empiricas podem adquirir os padrdes de trei-
namento de duas maneiras: da mesma forma que as metodo-
logias de treinamento diretas, ou por aquisicdo explicita dos
padrdes de treinamento do ambiente (origem do nome empi-
rica) quando néo se tem um modelo analitico suficientemente
preciso para representacdo dos sistemas. Utiliza-se modelos
analiticos quando € mais dispendioso e complicado de lidar
do que o0s experimentos reais.

Dessa forma, este artigo propde modelar empiricamente as
funcbes de derivadas instantaneas por meio de integradores
neurais que ndo trabalhem com fung¢Ges compostas. Isto pode
ser conseguido com os integradores de multiplos passos, pois
estes apenas utilizam uma combinac&o linear das funcdes de
derivadas instantaneas, para facilitar a determinacédo das de-
rivadas exigidas pelo algoritmo da retropropagacdo na fase
de treinamento neural e evitar assim a utilizacdo excessiva e
dispendiosa da regra da cadeia sobre a estrutura de integragéo
numerica.

O artigo encontra-se organizado em cinco se¢des. Apos a
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sua introdugdo, apresenta-se a defini¢cdo do problema abor-
dado. Em seguida, descreve-se a metodologia de modelagem
empirica das fun¢des de derivadas instantaneas. A se¢do se-
guinte, relata as aplicacGes e analises de resultados. Ao final
apresenta-se algumas consideragdes gerais e as conclusdes.

2 DEFINICAO DO PROBLEMA

O problema consiste em modelar empiricamente as fungdes
de derivadas instantaneas por meio de integradores neurais
que ndo trabalhem com func¢Bes compostas. Esta problema-
tica pode ser resolvida utilizando os integradores de mdlti-
plos passos, pois estes apenas trabalham com a combinacéo
linear das funcOes de derivadas instantaneas, para facilitar a
determinacdo das derivadas exigidas pelo algoritmo da retro-
propagacdo na fase de treinamento neural e evitem assim a
utilizacdo excessiva e dispendiosa da regra da cadeia sobre a
estrutura de integracdo numérica.

3 METODOLOGIA DE MODELAGEM EM-
PIRICA DAS FUNCOES DE DERIVADAS
INSTANTANEAS

3.1 Definicdo da Funcdo de Derivadas
Instantéaneas

Seja o sistema autbnomo de ODE:

y =1(y) (1)
onde,
y=[yi. 2 o ¥al )

£(y) = (£, (), £2 (), -+ o Ea(y)] ®3)

A resolucdo numérica de uma equacdo de primeira ordem
consiste em calcular o valor da varidvel de estado huma
sequéncia discreta de instantes a partir da funcdo f(y), que
é a derivada instantanea.

3.2 Geracado dos PadrOes de Treina-

mento

A geracédo de padrdes de treinamento dos dados de entrada e
saida da rede feedforward é realizada com base no nimero de
condi¢des iniciais, que varia de acordo com a complexidade
do modelo analitico que se deseja representar, e 0 nimero de
propagacdes atrasadas ou adiantadas através de um integra-
dor numérico de média ou alta complexidade.

Nesta fase sdo definidos os paramétros necessarios para mon-
tar a arquitetura da rede para o treinamento da dinamica do

sistema, tais como: o ndmero de variaveis de estado, o nu-
mero de variaveis de controle, o nimero de entradas atrasa-
das para os estados e os controles, a discretizagdo do tempo,
a ordem do integrador, entre outros.

A Figura 1 mostra a metodologia aplicada ao integrador
Adams-Bashforth de quarta ordem. Nesta figura, P com-
pde o conjunto de condigdes iniciais propagadas trés vezes
no integrador de Runge-Kutta de média complexidade e T o
conjunto de estados futuros devido a quarta e Ultima propa-
gacéo.

Esta figura apresenta a construcdo dos padrBes de treina-
mento do integrador Adams-Bashforth de quarta ordem. Em
P tem-se uma combinagdo linear de quatro redes neurais
onde, no tempo t,_4, tem-se a quarta rede neural, em t,, 3
a terceirarede, em t,,_ a segunda rede e em t,,_; a primeira
rede. A saida da estrutura neural ser& entdo, no horizonte t,,.

I a8y
| ‘.':;

Figura 1: Propagacdes das Condic¢des Iniciais em um Inte-
grador de Quarta Ordem.

De maneira generalizada, sendo o a ordem do integrador uti-
lizado e m o total de variaveis de estados, pode-se constatar
que se existem p padrdes de treinamento, efetua-se o - m pro-
pagacOes para cada uma das p condic@es iniciais. De acordo
com a ordem do integrador escolhido sdo formados os ve-
tores referentes ao nimero de variveis de estado e controle
definidos, que servirdo como padrdes de treinamento super-
visionado para a rede feedforward combinada com qualquer
integrador de multiplos passos.

Revista Controle & Automacao/Vol.21 no.5/Setembro e Outubro 2010 489



3.3 Treinamento Neural

No treinamento de uma rede feedforward a aprendizagem por
correcgdo de erro é a técnica mais utilizada para ensinar a rede
a aproximar uma tarefa especifica. Nesta aprendizagem, os
vetores do valor desejado y e de saida y de uma determinada
rede no instante t sdo considerados e o erro de saida da rede
pode ser representado por:

ri(t) = y(t) — §'(t) 4)

onde,
F(t) = [7,(t), Fo(t), -+ Fu (8] (5)
() = [§,(6), 35(t), -, 75 (0] (6)

Os indices i e t denotam, respectivamente, a i-ésima iteragdo
do aprendizado supervisionado, o t-ésimo padrdo de treina-
mento, t=1,...,.p € n, é 0 nimero total de estados. No apren-
dizado por correcdo de erro, o vetor r'(t) aciona um meca-
nismo de controle que produz uma sequéncia de ajustes nos
pardmetros da rede. Os ajustes tém a propriedade de corrigir,
passo a passo, o sinal de saida ' em relagéo a resposta dese-
jada ' para i=1, ... ,I até a rede alcancar um erro desejavel.

Este objetivo pode ser alcancado, em geral, minimizando
uma funcdo de custo ou indice de desempenho Ji(t), dado
pelo produto matricial da equacéo (7) ou pelo produto esca-
lar da equacdo (8) a sequir:

T ) = ()7 r ) @)
ou,

Ji(t) ==r'(t) e r'(t) ®)

Para este funcional quadratico, é valida a seguinte relacdo em
Braga et al. (2000):

0y'(t)

8WJ1 k

aJY(t, 1)

8WJ1 k

=—ri(t) e

©)

Na equacdo (9) o indice | representa a I-ésima camada da
rede, o indice k o k-ésimo neurdnio da camada anterior(l-
1) e 0 j 0 j-ésimo neur6nio da camada | atual. Na equacéo
10 aparece o indice m chamado indice da soma, que admite
valores inteiros entre 1 (limite inferior) e n.(limite superior),
sendo possivel também representar as derivadas parciais do
funcional Ji(t) da seguinte forma:

2RCHEE I (t)

8W}k mzzzl [ym (t) - yin (t)] ’ BWJlk (10)
o3'(t,i) o 95 (t)
i (URSADIEE =

Se ¥ (t) for aproximado por uma estrutura de integracéo neu-
ral de multiplos passos, tem-se uma combinago linear da re-
tropropagacdo convencional podendo ser aplicada a mesma
rede ou em redes distintas sobre o funcional quadratico.

A equacdo analitica das derivadas instantaneas para integra-
dores de mdltiplos passos foi deduzida com base no encadea-
mento para tras por uma questdo de facilidade na elaboragéo
matematica conforme a equacdo (12), sendo importante sa-
lientar que a ordem o do integrador sera também o nimero
total de combinacGes lineares das redes feedforward a serem
empregadas. Por defini¢do, t,=t + n - At e,

Z Biﬂy(tn—l—i)] (12)

i=l-o

onde «, 3 sdo os coeficientes de integracdo em funcdo da or-
dem o do integrador numérico, m o nimero total de variaveis
de estado, h o passo de integracéo, f é a saida da rede neural,
7 € 0 modelo do sistema dinamico.

Substituindo a equacéo (12) em (11), tem-se:

OJ(t. .1
Jaiii;’) =—[y(t,) —9(t,)] e a%lk{Y(tn—lH
J h i A i (13)
o D0 Bl ]

= —[y(t 7 (t b af t
oy~ D) =3 n>]-{5.i:§120ﬁim [y (01}
(14)

Sabe-se que o produto escalar possui as seguintes proprieda-
des segundo Apostol (1963):

1. lei comutativa; AeB=DBeA;
2. lei distributiva: Ae (B+C) =AeB+Ae(C;

3. para m escalar: m(A e B)=(mA) e B=A e

(mB) = (A e B)m;
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Combinando as propriedades (2) e (3), tem-se:

A (aB+4C) =a(AeB)+S(AeC) (15

onde, A=(ap, -
C= (Cla"'vcn)'

aa‘n)l B:(blv"'7bn) €

Em nivel de comparagdo, quanto aos aspectos de complexi-
dade algoritmica, a seguir a expressdo (16) define a retropro-
pagacdo convencional, enquanto a equacédo (17) é a aplicagdo
da propriedade (15) em (14), resultando assim na retropropa-
gacdo estendida.

Verifica-se que a utilizacdo de uma estrutura de integracéo
neural de multiplos passos do tipo Adams-Bashforth de or-
dem o, resultard na combinacdo linear de o retropropagacdes
atrasadas, durante a fase de treinamento neural.

oN(t,,i) i of[y(t,)]
5T}k =—[y(t,) =¥ (t,)] e alek (16)
oI (t,,1) _h 0 = A 8f[3’(tn7171)}
v, a 1:21;051[}’(%) —¥(t,)] e 8w}k()
17

A equagdo (17) pode ser utilizada para determinar a estrutura
1 .
matricial do jacobiano (“’(‘;T(f:), onde n; é o nimero total de
J

neurdnios na camada |, e n;_; é o nimero total de neurdnios
na camada I-1, conforme a equacéo (18).

o' (t.i)  9J'(t.0) DI (60)
. owly Owiy o OWiny_,
{&]l(t, i) B
ow! o : : :

nIXni—1 al'(t,i)  ad(td) . a8\t

1 1 ol

Owny, Own, OWn oy

(18)

O algoritmo da retropropagacéo ou do gradiente apenas exige
que os pesos das conexfes da rede feedforward sejam atu-
alizados recursivamente, através da expressdo (19), onde
l =1,2,...,s, para i igual a i-ésima iteracdo do algoritmo
do gradiente e s 0 nimero total das camadas da rede.

aJY(t, 1)

171 371
W'+1:Wi—a awl

1

(19)

Graficamente, a definigao de f[y(t__,_.)] na forma vetorial é
apresentada conforme mostrado, na Figura 2. Na ilustracao,

n. € 0 nimero total de estados, n. 0 nimero total de contro-
les, 0 a ordem do integrador, i 0 nimero de atrasos em relacao
ao horizonte (n-1) e r o ndmero de neurdnios na camada in-
terna. Por exemplo, para o integrador Adams-Bashforth de
quarta ordem, tem-se 0=4 ¢ i=3,2,1,0.

Assim, se a combinacdo linear de quatro entradas atrasadas
sobre a rede neural é dada por F,_4, F,_3, F,_oeF,_;. E
utilizado no calculo do integrador de quarta ordem a formula
Y(tn) = y(tn_1)+25 - [55 - Fya—59 - Fy_3437 - Fr_5—9-
Fn_1].

Yijtro-1-p— |

#_ T Filyiteo-1-
o 1
Yo+ — - ey > - - 1
pteo-1-4- E - . \ =Falyit+o-1-i}]
e L o
-
> -
\ \\__ ’ e — = Falylt+o-1-i}]
to-1 i
>
t+0-1-4 ,
“nf Iyt
P

-1 (Bias) W
1 (Bias) .

Figura 2: Rede neural Adams-Bashforth projetada com a fun-
¢do de derivadas instantaneas. Quanto maior a ordem o do
integrador utilizado na fase de treinamento neural, mais pre-
ciso sera o aprendizado da rede com relacdo as derivadas
instantaneas do modelo empirico, para um horizonte gené-
rico ty.

A Figura 3 mostra o esquema grafico para fazer a combina-
¢do numérica da estrutura do integrador com quatro entradas
atrasadas, que neste caso sdo as quatro entradas simultaneas
sobre a mesma rede feedforward. De forma explicativa y(t) é
o valor padrdo de treinamento obtido off line pelo integrador
numérico de elevada preciséo, utilizado para resolver o sis-
tema real resultando na préxima propagacéo y(t¢1), que é o
valor exato do sistema para aquela entrada de dados e §(t;)
é a resposta do sistema dindmico discretizado pelo conjunto
integrador e rede. E importante ressaltar que § representa o
treinamento da rede neural para aproximar a funcéo de deri-
vadas dado por f gue representa a saida da rede, w é a matriz
de peso estimado pela rede, 5 igual a (55,-59, 37,-9) e « igual
a (24) representam coeficientes de integracdo numérica.

3.4 Simulacao Neural

Na fase de simulacdo neural, os dados precisaram ser norma-
lizados no célculo dos coeficientes da estrutura de integra-
cdo de Adams-Bashforth e desnormalizados na propagagéo
do estado futuro.

A normalizacdo dos dados ou dos padrfes de treinamento
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Figura 3: Interpretacdo do Algoritmo do Gradiente para o In-
tegrador Neural Adams-Bashforth de Quarta Ordem.

apresentados para a rede feedforward através de um apren-
dizado supervisionado, é muito importante para evitar que a
rede trabalhe com valores elevados dos pesos das conexdes.
Pois, além de dificultar o treinamento, pode gerar erros de ar-
redondamento uma vez que o computador trabalha com sis-
tema de ponto flutuante.

Na normalizacdo divide-se os valores originais de entrada e
saida pelos mddulos dos valores méximos. Na desnormali-
zacdo multiplica-se os valores originais de entrada e saida
pelos médulos dos valores maximos. O fator de normaliza-
cao dos padrdes da entrada da rede é dado por f.y; € o fator
de normalizacéo dos padrdes da saida da rede é calculado por

fsai .

O problema de normalizacdo na metodologia de treinamento
das derivadas instantaneas, representada pela estrutura de or-
dem o para os integradores Adams-Bashforth é expresso pela
equacao (20):

yi(ty) = o)+ |, para,t =1,2,-

Q\T

0
Z /31ft
i=1—

K2 o

(20)

O problema de normalizagdo e desnormalizagdo é consti-
tuido pelas seguintes equacgdes, parat = 1,2,....me i =
—(0—1),—(0—2),...,—2,—1,0. E importante esclarecer,
que na utilizacdo do sub-indice N de normalizacdo o sub-
indice t dos estados torna-se sobre-indice.

0
P =y )+ Y Alb()] @D

0
i) = vt e Y BRG] @)
i=1—o0
5 1) =2 @)
ent
) =20 24)

Substituindo as equacdes (21) e (22) em (23) e (24) parat =
1,2,...,m, tem-se:

{7 (ty)} (25)

}A’t( ) - f;al :

0
h
yt(tl) = f;al {yN a Z ﬁfN yN i’ 1)]} (26)
i=1—o
£l )t
y (t ) = = ' y 511 /Blft }
o fént 1120 ent(m) fent( )
27)
para,
Y(ti) (Yll( ) : Y22(t )’ . yn;(l )) (28)
fent (m) fe nt fe nt fe nt
u(t;) (ul(t O ua(ty) uy (t, ))
: = m 7 em U m-n (29)
fent(n) fen:r1 fen:r2 fen:r
font = [fent(m) : fent(n)} (30)

As expressdes (28) até (30) desnormalizam os valores
normalizados de saida da estrutura de integracdo Adams-
Bashforth de ordem 0. Observe que, neste caso, ndo é possi-
vel obter explicitamente a relagéo existente entre f; [ytN (t,)]

eft[yt( Jlparat =1,2,.

4 APLICACAO PRATICA E ANALISE DOS
RESULTADOS

4.1 Plataforma

Para a implementacdo da metodologia proposta foi utilizado
o software e a linguagem MATLAB versao 7.0 utilizando o
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Sistema Operacional Windows XP. A configura¢do do equi-
pamento utilizado é descrita a seguir:

Processador AMD Athlon XP 2800;

\elocidade de 2.08 GHz;

Meméria RAM de 1 Gigabyte (GB); e
HD de 120 GB.

4.2 O Protétipo

Na Figura 4 apresenta-se de forma explicativa a evolucéo dos
trabalhos envolvendo integradores neurais. A principal con-
tribuicdo deste trabalho, bem como as demais implementa-
¢bes encontram-se em negrito. O foco principal é a imple-
mentacdo da metodologia empirica com derivadas instanta-
neas aplicadas a sistemas dindmicos que trabalham somente
com variaveis de estado, ou que trabalham com variaveis de
estado e de controle. A metodologia empirica com derivadas
médias também é explorada.

METODOLOGIA DERIVADAS RUNGE-KUTTA 4
EMPIRICA INSTANTANEAS (RK 4-5)

]
1
1
1
1
Wang e Lin (1998)) :
1
1
|
|
1
|

DERIVADAS
INSTANTANEAS

RUNGE-KUTTA 4
(RK 4-5)

Tasinaffo @ Rios Nelo (2003)

Y ADAMS BASHFORTH 1] |
(AB1)

ADAMS BASHFORTH 2
(AB2)

ADAMS BASHFORTH 3
(AB3)

ADAMS BASHFORTH 4
(AB4)

Metodologia Proposta

DERIVADAS
MEDIAS
Tasinaffo e Rios Neto (2007)

Melo & Tasinaffo (2008)

Figura 4: Evolugdo das Metodologias Envolvendo Integrado-
res Neurais.

Em todas as simulacBes apresentadas neste artigo utiliza-se
como referéncia da precisdo desejada a fungdo de derivada

tedrica calculada pelo integrador numérico Runge-Kutta de
quarta ordem (RK-4,5), que é um integrador estavel e sim-
ples. Na maioria dos treinamentos os padrdes de treinamen-
tos sdo normalizados. Na fase de simulagdo as condicdes
iniciais sdo atualizadas da seguinte forma: a cada 30 passos
de propagagdes quando o passo de integracdo € igual a 0,1;
a cada 300 passos de propagacfes quando o passo de inte-
gracdo é igual a 0,01 e a cada 3.000 passos de propagagdes
quando o passo de integracdo é igual a 0,001. O erro maximo
a ser alcancado pelo treinamento da rede igual a 108, pois
com um erro dessa magnitude as simulacBes de redes trei-
nadas foram quase perfeitas. A porcentagem de padrfes de
treinamento deixados para validar ou testar o aprendizado da
rede igual a 20 por cento e 80 por cento dos padrdes foram
utilizados no treinamento da rede.

Com o objetivo de validar o protétipo implementado, nas ou-
tras secOes sdo apresentados, em detalhes, trés estudos de
caso. O primeiro estudo de caso é o péndulo simples ndo-
linear, um sistema simples que propicia um treinamento su-
pervisionado rapido de forma que o refinamento de possiveis
problemas nas implementagGes séo corrigidos rapidamente.
J& no segundo e terceiro estudos de caso, considera-se sis-
temas dindmicos de maior complexidade, permitindo fazer
uma analise mais precisa do desempenho da metodologia
proposta.

4.3 Primeiro Estudo de Caso: Péndulo
Simples Nao-Linear

O péndulo simples ndo-linear é um sistema autdbnomo de se-
gunda ordem. O modelo matematico pode ser descrito pela
equacdo de segunda ordem a seguir:

10 +g-sin® =0 (31)

Transformando em equacfes de primeira ordem, descrito por
(32) e (33) (Ogata, 1967):

O=w (32)

sin® (33)

W=

— 109

Na defini¢do dos dominios dos valores limites das variaveis
de estado, séo estabelecidos:

e O angulo ©, intervalo de

u uma variacdo no
—II +II .

(5 5] (rad); e

e A velocidade angular (w), uma variacéo no intervalo de

[-6,+6] ().
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Para definicéo dos valores limites das constantes, sdo estabe-
lecidos:

e Aaceleracdo da gravidade g, serd considerado um valor
de 9,81(3%);e

e O comprimento do péndulo I, serd considerado um valor
de 0,30 (m).

Na realizac8o do treinamento da rede neural ajustou-se o0s
seguintes parametros:

e Ajuste empirico do nimero total de neurdnios da ca-
mada interna igual a 20;

e A taxa de aprendizado do algoritmo de treinamento do
gradiente igual a 0,02 na metodologia empirica e 0,01
na metodologia direta, porque a metodologia empirica
exige um processamento maior que a metodologia di-
reta;

e O valor de lambda () das fungdes de ativagdo sigmoi-
dal da camada interna igual a 2. O lambda é um para-
metro escalar numérico responsavel pela inclinacéo da
curva da funcéo; e

4.3.1 Analise dos Resultados

e Metodologia Direta com Derivadas Instantaneas

Nesta simulagdo, os integradores neurais de Runge-Kutta e
Adams-Bashforth acompanham com precisdo a trajetéria de
solucdo do sistema. Este resultado esta relacionado direta-
mente com a precisdo do integrador numérico e com a di-
minuicdo do erro quadratico médio de treinamento neural,
pois como regra geral, a precisdo de um integrador numé-
rico aumenta com a diminuigdo do passo de integragéo (At).
Na Figura 5, a média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcangados foram, respectivamente, 3,6724.10° e
4,3496.107°, o erro da média das normas das propagacdes é
de 0, 38737.

e Metodologia Direta com Derivadas Médias

Na Figura 6, o integrador neural de Euler e de Runge-Kutta
acompanham com precisdo a trajetoria de solugdo do sis-
tema. Como esperado, a utilizagdo do integrador numérico
simples de Euler sobre a funcdo de derivadas instantaneas
tedrica diverge da trajetoria de referéncia, pois 0 passo de
integracdo utilizado demonstrou-se muito grande para este

integrador simples de primeira ordem. Analisando ainda a
Figura 6, esta metodologia é de passo fixo, ndo permitindo
variacdo do passo de integragdo entre o treinamento e a si-
mulacdo para um At=0,1. A média dos erros quadraticos
de treinamento e teste alcangados foram, respectivamente,
1,2017.107° e 1,3912.107°. O erro da média das normas
das propagac0es igual a 0, 33913.

e Metodologia Empirica com Derivadas Instantaneas

Na Figura 7 apresenta-se o resultado da simulacdo da ob-
tencdo das derivadas instantaneas utilizando o integrador
Adams-Bashforth de primeira ordem. Nesta metodologia
empirica as redes neurais utilizaram um At=0,01. A média
dos erros quadraticos de treinamento e teste alcangados fo-
ram, respectivamente, 3,0298.10~7 e 3,2128.10~7. O erro
da média das normas das propagac@es igual a 1, 395. Os inte-
gradores neurais de Adams-Bashforth de primeira ordem al-
canca uma precisdo similar ao integrador de alta ordem uma
vez que utilizam a funcéo de derivadas média neural. Neste
exemplo, demonstra-se a importancia de escolher um passo
de integracdo adequado para o Adams-Bashforth, visando
ndo distorcer a fungdo de derivadas que se deseja aprender.
Valores muito grandes para At resultara no aprendizado de
uma funcédo de derivadas médias muito distante das deriva-
das instantaneas. Valores muito pequenos também poderdo
ndo resultar numa aproximacao precisa para as derivadas ins-
tantaneas, uma vez que o integrador utilizado no exemplo da
Figura 7 é de baixa ordem.

Na Figura 8 apresenta-se o resultado da simulacdo da ob-
tencdo das derivadas instantaneas utilizando o integrador
Adams-Bashforth de segunda ordem. A arquitetura desta
rede neural é resultado do arranjo de duas combinacdes li-
neares sobre a mesma rede neural. A média dos erros qua-
dréticos de treinamento e teste alcangados foram, respectiva-
mente, 3,1188.10~7 e 2,9921.10~7. O erro da média das
normas das propagac@es igual a 2,0728. Numa estrutura
de integracdo de Adams-Bashforth de segunda ordem a rede
neural ndo consegue aprender a funcdo de derivadas instan-
tanea de forma precisa.

Na Figura 9 apresenta-se o resultado da simulacdo da ob-
tencdo das derivadas instantaneas utilizando o integrador
Adams-Bashforth de terceira ordem. A arquitetura desta rede
neural € resultado do arranjo de trés combinaces lineares
sobre a mesma rede neural. A média dos erros quadraticos
de treinamento e teste alcancados foram, respectivamente,
5,7112.10~7 e 5,9581.10~7. O erro da média das normas
das propagagdes igual a 2,6142. Numa estrutura de inte-
gracdo de Adams-Bashforth de terceira ordem a rede neural
ainda ndo consegue aprender a funcdo de derivadas instanta-
nea de forma precisa.
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Posigdo Angular(rad)

Simulagao Neural

cf MEQ=4.3496e-005

Velocidade Angular{rad/s)

Tempo(s)

Tempo(s)

®

Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungao de Denvada Neural Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
Fungdo de Derivada Instantanea Meural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 5: Simulacdo Obtida da Metodologia Direta das Derivadas Instantédneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta Ordem

(At=0,01).

Posigao Angular(rad)

Simulagao Neural

cf MEQ=1,3912e-005

Velocidade Angular{rad/s)

Tempao(s)

*®

©  Fungdo de Derivada Tedrica Integrada por Euler

Funcdo de Derivada Média Neural Integrada por Euler
Fungdo de Dervada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5

Figura 6: Simulacédo Obtida da Metodologia Direta das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).
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Simulagao Neural

T T T T T T T T T T

cf MEQ=3.2128e-007

Posigao Angular{rad)
Velocidade Angular(rad/s)

Tempo(s)

Funcéo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungéo de Denvada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 1
*  Fungdo de Derivada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 1

Figura 7: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Primeira
Ordem (At=0,01).

Simulagao Neural cf MEQ=2.9921e-007

Posigao Angular(rad)
Velocidade Angular(rad/s)

Fungéo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
@ Fungao de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 2
*  Fungio de Denvada Instantanea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 2

Figura 8: Simulacéo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Segunda
Ordem (At=0,01).
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Simulagao Neural

cf MEQ=5.9581e-007
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Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 3
Fungdo de Derivada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 3

Figura 9: Simulagédo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Terceira

Ordem (At=0,01).

Na Figura 10 apresenta-se o resultado da simulacéo da ob-
tencdo das derivadas instantdneas utilizando o integrador
Adams-Bashforth de quarta ordem. A arquitetura desta rede
neural é resultado do arranjo de quatro combinacdes line-
ares sobre a mesma rede neural. A média dos erros qua-
draticos de treinamento e teste alcancados foram, respec-
tivamente 4,8413.10~7 e 8,1719.10~7. O erro da média
das normas das propagagdes igual a 1,2816. O integrador
neural Adams-Bashforth de quarta ordem e o integrador nu-
mérico de alta ordem de Runge-Kutta obtiveram resultados
bem-sucedidos. Como o integrador numérico de Adams-
Bashforth é de quarta ordem, consegue-se aproximar da so-
lucdo mesmo utilizando a derivada tedrica.

Em principio a metodologia empirica das derivadas instan-
taneas aplicada a integradores de alta ordem, por exemplo o
Adams-Bashforth de quarta ordem deveria permitir alterar o
passo de integracédo, no sentido de sempre melhorar a solucéo
numeérica discreta com a diminuicdo do passo de integracéo.
Entretanto, isto ndo acontece na simulacéo da Figura 11.

As equacBes da normalizacdo apresentadas na se¢do 3.3 im-
pedem a desnormalizacdo adequada das saidas geradas em
simulacfes com At diferente daquele que foi utilizado na
fase de treinamento conforme o postulado 1. A aplicacéo da
heuristica 1, é comprovada quando utiliza-se a normalizacao
dos padrdes de treinamento na Figura 10 se tornando inviavel
a diminuicdo do passo de integracdo na simulagéo da Figura
11.

Postulado 1: Na metodologia empirica é impossivel desnor-
malizar de forma Unica as funcbes de derivadas instantaneas
para integradores de multiplos passos com ordem maior que
1 (um). Somente a desnormalizagdo global da saida y(t) pode

ser realizada.

Heuristica 1: Na metodologia empirica o passo de integra-
cao é fixo, se normalizados os integradores de ordem maior
ou igual a 2 (dois) para integradores de multiplos passos.
Para variar o passo de integracdo em principio nao é possivel
normalizar os padrdes de treinamento diretamente. Assim,
formula-se as seguintes heuristicas:

1. Se normalizado os padrdes de treinamento nas estrutu-
ras de integracdo neural com ordem maior ou igual a 2
(dois), ndo € possivel variar o passo de integracdo na
fase de simulacdo neural.

2. Se desnormalizados os padrdes de treinamento sobre as
mesmas condicdes de 1, entdo poder-se-a variar 0 passo
de integracéo na simulacgdo neural.

Na sec¢do 4.2 estipula-se que para um At=0,001 deveria-se
atualizar as condicdes iniciais a cada 3.000 passos, mas com
0 objetivo de melhor visualizar os resultados na Figura 11 as
atualizacBes ocorreram a cada 300 iteracfes. O erro da média
das normas das propagag0es igual a 827461, 9502.

Ainda em relacdo a aplicacdo da heuristica 1, testa-se o
mesmo estudo de caso em um novo treinamento do Adams-
Bashforth de quarta ordem sem normalizar os padrdes de
treinamento visando obter resultados encontrados conforme
0 aumento do passo de integracdo na Figura 12 e a diminui-
cdo do passo na Figura 13. A média dos erros quadraticos
de treinamento e teste alcangados foram, respectivamente,
9,3932.107% e 6,6256.10~°, pois decorrem do mesmo trei-
namento, que utilizou um passo de integracdo de 0,01. O erro
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Simulagao Neural cf MEQ=B.1719e-007

Posigdo Angular({rad)
= =
i o n -

Velocidade Angular(rad/s)

Tempo(s)

Funcao de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
O Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 4
*  Fungdo de Denvada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 10: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,01).
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©  Fungao de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 4
% Fungdo de Dervada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 11: Simulacdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,001).
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Simulagao Neural ¢/ MEG=6.6256e-006
4 T T T T T T T T 15 T T T T T T

Posigdo Angular{rad)

Velocidade Angular{rad/s)

Tempo(s) Tempo(s)

Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungéao de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 4
*  Fungdo de Dervada Instantdnea Meural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 12: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,1).
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Y

Figura 13: Simulacdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,001).
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da média das normas das propagacg@es na Figura 12 igual a
14,1571 e na Figura 13 de 1, 9218.

e Metodologia Empirica com Derivadas Médias

Na Figura 14 apresenta-se o resultado da simulacdo obtida
das derivadas médias utilizando o integrador Euler de pri-
meira ordem. A rede foi treinada e simulada com passo de
integracdo 0,1. E evidente que o integrador neural de Euler
alcanga uma precisdo equivalente ao integrador de Runge-
Kutta de alta precisdo. A utilizacdo do integrador numérico
simples de Euler diverge da trajetdria de referéncia, pois con-
forme visto nas Figuras 6 e 7, os métodos de primeira or-
dem sdo numericamente menos eficientes. A média dos er-
ros quadrticos de treinamento e teste alcancados durante o
treinamento e teste foram, respectivamente, 6,4667.106 e
1,0168.10~°. O erro da média das normas das propagacoes
igual a 0, 55325.

4.4 Segundo Estudo de Caso: Sistema
Dinamico Abstrato

O segundo estudo de caso é proposto com o intuito de vali-
dar a metodologia empirica para sistema que trabalham com
variaveis de estado e de controle. Considere o sistema di-
némico abstrato ndo linear adaptado de Vidyasagar (1978),
com duas variaveis de estado e uma variavel de controle, des-
crito pelas equacdes 34 e 35.

2
;1= 107" +2—{ —1} 34
" T T es tenw Y
y2= siny1—y,+u (35)

As variaveis de estado deste problema sdo: y1, y2. A variavel
de controle é dada por u.

Na defini¢do dos dominios dos valores limites das variaveis
de estado, séo estabelecidos:

e vy, Uma variacao no intervalo de [-6,+6]; e

e Vo, Uma variacgao no intervalo de [-2,+2].

Para defini¢do dos valores limites da variavel de controle, é
estabelecida:

e 1, foi gerada aleatoriamente no intervalo de [-3,+3].

4.4.1 Analise dos Resultados

Na implementac&o deste protdtipo, o modelo tedrico é cons-
tituido por variaveis de estado e varidveis de controle. A
construcdo da arquitetura da rede feedforward é dada por
3 entradas, sendo 2 variaveis de estado e 1 de controle, 41
neurdnios na camada intermediaria foram obtidos de forma
experimental e empirica e 2 neurdnios da camada de saida
equivalente as 2 variaveis de estado.

Na realizacdo do treinamento da rede neural ajustou-se varios
parametros, tais como:

e Ajuste empirico do nimero total de neurbnios da ca-
mada interna igual a 41;

e A taxa de aprendizado do algoritmo de treinamento do
gradiente igual a 0,02;

e O valor de lambda () das fungbes de ativagao tangente
hiperbdlica sigmoide(tansig) da camada interna igual a
2;e

e Metodologia Direta com Derivadas Instantaneas

E apresentado os resultados da simulacio da obtencio das
derivadas instantaneas utilizando o integrador neural de
Runge-Kutta de quarta ordem. Na Figura 15 obteve-se re-
sultados precisos quando a rede foi simulada com passo de
integracéo igual a 0,001, e o erro da média das normas das
propagaces é 0, 33341.

e Metodologia Direta com Derivadas Médias

Na Figura 16, ilustra-se a simulacdo da obtencdo das deri-
vadas médias utilizando o integrador de Euler de primeira
ordem. A média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcangados foram, respectivamente, 3,5926.1076 e
4,3952.107%, e 0 erro da média das normas das propagacdes
igual a 0,17114. Constata-se que o integrador neural imple-
mentado consegue um nivel de precisdo equivalente ao inte-
grador de alta complexidade, como o Runge-Kutta de quarta
ordem. A utilizacdo do integrador numérico simples de Eu-
ler sobre a fungdo de derivadas instantanea tedrica neste caso,
converge com a trajetoria de referéncia em virtude da simpli-
cidade do sistema.

e Metodologia Empirica com Derivadas Instantaneas
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Simulagao Neural cf MEG=1.0168e-005
T T T T 10_- X0 CIXEEIERE I T

| Fro Torenrins 2 rpowo T

Posigdo Angular({rad)
Velocidade Angular(rad/s)

Tempo(s)

*  Fungdo de Derivada Média Neural Integrada por Euler
Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
@ Fungdo de Derivada Tedrica Integrada por Euler

Figura 14: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).

Simulagao Neural cf MEQ=8.7759e-006
B T T T T T T T T 15 T T T T T T T T

Varavel de Estado (y1)
Variavel de Estado (y2)

0 1 9 3 4 5 B 7 8 ]
Tempo(s)

Funcdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
Funcgao de Derivada Neural Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
*  Fungéo de Derivada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 15: Simulacdo Obtida da Metodologia Direta das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,001).
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Simulagao Neural
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©  Fungao de Denvada Tedrica Integrada por Euler

Figura 16: Simulagdo Obtida da Metodologia Direta das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).

Na Figura 17 vé-se o resultado da simulacdo da obtencdo
das derivadas instantaneas utilizando o integrador Adams-
Bashforth de primeira ordem. Nesta metodologia empirica
as redes neurais utilizaram um At=0,01. A média dos erros
quadraticos de treinamento e teste alcancados foram, respec-
tivamente, 1,983.10~7 e 2,2157.10~7 alcangando um erro
da média das normas das propagac¢des igual a 1, 2338.

Nos treinamentos das derivadas instantaneas utilizando o
integrador Adams-Bashforth de segunda, terceira ordem e
quarta ordem. A média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcangados foram insuficientes para obtencdo de uma
simulagdo que acompanhasse com exatiddo a trajetoria de
solucdo numérica do sistema. Pois, estes treinamentos tem
um custo computacional grande exigindo maior tempo de
processamento e implicaria em um caimento do erro para a
ordem de 10~7. Nestes trés casos tornaram-se inviaveis do
ponto de vista do hardware utilizado.

¢ Metodologia Empirica com Derivadas Médias

Na Figura 18 apresenta-se o resultado da simulagio obtida
das derivadas médias utilizando o integrador de Euler de pri-
meira ordem. A média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcancados foram, respectivamente, 1,6556.1076 e
1,6379.10~5, e 0 erro da média das normas das propagagdes
igual a 0,20285. As conclusdes foram equivalentes a da me-
todologia direta conforme apresentado na Figura 14.

45 Terceiro Estudo de Caso: Sistema de
Van der Pol

Considere o sistema de Van der Pol descrito pela equacdo de
segunda ordem a seguir.

F—(1—y)y+y=0 (36)

Transformando em equacfes de primeira ordem, descrito por
37 e 38:

Y1i=Y2 (37)

yo=(1—-y)y2+y1 (38)

Na definicdo dos dominios dos valores limites das varidveis
de estado, s&o estabelecidos:

e v, Uma variacdo no intervalo de [-2,2, +2,2]; e

e y, Uma variagdo no intervalo de [-2,8,+3,5].

Na realizacdo do treinamento da rede neural ajustou-se o0s
seguintes parametros:

e Ajuste empirico do nimero total de neurbnios da ca-
mada interna igual a 20;

e A taxa de aprendizado do algoritmo de treinamento do
gradiente igual 0,1;
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Figura 17: Simulacdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Primeira
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Figura 18: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).
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e O valor de lambda () das fungdes de ativagao tangente
hiperbolica sigmdide(tansig) da camada interna igual a
2;e

e Condigdes iniciais do sistema igual a 500.

45.1 Analise dos Resultados

e Metodologia Direta com Derivadas Médias

Na Figura 19, ilustra-se a simulacdo da obtengdo das deri-
vadas médias utilizando o integrador de Euler de primeira
ordem. A média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcancados foram, respectivamente, 9,5186.10~7 e
9,0802.10~7, e o erro da média das normas das propagacdes
igual a 0,24279. Constata-se que o integrador neural de Eu-
ler implementado consegue um nivel de precisdo equivalente
ao integrador de alta complexidade, como o Runge-Kutta de
quarta ordem, mas como esperado integrador teérico de Eu-
ler € menos eficiente.

e Metodologia Empirica com Derivadas Instantneas

Na Figura 20, ilustra-se a simulagdo da obtencédo das deriva-
das médias utilizando o integrador de Adams-Bashforth de
primeira ordem. Nesta metodologia empirica as redes neu-
rais utilizaram um At=0,1. A média dos erros quadraticos
de treinamento e teste alcangados foram, respectivamente,
2,9806.10~7 e 5,3989.10~7, e o erro da média das nor-
mas das propagacdes igual a 0,059473. Nesta simulagéo o
integradors neural de Adams-Bashforth de primeira ordem
alcanga uma precisdo equivalente ao integrador teérico de
Runge-Kutta. O integrador téorico de Adams-Bashforth de
primeira ordem ndo acompanha adequadamente a trajetoria
da solugéo.

Na Figura 21, ilustra-se a simulacdo da obtengdo das deri-
vadas médias utilizando o integrador de Adams-Bashforth
de segunda ordem. A média dos erros quadraticos de
treinamento e teste alcancados foram, respectivamente,
4,1444.1077 e 4,7545.1077, e 0 erro da média das normas
das propagagdes igual a 0,072186. Nesta simulagdo o inte-
gradors neural de Adams-Bashforth e o integrador téorico de
Adams-Bashforth de segunda ordem alcangcam uma preciséo
equivalente ao integrador teérico de Runge-Kutta.

Na Figura 22, ilustra-se a simulacdo da obtengdo das deri-
vadas médias utilizando o integrador de Adams-Bashforth
de terceira ordem. A média dos erros quadraticos de
treinamento e teste alcangados foram, respectivamente,
7,268.10~7 e 6,9463.10~7, e o erro da média das normas
das propagacdes igual a 0,071247. Nesta simulagéo o inte-
grador neural de Adams-Bashforth de terceira ordem alcanga

uma precisdo equivalente ao integrador tedrico de Runge-
Kutta. O integrador téorico de Adams-Bashforth de terceira
ordem ndo acompanha adequadamente a trajetoria da solu-
cdo.

Na Figura 23, ilustra-se a simulagdo da obtencao das deriva-
das médias utilizando o integrador de Adams-Bashforth de
quarta ordem. A média dos erros quadraticos de treinamento
e teste alcangados foram, respectivamente, 5,4579.10~7 e
8,1736.10~7, e o erro da média das normas das propaga-
¢Oes igual a 0,050604. Nesta simulag&o o integradors neural
de Adams-Bashforth de quarta ordem alcanca uma preciséo
equivalente ao integrador tedrico de Runge-Kutta. O integra-
dor téorico de Adams-Bashforth de quarta ordem ndo acom-
panha adequadamente a trajetdria da solucao.

e Metodologia Empirica com Derivadas Médias

Na Figura 24 apresenta-se o resultado da simulagdo da ob-
tencdo das derivadas médias utilizando o integrador de Eu-
ler de primeira ordem. A média dos erros quadraticos
de treinamento e teste alcancados foram, respectivamente,
9,2606.10~" e 1,5481.10~7, e 0 erro da média das normas
das propagagdes igual a 0,050613. Constata-se que o in-
tegrador neural de Euler implementado consegue um nivel
de precisdo equivalente ao integrador de alta complexidade,
como o Runge-Kutta de quarta ordem, mas como esperado
integrador tedrico de Euler é menos eficiente.

Na Tabela 1 apresenta-se as principais comparac¢des quantita-
tivas entre os métodos de treinamento neural, que sdo obser-
vacBes empiricas que se confirmam com novos treinamentos.

Em suma, na Tabela 2 apresenta-se as principais caracteris-
ticas do integrador neural desenvolvido em comparagéo com
o integrador neural de Runge-Kutta e Euler encontrados na
literatura.

5 CONCLUSOES

Este artigo traz como principal contribuicdo o desenvolvi-
mento de uma nova metodologia empirica de treinamento su-
pervisionado ainda ndo desenvolvida na literatura capaz de
identificar e representar sistemas dindmicos do mundo real
diminuindo o esfor¢o computacional no treinamento neural.

Do ponto de vista cientifico, o trabalho realizado apresenta
as seguintes contribuicdes, tedricas e praticas: identificagdo
e representacdo de sistemas do mundo real; reducdo da com-
plexidade das expressdes algébricas na determinacdo do ja-
cobiano, ao se trabalhar com uma combinacéo linear das re-
tropropagacdes atrasadas do algoritmo backpropagation em
relacdo ao trabalho de Wang and Lin (1998); e desenvolvi-
mento de uma equacdo analitica para os integradores neurais
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©  Fungdo de Derivada Tedrica Integrada por Euler

Figura 19: Simulagdo Obtida da Metodologia Direta das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).

Simulagao Neural cf MEQ=5.3989e-007

Variavel de Estado (y1)
Wariavel de Estado (y2)

Tempo(s)

Fungédo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
Funcdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 1
*  Fungéo de Dervada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 1

Figura 20: Simulacdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Primeira
Ordem(At=0,1).

Tabela 1: Comparag¢des Quantitativas Entre as Metodologias de Treinamento Neural.

NARMAX Derivadas Instantaneas Derivadas Médias
Metodologia Metodologia Metodologia Metodologia
Direta Empirica Direta Empirica
Média | 10-7-1078 | 107%-1076 | 1077-1078 | 107%-1076 | 1076-1077
do Erro Tasinaffo (2003); Rios Neto e Tasinaffo (2003);
Quadrético Rios Neto e Tasinaffo (2002); Melo (2008) Tasinaffo e Melo (2008);
Necessario a0 Tasinaffo (2003) Tasinaffo e Rios Neto (2004); Melo e
Treinamento Rios Neto (2003) Tasinaffo e Tasinaffo (2008)
Neural Rios Neto (2005);
Tasinaffo e
Rios Neto (2006);
Melo (2008)
Metodologia
Aplicavel aos Sim Néo Sim Sim Sim
Dados do
Mundo Real
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Simulagao Neural cf MEQ=4.7545e-007

Variavel de Estado (y1)
Variavel de Estado (y2)

Tempo(s) Tempo(s)

Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 2
*  Fungdo de Derivada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 2

Figura 21: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Segunda
Ordem (At=0,1).
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2 Fungéo de Dervada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 3
*  Fungéo de Derivada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 3

Figura 22: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantédneas pelo IN de Adams-Bashforth de Terceira
Ordem(At=0,1).
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Fungédo de Derivada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungdo de Derivada Tedrica Integrada pelo Adams-Bashforth 4
*  Fungédo de Denvada Instantdnea Neural Integrada pelo Adams-Bashforth 4

Figura 23: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Instantaneas pelo IN de Adams-Bashforth de Quarta
Ordem (At=0,1).

Simulagao Neural cf MEQ=1.5481e-007
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*  Fungdo de Dervada Média Neural Integrada por Euler

Fungdo de Dervada Tedrica Integrada pelo Runge-Kutta 4-5
©  Fungao de Denvada Tedrica Integrada por Euler

Figura 24: Simulagdo Obtida da Metodologia Empirica das Derivadas Médias pelo IN de Euler (At=0,1).
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Tabela 2: Comparagdes Descritivas Entre os Metodologias de Treinamento Neural.

Influéncia do Desenvolvimento Tedrico dos Integradores Utilizados Quando Acoplados as Redes Feedforward.

Metodologia das Derivadas Instantaneas

Metodologia das Derivadas Médias

Integradores de Passo Simples
do tipo Runge-Kutta

Integradores de Multiplos Passos
do Tipo Adams-Bashforth

Integradores de Passo Simples
do tipo Euler

Regras da cadeia cada vez mais
complexas com o aumento da ordem
do integrador utilizados no

treinamento neural conforme Wang e Lin (1998).

Somente a presenca de uma combinacao
linear no algoritmo backpropagation
com o crescimento da ordem
do integrador em Melo (2008).

Mais simples de todos os algoritmos
simplesmente o algoritmo
backpropagation acrescido do produto
de At em Tasinaffo e Rios Neto (2005).

Boas precisdes numéricas somente
alcancaveis com integradores de mais
alta ordem.

Boas precisdes numéricas somente
alcangéveis também com integradores de
de mais alta ordem.

Boas precisdes alcangaveis
simplesmente com o integrador tipo
Euler projetado com o conceito de
derivadas médias.

O namero de padrdes de treinamento
n&o aumenta linearmente com a
ordem do integrador utilizado.

O namero de padrdes de treinamento
sempre aumenta linearmente com a
ordem do integrador em Melo (2008).

O namero de padrdes de treinamento &
sempre da mesma grandeza
dos integradores de passo simples.

Método de passo variavel e
menos sensivel a variagdo do mesmo.

Método de passo variavel
e mais sensivel & variagdo do mesmo

Meétodo incondicionalmente de
passo fixo. Para altera-lo
€ necessario treinar uma nova rede.

O Runge-Kutta é obtido pelo desenvolvimento
em série de Taylor da funcéo original e,
portanto, quanto maior a ordem do integrador
tem-se necessariamente maior precisao
numérica na propagacao da solugéo
em Henrici (1964).

O Adams-Bashforth é obtido pela substi-
tuicdo da funcao original, por uma interpolagao
polinomial, portanto ndo necessariamente, quanto
maior a ordem do integrador maior sera a
precisédo numérica da solucéo propagada, pois
polindmios de graus mais elevados oscilam em
torno da funcéo original em Vidyasagar (1978).

Prova-se matematicamente que o integrador
de Euler - projetado com derivadas médias -
obtém uma precisdo equivalente
a qualquer integrador, de mais alta
ordem projetado com derivadas
instantaneas em Tasinaffo (2003).

De dificil obtencdo matematica e em aberta
sua generalizacdo com a relagao
& ordem de integragdo. Wang e Lin
(1998) aplicam esta metodologia
somente para 0 Runge-Kutta de quarta ordem

Facilmente obtido e generalizado do
ponto de vista matematico em Melo (2008).

Facilmente obtido do ponto de vista
matemético e equivalente ao Adams
-Bashforth de primeira ordem

Aplicacdo em controle preditivo
extremamente dificil do ponto de vista
tico e ainda em aberto.

Facilmente aplicavel na teoria
de controle em Rios Neto (2001);
Tasinaffo e Rios Neto (2004).

Facilmente aplicavel na teoria de
controle em Tasinaffo (2003).

Modelos do mundo real obtidos
somente pela metodologia empirica.

Modelos do mundo real obtidos
somente pela metodologia empirica.

Modelos do mundo
real obtidos tanto pela metodologia
empirica como pela metodologia direta.

De dificil normalizacéo e
desnormalizacéo dos dados de
treinamento do ponto de vista tedrico.

De dificil normalizacéo e subseqiente

Problemas de normalizagao e

desnormalizacéo dos dados de
Ainda em estudos.

desnor J resolviveis
Melo (2008).

de Adams-Bashforth.

Na implementacdo do protétipo constata-se a diminui¢do do
esforco computacional no treinamento neural. Ao utilizar o
integrador de multiplos passos do tipo Adams-Bashforth de
quarta ordem, numa combinacéo linear de funcdes sobre a
mesma rede neural, evitou-se a utilizacdo da regra da cadeia
de forma excessiva na determinacdo das derivadas exigidas
pelo algoritmo backpropagation.

Realizando uma comparacao de resultados entre as metodo-
logias diretas e empiricas, constata-se que a metodologia di-
reta é relativamente mais rapida, pois nao utiliza os integra-
dores numéricos na fase de treinamento neural, e necessita
alcancar um erro maior, em torno de 10~° ou 1075,

A metodologia empirica é mais lenta, pois realiza todos os
calculos dos integradores numéricos na geracéo, treinamento
e simulago neural. Este fato, também justifica o motivo do
erro da média das normas das propagages ser um pouco me-
nor, em torno de 10~7.
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