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ABSTRACT 
This paper deals with the problem of extrema, which may 
occur, in the step-response of a linear system with real 
zeros and poles. Necessary and sufficient conditions for 
extrema, overshoot and undershoot in the step-response of n 
≥  2 order continuous time transfer functions with distinct 
poles and one real zero are given. The results are expressed 
in terms of the locations of poles and zeros of the 
corresponding transfer-function. 
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RESUMO  
Este trabalho trata da determinação dos extremos que 
podem ocorrer na resposta a uma entrada degrau unitário de 
sistemas lineares contínuos no tempo, com pólos e zeros 
reais. Apresentam-se condições necessárias e suficientes 
para avaliar extremos, sobre-sinal e resposta inversa na 
resposta a uma entrada degrau unitário de sistemas de 
ordem n ≥ 2 com um zero real e pólos reais distintos. Todos 
os resultados são apresentados em termos das localizações 
de pólos e zeros da correspondente função de transferência. 
 

PALAVRAS-CHAVE: Extremos, sobre-sinal, resposta 
inversa, pólos, zero. 

1 INTRODUÇÃO 
 

O conhecimento das características da resposta a degrau é 
importante em engenharia de controle. De fato, existem 
alguns problemas tais como de controle do eixo de 
máquinas ferramentas e problemas nos quais um robô 
necessita seguir uma trajetória pré-definida, em que a 
resposta a degrau não pode apresentar extremos (El-Khoury 
et alii, 1993; Howell, 1997; Rachid, 1995; Leon  de la 
Barra, 1994). Dessa forma, o estudo de condições que 
permitam avaliar extremos, sobre-sinal e resposta inversa 
na resposta a degrau, é de grande importância na teoria de 
controle.  

Muitas contribuições teóricas recentes têm sido feitas no 
sentido de clarificar a influência dos zeros e das 
localizações de pólos e zeros da planta na parte transiente 
da resposta a degrau. El-Khoury et alii (1993) apresenta um 
limitante superior para o número de extremos na resposta a 
degrau de um sistema linear estável, complementando os 
resultados existentes na literatura para limitantes inferiores. 
Rachid (1995) fornece uma condição suficiente para avaliar 
extremos, usando a configuração pólos-zeros da 
correspondente função de transferência. Tal resultado 
fornece em que condições a resposta a degrau não apresenta 
sobre-sinal. Howell (1997) apresenta uma nova classe de 
respostas a degrau sem extremos, as quais podem ser 
usadas ao invés de um modelo multi-exponencial, que pode 
apresentar o efeito do sobre-sinal ou de resposta inversa. 
Goodwin et alii (1999) considera o efeito de zeros estáveis 
próximos ao eixo jw para sistemas SISO. Mostra-se que a 
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presença de tais zeros, juntamente com limitantes 
superiores para o sobre-sinal permissível do sinal de saída, 
fornece um limitante superior para o tempo de acomodação 
do sistema de malha fechada. León de la Barra (1994) 
mostra que a resposta a degrau de um sistema contínuo no 
tempo, assintoticamente estável, estritamente próprio e de 
fase não mínima, com m1 zeros reais no semiplano aberto 
direito e sem pólos e zeros complexos conjugados, exibe 
resposta inversa  exatamente int[(m1 + 1)/2] vezes, sendo 
que int[ ] denota a parte inteira. Lin e Fang (1997) 
apresentam uma condição necessária e suficiente para um 
sistema linear SISO de terceira ordem, com pólos reais, ter 
resposta a degrau sem sobre-sinal ou ser esta resposta 
monótona não decrescente. No caso de pólos complexos, 
uma condição suficiente e duas condições necessárias são 
obtidas. Observa-se que todas as condições encontradas são 
dadas em termos dos coeficientes do numerador da função 
de transferência. Moore (1990) apresenta uma técnica para 
a escolha de localizações de zeros para a obtenção de sobre-
sinal mínimo.  

Apesar de bastante valiosas, tais contribuições ainda não 
oferecem um quadro claro de como e quais variações 
extensas nas localizações de pólos e zeros podem 
influenciar o sobre-sinal e a resposta inversa. Por exemplo, 
o problema de se determinar o número exato de extremos 
da resposta a degrau permanece em aberto (El-Khoury et 
alii, 1993) e, mesmo determinando os extremos da resposta 
a degrau, não existe uma técnica que permita classificá-los, 
ou seja, faltam condições necessárias e suficientes para a 
prova da existência de extremos, sobre-sinal e resposta 
inversa. 

Como contribuição dos autores (Reis e Silva, 2001, 2002; 
Reis et alii, 2004, 2004-a, Silva e Reis, 2001), foram 
obtidas condições necessárias e suficientes para a existência 
de extremos, sobre-sinal e resposta inversa em sistemas de 
segunda e terceira ordem, com pólos e zeros reais. Portanto, 
neste trabalho, será apresentada uma generalização para 
determinação de extremos, sobre-sinal e resposta inversa 
em sistemas de controle lineares contínuos no tempo e de 
ordem n, com um zero real.  

Acreditamos que as caracterizações obtidas são de 
importância na teoria de controle já que permitem uma 
visão mais esclarecida das condições que possibilitem 
avaliar extremos, sobre-sinal e resposta inversa em sistemas 
lineares, além de clarificar um pouco mais a influência dos 
zeros e localizações de pólos e zeros da planta na parte 
transiente da resposta a degrau.  

Este trabalho está organizado como segue. Na Seção 2, 
apresentam-se as considerações iniciais sobre o trabalho. 
Na Seção 3, apresentam-se os resultados principais 
relativos a extremos, sobre-sinal e resposta inversa. Na 

Seção 4, as conclusões do trabalho. No Apêndice, 
encontram-se as provas dos resultados auxiliares. 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 

Considera-se o sistema de controle linear contínuo no 
tempo, monovariável e estável descrito pela função de 
transferência: 
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sendo que n ≥ 2 , e: 

T  é uma constante  real estritamente  positiva; 
 n  ..., 2,  1, j   ,0j =>τ  são as constantes de tempo do 

sistema;  

 T/1z −= , é o zero de G(s) se z < 0 ou T/1z =  se z > 0; 
 jj /1 τλ −= ,  j = 1, 2, ..., n são os pólos de G(s); 

 ij λλ ≠ , zj ≠λ  para todo i,  j = 1, 2, ..., n. 
 

Considera-se, ainda, sem perda de generalidade, que: 
  

λ1 < ... < λn-1 < λn < 0   e   t ∈ [0, +∞).               (2) 

Observa-se que G(s) pode ser escrita, na forma de pólos e 
zeros, do seguinte modo: 
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O lema, apresentado a seguir, fornece a resposta a uma 
entrada degrau unitário para a classe de sistemas cuja 
função de transferência tem a forma dada por (3). 

LEMA 01: A resposta a degrau da classe de sistemas de 
controle linear, cuja função de transferência é dada por 
(2.3) e tem condições iniciais y(0) = 0, 0)0(y =′ , ...., 

k)0(y )1n( =−  sendo que 
z
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na qual: 
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PROVA: Ver Apêndice. 

O corolário, apresentado a seguir, é uma conseqüência do 
Lema 01. 

COROLÁRIO 01: Sob as hipóteses do Lema 01 e sendo n 
a ordem do sistema dado por (3), então:  

(a)     Se λn  <  z < 0 tem-se que: 

Se n é par então c1 < 0, c2 > 0, c3 < 0,...., cn > 0; 

Se n é ímpar então c1 > 0, c2 < 0, c3 > 0,...., cn > 0. 

Se λn  < 0 < z  tem-se que: 

Se n é par então c1 > 0, c2 < 0, c3 >0,...., cn ,< 0; 

Se n é ímpar então c1 < 0, c2 > 0, c3 < 0,...., cn < 0. 

PROVA: Ver Apêndice. 

1.2 DETERMINAÇÃO DE SOBRE-SINAL 
E DE RESPOSTA INVERSA 

Tem-se, agora, o seguinte resultado principal, o qual 
fornece uma condição necessária e suficiente para a 
existência de pontos críticos na resposta a uma entrada 
degrau unitário de (1) ou (3) e a classificação dos mesmos. 
 

TEOREMA 01: Considera-se o sistema de controle linear 
contínuo no tempo, monovariável, com n pólos reais 
distintos e com um zero real, estável descrito pela função de 
transferência (3), cuja resposta a uma entrada degrau 
unitário y(t) tem a forma (4) - (6). Têm-se, então, os 
seguintes resultados: 
(a) y(t) não apresenta extremos se e somente se z < λn; 
(b) y(t)  apresenta um ponto de máximo se e somente se λn 

< z < 0; 
(c) y(t)  apresenta um ponto de mínimo se e somente se λn 

< 0 < z; 
 

Uma observação a ser feita é que o item (a) pode ser 
deduzido do trabalho de Rachid (1995). Neste trabalho, será 
efetuada uma prova elementar. 

Para a prova do Teorema 01, necessita-se de algumas 
considerações preliminares as quais são apresentadas a 
seguir. Inicialmente, de (4), tem-se que: 
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Em (7), fazendo: 
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obtém-se: 
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Observa-se de (9) que f1(0) = 0, pois y′(0)= 0. Além disso, 
para a análise de f1(t), torna-se necessário a análise do sinal 
de ( )1

id . Apresenta-se, a seguir, a análise do caso ( )1
nd  > 0. 

O caso ( )1
nd  < 0 é feito de forma análoga. 

Suponha que ( )1
nd  > 0. De (9) conclui-se que f1(0) = )1(

1c
)0(y′  

= 0 e como ( )1
nd  > 0, +∞=

+∞→
)t(flim 1

t
. Assim, ou f1(t) é 

uma função positiva com valor inicial nulo ou f1(t) é uma 
função com valores positivos e negativos, de valor inicial 
nulo, cortando o eixo real em pelo menos um ponto. 
Portanto a figura 01, dada a seguir, mostra três 
possibilidades para o gráfico de f1(t) satisfazendo f1(0) = 0 e 

+∞=
+∞→

)t(flim 1
t

. 

t 

f1(t)

 
 

Figura 01: Possíveis formas para o gráfico de f1(t). 
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Então, existe um número real positivo *
ot  tal que y′( *

ot ) = 
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Em (10), fazendo: 
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 De (11) observa-se que: 
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Continuando com o processo anterior, tem-se que existe um 
número real *

ot  tal que y′( *
ot ) = 0 se e somente se existe to 

pertencente a (0, + ∞) tal que 0)t(f o2n =′− .  

Decorrem, então, os lemas seguintes que fornecem 
uma condição necessária e suficiente para a existência de 
extremos em y(t). 
 
LEMA 02: Sob as hipóteses do Teorema 01 y(t) tem um 

extremo *
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PROVA: Ver Apêndice. 
 
LEMA 03: Sob as hipóteses do Teorema 01, tem-se que 
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PROVA: Ver Apêndice. 
 
Apresenta-se, a seguir, a prova do Teorema 01. 
 
PROVA DO TEOREMA 01: Pelo Lema 02,  y(t) tem um 

extremo *
ot  se e somente se 
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Dessa forma, o item (a) está provado. Para a prova de (b), 
suponha que: 

λn  <  z < 0. 

De (9), (11) e (12) conclui-se que: 
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Agora, de (12), decorre que: 
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De (5) e (8) mostra-se que: 
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Logo, como 0z            n21 <<<<< λλλ L , 
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Agora, de (8)  e (13) - (i) e (iii), tem-se que: 
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Então, observa-se que: 
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De forma análoga obtém-se que: 
 

( ) 0
c
c

alsin)c(alsin
3

44
4 <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

...... 
 

( ) 0
c
c

alsin)c(alsin
2n

1n1n
1n <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

−−
− . 

 
Pode ocorrer que n seja um número par ou ímpar. 
Inicialmente apresenta-se a análise para n par. 

 
Caso 01: n é um número par. 
Resulta do Corolário 01 e de (1) - (13), que: 
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processo, conclui-se que: 
 

( ) 0d 3
n < , ( ) 0d 4

n > , ..., ( ) 0d 1n
n <− . 

 
Agora, como: 

( ) t1n
n1n

)1n(
ned1)t(f
−−

− += λ , 
 

tem-se que  −∞=−
+∞→

)t(flim 1n
t

 e 0  )0(f 1n >− . 

Então, o gráfico de fn-1 tem a forma dada pela figura 02, a 
seguir: 
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Figura 02: Forma do gráfico de fn-1(t). 

 

Agora, como: 
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o gráfico de fn-2 tem a forma dada na figura 03, a seguir: 
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t 

 
 

Figura 03: Forma do gráfico de fn-2(t). 
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Assim, )f(inals )f(alsin 2n3n −− −=′ . Então o gráfico de 
fn-3(t) tem a forma: 
 

fn-3(t) 

t 
 

Figura 04: Forma do gráfico de fn-3(t). 
 
Continuando com este processo, como ( ) )c(alsin 1

1  = (-1)n 
= 1 , conclui-se que o )y(alsin ′  =  )f(alsin 1  e a forma 
do gráfico de f1(t) é do tipo: 
 

f-1(t) 

t 
 

Figura 05: Forma do gráfico de f1(t). 
 

Então, o gráfico de y(t) tem a forma dada a seguir: 
 

y(t) 

t 

1

 
Figura 06: Forma do gráfico de y(t). 

Portanto, y(t) tem um máximo. 
 
Caso 02: n é um número real ímpar: 
Segue do Corolário 01 que: 
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De forma análoga: 
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Logo, conclui-se que: 
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Então o gráfico de fn-1(t) tem a forma: 
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Figura 07: Forma do gráfico de fn-1(t). 

 
Agora, como: 
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o gráfico de fn-2 tem a forma dada pela figura 08, a seguir:  
 

fn-2(t)

t 

 
Figura 08: Forma do gráfico de fn-2(t). 

 
Por outro lado, )f(inals )f(alsin 2n3n −− −=′ . Então o 
gráfico de fn-3(t) tem a forma dada pela figura 09. 
 

fn-3(t)

t 
 

Figura 09: Forma do gráfico de fn-3(t). 
 
Continuando com este processo, obtém-se o gráfico de f1(t) 
dado na figura 10. 
Agora, como: 
 

)f(alsin)f(alsin)1()y(alsin 11
n −=−=′ , 
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o gráfico de y(t) tem a forma dada na figura 11, a seguir: 
 

f1(t) 

t 

 
Figura 10: Forma do gráfico de f1(t). 

 

 

 

y(t) 

t 

1

 
Figura 11: Forma do gráfico de y(t). 

 

Portanto, y(t) tem um máximo. O caso z > 0 se faz de forma 
análoga e o teorema está provado. 
  
O corolário, a seguir, apresenta condições necessárias e 
suficientes para a existência de sobre-sinal e resposta 
inversa em sistemas de ordem n com um zero real. 
 
COROLÁRIO 02: Considera-se o sistema de controle 
linear contínuo no tempo, monovariável, com n pólos reais 
distintos e com um zero real, estável descrito pela função de 
transferência (1) e (3), cuja resposta a uma entrada degrau 
unitário tem a forma (4) - (6). Têm-se, então, os seguintes 
resultados: 
(a) y(t) apresenta sobre-sinal se e somente se λn < z < 0; 
(b) y(t) apresenta resposta inversa se e somente seλn<0< z; 

 
Vale destacar que no caso z > 0, foi provado a existência de 
um ponto de mínimo na resposta a degrau unitário, além da 
existência de resposta inversa. Leon de La Barra (1994) 
também mostra, neste caso, a existência de resposta inversa.  
Além da prova da existência de extremos e classificação 
dos mesmos, uma outra contribuição do Teorema 01 está na 
sua demonstração, visto que a mesma apresenta um 
caminho que permitirá, possivelmente, a análise de sistemas 
de ordem n, apresentando m zeros, com m ≤ n. 
Para o caso em que n = 3, observa-se que y(t), dada por (1) 
ou (3), apresenta sobre-sinal se e somente λ1<λ2<λ3< z< 0. 
Nota-se, neste caso, que tal resultado é similar aos 
resultados obtidos no Lema 02 e Teorema 03 de Reis  e 
Silva (2001), para sistemas de segunda ordem. 
  
EXEMPLO 01: Considere o sistema de controle linear 
cuja função de transferência seja dada por: 

 

 
)1s(1s

3
11s

4
1

1s4)s(G
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
= .            (15) 

 

Observa-se que o sistema possui um zero z = -1/4 e os pólos 
λ3 = -1, λ2 = -3 e λ1 = -4. A figura 12, dada a seguir, 
mostra o gráfico da resposta a uma entrada degrau unitário, 
para este sistema. 
 

 
 

Figura 12: Resposta a degrau unitário de G(s) em (15). 
 

De acordo com o Teorema 01 e da figura 12, y(t) apresenta 
sobre-sinal superior a 100%. 
 
Exemplo 02: Considere o sistema cuja função de 
transferência seja dada por: 
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2
11s
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2
1

)s(G .        (16) 

 
Observa-se  que  G(s) apresenta  um zero real z = 2 e pólos 
λ3 = -1, λ2 = -2 e λ1 = -3. A figura 13, a seguir, mostra o 
gráfico da saída y(t). Nota-se, neste caso, a ocorrência de 
resposta inversa inicial, comportamento este, 
exclusivamente devido à presença do zero real positivo. 

 
Figura 13: Resposta a degrau unitário de G(s) em (16). 
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2 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

 Foram obtidas, neste trabalho, condições necessárias e 
suficientes para a determinação e classificação dos 
extremos da resposta a uma entrada degrau unitário, em 
sistemas de ordem n com pólos reais distintos e com um 
zero real, os Lemas 02, 03 e o Teorema 01. Como 
conseqüências diretas do Teorema 01 foram obtidas 
condições necessárias e suficientes para a ocorrência de 
sobre-sinal e resposta inversa nesta classe de sistemas, em 
função das posições relativas dos pólos e do zero, o 
Corolário 02. 
Observa-se que tais resultados coincidem com os resultados 
obtidos para sistemas de segunda ordem com pólos reais e 
um zero real (Reis e Silva, 2001; Reis et alii, 2002). 
Acredita-se que, com os resultados obtidos neste trabalho, 
foi dado um passo importante para um melhor 
entendimento da influência das posições relativas de pólos 
e zeros para ocorrência de extremos, sobre-sinal e resposta 
inversa em sistemas de controle lineares e contínuos no 
tempo.  
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APÊNDICE 
 
PROVA DO LEMA 01: Por hipótese, y(0) = 0, y′(0) = 0, 
…, y(n-1)(0) = k sendo que: 
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Agora, basta observar que: 
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Como Δ é um determinante de Vandermonde, tem-se que: 
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Por outro lado: 
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Logo, 
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o que prova (5) - (i). De maneira análoga mostra-se que: 
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o que prova o resultado desejado em (6) - (ii). 
 
 
PROVA DO COROLÁRIO 01: Suponha que λn < z < 0. 
Então, de (5), tem-se que: 
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Portanto,  
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o que prova o resultado desejado. Agora, de (5) e (6), tem-
se que  
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Como c1 < 0, para n par, segue que c2 > 0. De forma 
análoga, tem-se que  
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o que prova o resultado desejado. A prova de (b) é similar. 
 
PROVA DO LEMA 02: De (10), (11), (12) e (13), 
depreende-se que: 
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Daí existe um número real  *

ot   tal  que: 
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o que prova o Lema 02. 
 
PROVA DO LEMA 03: Pelo Lema 02, existe um número 
real *

ot   tal  que  y′( *
ot )  =  0   se e somente se  
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Assim, para a análise da desigualdade (15), tem-se que: 
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Para todo 2ni1 −≤≤ , sejam: 
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Então: 
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Então, de (16) observa-se que: 
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Dessa forma, fazendo a análise de (15), conclui-se que: 
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Portanto, com a substituição de (18) em (17) obtém-se que: 
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Pelo Lema 02, mostra-se que: 
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Daí, 
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De (19) e (20), conclui-se que: 
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 se e somente se λn  <  z, o que prova o Lema 03. 


