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ABSTRACT

This work describes the principle of operation and the
motion dynamics of a dynamically tuned gyroscope,
DTG. The complete set of equations of motion are
derived, and a simplified representation for the transfer
functions are obtained, emphasizing the concepts related
to important parameters, and phenomena that affect the
DTG performance.

KEYWORDS: Gyroscope, inertial navigation system,
sensor, DTG.

RESUMO

Este trabalho apresenta a modelagem matematica da
dindmica de operagdo de um giroscopio sintonizado
dinamicamente, DTG. A obtencdo das fungdes de
transferéncia simplificada ocorre realcando-se os
conceitos relacionados a pardmetros e fendmenos
importantes no desempenho do sensor.

PALAVRAS CHAVES: Giroscopio, sistema de navegacdo
inercial, sensor, DTG.

1. INTRODUGAO

Giroscopios sintonizados dinamicamente, DTG, tém sido
desenvolvidos desde 1945, como uma alternativa de baixo
custo aos giroscopios eletro-mecanicos convencionais,
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que utilizam um rotor imerso em o6leo com temperatura
controlada. Pode-se chegar a redugdes de até 75% no
custo sem grandes comprometimentos na precisdo
(derivas de 0,01 grau/hora sdo geralmente atingidas). A
tecnologia envolvida no seu projeto e fabricagdo também
ndo ¢ sofisticada. Estes fatores o tornam atraente como
opgdo de desenvolvimento a baixo custo e de rapidos
resultados em comparagdo com o desenvolvimento de
outros tipos de sensores inerciais. Tais caracteristicas
também estimularam o desenvolvimento e estudo destes
sensores no Centro Tecnologico da Marinha em Sao
Paulo (Junqueira, 2003; Junqueira e Barros , 2003) e no
Instituto de Pesquisas Espaciais(Garrotti, 2003) .

Para tratar-se do seu principio de funcionamento, os
elementos basicos deste tipo de sensor estio ilustrados em
Figs. 1 e 3, onde um rotor de inércia ¢ ligado ao eixo de
rotagdo através de uma suspensdo do tipo Cardan,
denominada aqui de ‘“cruzeta”, composta por um anel
interno e barras de tor¢ao.

Rolamentos f Ys

Rotor de Inércia

Eixo

Figura 1 — Representacéo esquematica de um DTG
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A reacdo inercial da cruzeta a um deslocamento angular
do rotor em relagdo a carcaga é relacionada ao fendmeno
do bindrio giroscopico, e varia quadraticamente com a
velocidade de rotagdo do eixo. Por outro lado, a rigidez
constante das barras de tor¢do ¢ responsavel por um
torque aplicado no sentido contrario ao esfor¢o anterior.
Assim sendo, conforme ilustrado na Fig. 2., para um
determinado valor de rotagdo, denominado de rotagdo de
sintonia, ocorre o cancelamento de ambos os esforgos, o
que faz , teoricamente, com que o rotor gire livremente no
espaco.

Rigidez da Junta Flexivel

|

Rigidez

Velocidade de Rotagdo
TN

A\ e/ I\

Rotagdo de Sintonia

latt—\ g | censg—\

Rigidez Dinadmica

Figura 2- Principio de Funcionamento do DTG

Para que o rotor acompanhe os deslocamentos angulares
da carcaga, bobinas de torque aplicam momentos no rotor
de forma a causar sua precessdo, cuja intensidade varia
com o deslocamento do rotor em relacdo a carcaga,
medido por sensores eletromagnéticos de proximidade
(Fig. 3). Os torques aplicados sdo proporcionais as
correntes nas bobinas, que funcionam também como
valores do deslocamento angular absoluto da carcacga
medido pelo sensor.

[SK Sensores }]

Figura 3- Posicionamento das bobinas de torque e
sensores de proximidade no sistema de controle de um
DTG.

O pleno entendimento da resposta dindmica de um DTG
passa pela analise do seu modelo matematico, que
envolve razoavel complexidade. Os artigos de Craig
(1972a, 1972b), tomados na literatura como referéncia
principal no que se refere a modelagem matematica do
DTG, apresentam linguagem pouco afeita a modelos de
controle, além de passagens e simplificagdes de pouca
clareza, bem como pequenos erros, que serdo apontados
neste trabalho. Outras referéncias, como Lawrence (1998)
e IEEE (1989), apresentam nivel insuficiente de
profundidade.

Na derivagdo das equagdes de movimento do DTG,
Garrotti (2003) segue com maior fidelidade os passos
desenvolvidos em Craig(1972 a), adotando a notagdo
complexa para a descri¢do conjunta dos movimentos de
rotacdo em dois eixos ortogonais. Além disso, como em
Craig(1972 a), trata de um caso mais genérico , ja que
constantes de rigidez e momentos de inércia relativos a
eixos transversais ndo sdo admitidos de mesmo valor,
bem como o nimero de anéis da cruzeta pode ser
arbitrario. Modelos lineares sdo derivados e comparados
com aqueles apresentados em IEEE(1989). Nessa
referéncia, inclui-se também a modelagem e analise da
influéncia dos componentes eletronicos na malha de
controle do DTG, o que ndo ¢é escopo deste e dos
trabalhos de Craig.

Este trabalho também se insere num contexto de
esclarecimento e discussdo dos resultados apresentados
originalmente por Craig. Ao contrario de Garroti(2003),
no entanto, deriva-se as fungdes de transferéncia do DTG
em termos de conceitos fisicos palpaveis e observaveis na
pratica, tais como os movimentos de precessao e nutagio,
bem como se enfatiza o papel de pardmetros importantes
na avaliacdo do sensor, nomeadamente a figura de mérito
e as constantes de amortecimento.

O equacionamento , a ser apresentado, ¢ feito para um
caso particular: uma cruzeta, bem como juntas elasticas
idénticas. Na@o se utiliza a notagdo complexa, e
apresentam-se explicitamente as fungdes de transferéncia
entre movimento da carcaca e do rotor. Acredita-se que
essa abordagem proporcione uma maior facilidade no
entendimento inicial da dindmica do DTG , e que seja de
mais facil tratamento na analise e projeto do seu sistema
de controle. Procura-se também integrar o modelo de
Craig aos resultados mais praticos apresentados nas
normas de teste de DTGs proposto pelo IEEE (1989).

Nas hipoteses simplificadoras que sdo utilizadas, supoe-se
um DTG tipico ,de bom desempenho, com parametros
cujos valores sdo exemplificados na tabela 1.
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Tabela 1 - Pardmetros tipicos de um DTG.

1- PARAMETRO 2-VALOR
Velocidade Angular do eixo motor 118Hz
Velocidade Angular de Nutagao 200Hz
Constante de Tempo de Precessdao 100s
Constante de Tempo de Nutagdo 100s
Desvio da Condigao de Sintonia S5Hz

Figura de Mérito 500

2. RELAGOES CINEMATICAS

2.1 Movimento do Eixo e sua Relagao
com o Movimento da Carcacga

No desenvolvimento a seguir, supde-se que Os
deslocamentos angulares tratados sejam de pequena
magnitude (a folga entre rotor e carcaca permite , em
geral, deslocamentos maximos de 0,5 grau). Desta forma,
a hipotese de deslocamentos angulares infinitesimais, que
podem ser tratados vetorialmente, sera adotada.

Sejam os sistemas de coordenadas solidarios ao eixo
(xg,Y5,2g), acruzeta (xg,yg,zg), ao rotor ( x,., ¥, 2, )
€ a carcaga (Xx., y.,z. ), conforme as figuras 4 a 6. Os
eixos y (na dire¢do das barras internas) e z do eixo e
cruzeta coincidem, bem como os eixos x do rotor e
cruzeta. Seja ¢, o vetor velocidade angular da carcaga
em relagdo ao referencial inercial. Este possui
componentes ¢,. ¢ ¢, no sistema fixo a carcaga, que séo
as entradas do sistema dindmico considerado. O eixo
move-se com velocidade angular de modulo N constante,
em relacdo a carcaca. Logo, as componentes do vetor

velocidade do eixo, expressadas no sistema solidario ao
mesmo (Fig.5), sdo:

W =¢xc 'COSNt+§15yC -sen Nt (1)
@Dy = —¢xc -sen Nt + (IBW -cos Nt )
D, = N (3)

2.2 Movimento do Rotor

Este sera expresso pelas parcelas que representam o
movimento do eixo somado ao movimento do rotor em
relacdo ao eixo. As componentes do vetor velocidade

Zo p Zs

Junta Torcional

Yg Yr
Rotor 7

Xs Xg
Cruzeta

Figura 4 — Eixo, Rotor (anel externo) , Cruzeta (anel
interno e juntas) e os respectivos sistemas de
coordenadas solidarios.

ZC=1ZS

Figura 5 — Transformagdo da Carcaga para o Eixo

angular em relagdo a carcaga serdo representadas no
sistema solidario ao rotor (Fig. 6):

Figura 6 — Deslocamento angular do rotor.
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Wy = Oy _N'ey +9x (4)
®, =0, +N-0,+0, (5)
O, =0y-0,-0, -0, +N=N (6)

Em relagdo ao referencial fixo na carcaga, o deslocamento
angular do rotor é expresso por:

0, =0, cos Nt -0, sen Nt 7
0,. =0, sen Nt +6, cos Nt ()
Ou seja,
0, =0, cosNt+0, sen Nt )
0, =—0,.sen Nt +0 . cos Nt (10)

2.3- Movimento da Cruzeta

A junta ¢é solidaria a rota¢do do rotor em torno do €ixo x,,
mas ¢ independente de rotagdes do rotor em torno de y,.
As componentes de sua velocidade angular em relacdo a
carcaga , no sistema solidario a cruzeta, sdo:

wxg :a)XS +éx (11)
@y =0, +N-0, (12)
W,y =—0, 0, +N=N (13)

3. EQUAGOES DINAMICAS

Aplicaremos, a seguir, as equacdes de Euler aos
elementos cruzeta e rotor para exprimir a variagcdo de seus
respectivos momentos angulares em fungdo dos torques
externos aplicados.

3.1- Esforgos na Cruzeta

O momento resultante na cruzeta resulta da diferenga
entre os torques aplicados pelo rotor e eixo. Este ¢
igualado a variagdo do seu momento angular expresso no
sistema solidario a cruzeta, pelo seu centro de massa. Ou
seja:

Zng =d, @, +(Cy—B,) 0, 0., (14)
ZMyg =B, @, —(Cy—4,) 0, 0., (15)
onde,

Ag

inércia relativos aos eixos Xg, Vg€ Zg, respectivamente.
Zng :Txr_sz’ (16)
Y M, =T, -T,, (17)

Bg e Cg sdo os momentos principais de

Os torques T, e T),sdo transmitidos através da torgéo

das juntas. Considerando suas constantes de rigidez ¢ de
amortecimentos internos, temos:

T,=k, -0, +D, -0, (18)
T, =k,-0,+D, -0, (19)

Substituindo e isolando-se os termos 7, e T, vem:

T;cr :kx'9x+Dx'9x+Ag.d)xg+(cg_Bg)'a),Vg.wzg
(20)

. a)zg

ey

Ty=—k,0,-D,-0,~B, &, +(Cy~Ay) 0

xg

3.2 Esforg¢os no Rotor

Antes de aplicarmos as equagdes de Euler ao rotor,
descreveremos os momentos externos que estdo sendo
considerados. A junta elastica, que liga a cruzeta ao rotor
(alinhado com o eixo y, ), € responsavel pela transmissao

de T, e T, a cruzeta. Um torque 7}, de arrasto, surge

entre a carcaga e o rotor, proporcional a velocidade de
rotagdo N, que atua na dire¢do do eixo-motor ( z, ), € que

produz as componentes (~7d -6,) e (7d -0,) nos eixos

X, e y, respectivamente. Entre a carcaca e rotor também
estdo presentes momentos externos de amortecimento,

Dr-6,.e Dr-6,.,
respectivamente, que sdo proporcionais as componentes
da velocidade angular relativa entre ambos. Momentos

externos aplicados pelas bobinas de torque, sdo usados

nas diregdes x, e y, da carcaca

para se fechar as malhas de controle (MC,.,MC,.)

também nas diregdes x. ey, da carcaca,

respectivamente.

As equagdes para o rotor sdo dadas por:
zMxrZA'd)xr+(C_B)'wyr'wZI* (22)
zMyrzB'd)yr_(C_A)'a)xr'wzr (23)

Onde,

A, BeCsao os momentos principais de
inércia relativos aos eixos x,., y,.€ z,., respectivamente.

zMxrzMx_Txr_Td'ey (24)
> M, =M, T, +T,-0, (25)

c,
Mx=(MC,, - Dr-0,,)cos Nt + (MC,, — Dr-6,,)sen Nt
(26)
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My =—(MC,, —Dr-6,.)sen Nt + (MC,, - Dr- éyc) cos Nt

27

As expressdes (26) e (27) realizam a conversdo de
momentos expressos no referencial da carcaca para o
referencial do rotor.

Aplicando as expressoes de T, e T, , temos:

A-@,+(C=B)-w, 0, +k 0,+D, -0,

+A, 0 +(Cyg—By) 0 -0., +Td -0, = Mx

(28)
B-o,—(C-A) o, o, +k,-0,+D, -0,
-1d -6, =My
(29)
Substituindo as expressoes de

a)xr’wyr’wnﬂwxg’wyg’

@4 (4-6 € 11-13), e suas derivadas

, temos:

O, (A+Ag)+0, D, +0,[N*(C—B+Cy —By) +ky ]+
0,N(C—A-B)+6,Td =
g (A+ Ag) =, N(C—B+Cy — By )+ Mx (30)

0,B+0,D,, +0,[N*(C~A4)+k,]-O,N(C~ A~ B)~0,Td =
~ys Bty -N-(C—A)+ My 31

Em  seguida, substituindo as  expressdes de
1) @, (1-3), e suas derivadas em fungdo das

é.» ¢}y e re-

XS VS’
velocidades angulares da carcaga

agrupando, tem-se:

Oy (A+Ag)+0, D, +0,[N*(C—B+Cy —Bg) +ky ]+
6,N(C~A-B)+6,Td =

~(A+ Ag (¢ cos N+, sen Ni)

fN(CfB+A+C,g fBg +Ag)(7¢5x sen Nt+¢5y cos Nt)+
Mx (32)
. . )

0yB+9yDy +¢9y[N ~(C—A)+ky]

0y -N-(C-—A-B)-0,-Td =

—B(~fy sen Nt + ¢, cos Nt) +

N(C— A+ B)(¢hy cos Nt + ¢y, sen Ni)+ My (33)
Interessa-nos a relagdo entre os movimentos de rotor e

carcaga expressas no referencial da carcaga (que ¢ o
responsavel pela medida fornecida pelo sensor). Assim

sendo, devemos substituir as variaveis 6, e 6, pelas suas
projegdes no sistema da carcaga 6, e 6, usando as

transformagdes expressas em (9) e (10). Tem-se entdo:

O (A+A ) cos Nt}

~[2N(4+ 4, )+N(C—A—B)]senNt+}
Qxc +

(Dy +D,.)cos Nt

+(Td + ND, )sen Nt

2
N2 (C-B+Cq —By)+k, N
cos Nt
~N? (C-A4-B)-N?(4+4y)
Hyc (A+4g )senNt}
; (Dy +D,.)sen Nt +
¥e |IN(C— A= B)+ 2N(A+ Ag)]cos Ni [
(N*(C-B+Cy ~By)+hky)
9 sen Nt + B

ve || -N?-(C~A-B)-N*(A+ 4g) =
(T + ND, ) cos Nt
—(A4+ Ag )(q?x cos Nt + g}fy sen Nt)

—N(C—B+A+Cg —Bg +Ag)(—¢3x sen Nt+¢5y cos Nt)+
(34)

—Bsen Nt} +
Oy {~(D, + D, )sen Ne=[2BN + N(C— A~ B)] cos Nt}

O, ¥ |sen Nt — (T = ND,,) cos Nt { +
+N2.(C-A-B)
Gy {Bcos Nt} +

e -
-
{{BNZ _N2(C—A)+k
{
-

Oy {~[2NB+N(C~ A~ B)]sen Nt +(D), + D,.) cos Nt}
—(Ty + ND, )sen Nt

2

ye +[N2(C—A)+ky—NZ(C—A—B)—N2B}cosNt
= —B~(—{5x -sen Nt+g}5y -cos Nt)

+N -(C— A+ B)-(§y -cos Nt +g,, -sen Nt)+ M, (35)

Admitindo juntas elasticas simétricas, tem-se:
k,=k, =k

x — My

D,=D,=D
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Além disso, para simplificar o conjunto de equagdes
anteriores, executa-se as operagdes

“(34)-cos Nt —(35)-sen Nt ” e
“(34)-sen Nt + (35)-cos Nt .

Utilizando também as defini¢des (26) e (27), obtém-se os
resultados:

Ol +6re (D+ D) 40y (k= N2J)+60,.N(C+ Ag) +
Oy (Tz +ND) =
~f I~ $, N(C+ Ag —J) =gy cos 2Nt —gq,, sen 2Nt + MCy; (36)

Oyl + 6, (D+ D)+ 0, (k= N2J)+ 6, N(-C— Ag)
~0,(Tp + DN) =
~fy I +§ N(C+ Ag —J) - qy sen 2Nt +q,, cos 2Nt + MC), (37)

onde,

1
I=E(A+B+Ag),
1
J—E(Ag+Bg—Cg),

Gy =00 AL +0, N2AT +6, ONAL+§ AL+, N(AL+Alg)

Gy =0, AL+ 0, N*AT =0, 2NAL+§, Al - N(AI + Alg)

1

Al =—(A=B+4,)
1

Alg =—(4-B+C, - B,)
1

A =—(Cy— 4 = B,)

Chegamos assim, aos resultados (36) e (37), que, a menos
dos termos relativos ao movimento da carcaga,
correspondem as expressdes apresentadas no guia de
especificacdo de testes e procedimentos da IEEE (1989)
para o caso de cruzeta e rotor com simetria axial. Nota-se
os esforcos de reagdo relacionados com as inércias da
cruzeta, que oscilam com o dobro da freqiiéncia de
rotagdo do rotor. Com relagdo a este resultado, ¢
interessante observar que as restricdes cinematicas da
ligagdo entre rotor e cruzeta impdem uma oscilagdo na
cruzeta com freqiiéncia “2N” quando o rotor assume uma
orientagdo fixa no espago. As oscilagdes em “2N”
presentes nos sinais originados do sensor costumam ser
atenuadas, nos circuitos de condicionamento, por filtros
de rejeig¢do de banda.

4. ANALISE DAS RESPOSTAS EM
MALHA ABERTA

4.1 Condigao ldeal

Vamos considerar um giroscopio perfeitamente simétrico
(A=B, A,=B,) e com inércias da cruzeta muito menores
do que as inércias do rotor (4,,C, << 4, C). Neste caso,
podemos desprezar os coeficientes presentes em ¢, € ¢, ,
além das inércias da cruzeta nas equagdes anteriores.
Sua resposta em malha aberta (MC,= MC,=0), é dada
por:

O, +6,.(D+D,)+0,.(k—N>J)+6, NC
+0,.(T;, + ND)=-§.I - $,NC

(38)
0,1 +6,(D+D,)+6,.(k—N°J)-6,NC

~0,.(T; + ND)= ¢ I + ,NC
(39)

A condicdo de sintonia, ou seja, para N = Ny =+vk/J ,
representa a situagdo em que o momento aplicado pela
tor¢do das juntas elasticas ¢ contrabalancado pela reagao
da cruzeta (torque devido a sua aceleragdo e binario
giroscopico) ao movimento que lhe ¢ imposto. Neste caso,
sem esforcos de amortecimento, o rotor giraria livre no
espaco , como ¢ de se esperar de um sensor giroscopico
ideal. Ou seja, supondo carcaga e rotor inicialmente
alinhados, as equag¢des acima forneceriam:

exc (t) = _¢x (t)
gyc (t) = _¢y (t)

4.2 Fungoes de Transferéncia em Malha
Aberta na Condicao de Sintonia

A constante de tempo de um DTG ¢é um fator de
importancia na determinag@o da qualidade do mesmo. Ela
esta relacionada aos esforgos de amortecimento que
atuam sobre o rotor. Ao girarmos a carcaga, mesmo sem a
acdo das bobinas de torque, estes esfor¢os implicariam no
alinhamento da carcaga e rotor através do movimento de
precessao do ultimo. Quanto maior este tempo de
alinhamento, ou seja, maior a constante de tempo, melhor
a qualidade do sensor. Outro fendémeno que pode
prejudicar o desempenho do giroscopio é a nutacdo do
rotor, que ocasiona oscilacdes na leitura do sensor. Como
em Craig (1972 b), as fungdes de transferéncia, obtidas a
partir das equagdes anteriores, podem ser analisadas a luz
desses fendmenos, conforme sera mostrado a seguir.

Aplicando a transformada de Laplace a (38) e (39) vem:
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B(8) 0,0 (5) + Py(5) - 0,.(5) = =B5(5) - $,.(5) = F4(5) - ,,(5)

(40)
—B(5)- 0, (5)+ R(5)-0,.(s) = B4 (5)- §.(s) — B3(5)- 9, (5)
(41)
Os polindmios em s sdo definidos por:
B(s)= I-s* +(D+D,,)-s = [s[s+(D+—[D’)] = Is(s +i)
g

P(s)=N-(C+4,)-s+(T, + ND)= Io, (s + )
T
Py(s) = Is*

P(s)=N(C+4,-J)s=
 NCxdy) (4B, ~CN
5o

1
s=Ilo s(1———
S( 2Fm)

1 2
onde,
o, =S
" I
¢ a freqiiéncia de nutagdo, e
1 D+Dr
7 1
1 (D D
1 (D, D4\ N,
T I 1w,
T,
o="
(C+4,)
(Ag + B, —C,)

A matriz de transferéncia, relacionando os movimentos do
rotor e carcaga ¢ dada por:

exc(s) :|:G11(S) Glz(s):|. ¢x(s)
0,.(5) | [ Gyls) Gyls)] |9,(9)

(42)
onde,
BP, + PP,
Gll(s):Gzz(S):_—l ; 224
R +p,
—-PP,+ PP,
Gy (s) = =Gy (s) = %
R +h

Estas funcdes de transferéncia acima serdo expressas em
funcdo das dindmicas de precessdo e nutagdo do rotor.
Inicialmente, tem-se:

! Nota-se uma diferenga em relagdo a expressdo 18 de Craig
(1972b), pois esta ndo apresenta os parénteses, provavelmente
devido a um erro de impressao.

Plz(s)"'Pzz(S) = 12[52(S+i)2 +(03(S+l)2]
T T

(43)
R(s)P(s)+ P (s)Py(s) =
VI B ToRE SNV S SR R SV
=1 S{S [(S+z')+(z'1 z-)]+w"(1 2Fm)(s+r)}
2{ l.2 2 1 1 12}
= I2s{(s+)s% + @2 (1= —)]+(———)s (44)
T 2Fm T
Py (5)Py(5)— B () Py (5) = 120,52 [—— 5+ (2 - )+ —]
2R Ot Tt ) 20 Fm

z[za)nsz[

1 1
T L)

A fatora¢do do denominador das fungdes de transferéncia
pode ser imposta em termos das dindmicas de precessdo e
nutacdo do rotor como segue:

P2(s)+ P2(s) = IP[s2 (s + )% + 02 (s + 02 )=
T] T

512(s+l)2(32 +is+a),%)
T T,

(46)

onde 7,, ¢ a constante de tempo da dindmica de nutagao.

Utiliza-se a igualdade dos polindmios acima, pois o0s
demais coeficientes relativos a poténcia s sdo

desprezados face a a),f, bem como ¢ desprezado 1/(7-7,)
no termo referente a s. A constante de tempo de nutagéo ¢é
determinada a partir da igualdade dos termos em s3:
1 [L_l) :&+2[1_i]_0_d£
I 1
(47)

O significado fisico dos termos desta expressio ¢
discutido na se¢do 4.4.

A influéncia do termo 1/(r-7,) ¢ também desprezada
para se chegar a aproximag@o do numerador de G;;:

B()P3(s)+ Py (s)F(s) =

= P25l D2 12—y Lo b2l
oy s{(s+r)[s *on (1= (=D }

:123{(“%)[9 +Ls+w3(l—ﬁ)]} (48)

Tn
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Admitindo-se o cancelamento de pélos e zeros relativos a
dindmica de nutagdo para o canal direto, tem-se:

Gll(s):—L

1
(s+-)
T
(49)
A fung@o de transferéncia relativa ao canal cruzado é dada
por:

2 —
Gils) = s (@, /2Fm)s —(w,/1,)] -

(s+1)2(s2 +3s+a)n2)
T

n

1 1

= S’[(1/2Fmw,)s - (1/ o,7,)] -
1., 2, 2 2

(s+-) (s"+—s+w,)
T 7,

(50)

Dada a magnitude de G,(s), pode-se considerar somente
a contribuicdo de Gy;(s) na resposta do rotor a um
pequeno deslocamento angular na carcaga. Ou seja, para
as entradas em degrau com amplitudes ¢,(0)e ¢y (0),

tem-se:
O (D) = ~4,(0)e "'
0,e(1) = =g, (0"

As expressdes anteriores mostram que o alinhamento
entre rotor e carcaga se d4 num intervalo de tempo
determinado pela constante de tempo de precessdo do
giroscopio, € que este sera tanto mais lento (o que ¢
desejavel para aproximar o desempenho do sensor ao caso
ideal) quanto menores forem os amortecimentos
envolvidos.

4.3 Funcoes de Transferéncia em Malha
Aberta na Condicao fora de Sintonia

Na pratica, o DTG opera bem préximo a condicdo ideal
de sintonia, devido a pequenas imprecisdes no projeto e
na fabricacdo, e pela variacdo de seus pardmetros com o
tempo. Uma caracteristica importante para resguardar o
bom desempenho nesse caso ¢ a relacdo entre inércias do
rotor e cruzeta. Esta ¢ expressa pela chamada “figura de
mérito”, Fm, do giroscopio. Sua influéncia sera mostrada
seguir.

Para pequenos desvios em relagdo a condicao de sintonia,
tem-se:

(k—=N*J)=J(N} -N?*) =
= J[(N +6N)* = N?]= J(6N* +2n6N)
(62)

Para ON << N, pode-se fazer a aproximagao:
(k—N*J)= 2NN =
_Cr4) N SN

=lw,
1 (C+4,)/2J Fm
(32)

Neste caso, a expressao do polindmio P;(s) e o numerador
de Gy, (s) sdo modificados para:

B(s)=I[s* + (l+i)s +w,——]
T T, Fm
(53)
Py (5)P3(5) = B (5) Py (s) =

2 1 2 1 1 ON 1
=1"w +—)— +(—+—)s+w, —](1-——
ns{s(s 2') Ls (r T, )s " Fm]( 2Fm)

“Pays ]2 ] (1+1_2Fm)s+wn5—N(1fL)
2Fm 2Fm 't T Fm 2Fm

=Pyt L, ON (54)
2Fm T Fm

OoN .
Sabendo-se que F—<< ®,, pode-se considerar a
m

expressdo do numerador de G;; inalterada em relagdo a
(48) , e a expressdo do denominador das funcdes de
transferéncia pode ser aproximada para:

2
RA(s)+ PE(s) = 1(s +2)? +(ﬁj 5% + =5+ @2)
T Fm T,
(55)
Portanto, as novas expressdes das fungdes de

transferéncia passam a ser:

1.2 1 2 1
s(s+)s" +—s+w, (1-———
(o ™ v (=)

2
(s+l)2 +(§—NJ 1(s2 +is+w,12)
T Fm T

n

Gyi(s)=- [ (56)

n n 57)

A Fig. 7 mostra a resposta em freqiiéncia de um DTG, de
acordo com a norma apresentada pelo IEEE (1989). Esta
¢ a forma de resultado produzida a partir das expressoes
(56) e (57) , utilizando valores com a mesma ordem de
grandeza dos apresentados na tabela 1.
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Figura 7 - Resposta em Freqiiéncia para
um DTG tipico em malha aberta
(reproduzido a partir de IEEE , 1989).

Como na se¢do anterior, apds a decomposi¢do em fracdes
parciais da expressdo de G,(s), para o célculo da resposta

¢x(0) e ¢y(0) )’
N N

despreza-se fatores de menor amplitude nas freqiiéncias

em degrau do sistema (entradas iguais a

ON , . ~ .
de nutacdo e o Além disso, supde-se também o
m

cancelamento de podlos e =zeros correspondentes a
dindmica de nutagdo. Tém-se , dessa forma, os resultados:

s(s+l)

Gi(s)=— : T&v >
2

[(S"";) +(Fm) ]

(58)
—s(OoN / Fm)

1, (oNY
[(S“‘;) +£ij]

Gy(s) =

(39)

Sendo assim, a resposta em degrau do movimento do
rotor ¢ dada por:

0c(1) =400 *cos( ) 1=, 0™ sen( S
(607

% Note a diferenga de sinal no segundo termo do lado direito da
equacdo em relagdo a eq. 25 de Craig (1972 b)

/e 6N e ON
0,.(t) = 4.(0)e™"’ sen(—Fm)t—gﬁy(O)e / cos(—Fm)t
(61)°

Observa-se entdo a importancia de se utilizar altas
magnitudes dos valores da figura de mérito para atenuar
os efeitos de desvios na sintonia do DTG, que, em
conjunto com baixos valores de amortecimento, deixa seu
comportamento proximo ao de um giroscopio ideal.

4.4 Influéncia dos Parametros de

Amortecimento

E interessante observar o papel de cada tipo de
amortecimento nas dinadmicas associadas com a precessao
e a nutagdo do rotor. Nota-se, de acordo com as
expressoes (60) e (61), o papel da constante de tempo do
movimento de precessdo, o qual traz lentamente o rotor a
um alinhamento com a carcaga. Os amortecimentos
internos das juntas elasticas sdo responsaveis pela perda
de energia do rotor, quando este assume uma atitude
diferente da carcaca, devido ao movimento oscilatorio
assumido pela cruzeta. Também presente na constante de
tempo de precessdo, o momento de amortecimento “7,”,
proveniente do meio gasoso entre rotor e carcaga. O
momento, que atua na direcao do eixo de “spin” do rotor ¢
praticamente igual a “7,”, e uma componente
perpendicular ao eixo do rotor, “7,60”. resulta da
composi¢do entre 0 momento motc 0,
conforme ilustra a Fig. 8.

1
Figura 8 -Atuacdo dos torques de arrasto (“Ty”)
¢ motor sobre o rotor .

Este momento resultante, pelo efeito giroscopico, induz
no rotor uma rota¢do do seu eixo de “spin” em torno de
um eixo perpendicular ao plano da figura, no sentido de
aproxima-lo ao eixo motor.

No caso da nutacdo, este movimento oscilatério seria
auto-sustentavel, se ndo houvesse as perdas por
amortecimento. Ele representa a troca de energia entre um
grau de liberdade e outro. Como ¢ de se esperar, o
amortecimento para um movimento oscilatorio entre

? Note a diferenca de sinal no primeiro termo do lado direito da
equacdo em relagdo a eq. 26 de Craig (1972 b)
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carcaga e rotor possui um papel dissipativo, bem como o
amortecimento interno das juntas elasticas para valores
tipicos da velocidade de nutagdo (@, =1,7N ), o que esta

representado na expressao (47). O caso de freqiiéncia de
rotacdo motora e de nutagdo coincidentes corresponde ao
caso de pouca utilidade em que o rotor é esférico, e
implica na anulagdo entre si dos valores das variaveis de
movimento que multiplicam “D” em (36) e (37).
Finalmente, o sinal negativo do ultimo termo em (47)
representa o papel atenuador do amortecimento da
nutagdo originado da agdo da componente “7,8” , ja que
esta parcela induz um movimento de rotagdo do eixo do
rotor, conforme explicado no paragrafo precedente.

Ao contrario da precessdo, o amortecimento produz um
efeito desejavel ao atenuar o fendémeno de nutagdo.
Mesmo assim, neste caso também utiliza-se comumente
um filtro de rejeicdo de banda, com o papel de eliminar o
sinal espurio da nutacdo presente na leitura do sensor.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, as fung¢des de transferéncia, relacionando
movimentos de carcaga e rotor, foram derivadas a partir
de simplifica¢cdes aplicadas ao conjunto completo de
equacdes de movimento de um giroscopio sintonizado
dinamicamente. A abordagem utilizada visou o
esclarecimento e integragdo de resultados comuns na
literatura.

Préximos passos neste estudo incluem o tratamento do
modelo de erros do sensor e sua compensagao a partir de
resultados de ensaios, para a integragdo do mesmo num
algoritmo de navegagdo. Pretende-se também investigar, a
luz destes resultados o papel de algumas estratégias de
controle do movimento do rotor.

A importancia do desenvolvimento autonomo de sistemas
inerciais, voltados a diversas aplicacdes de interesse no
pais, sugere o estabelecimento de uma massa critica de
pesquisadores dedicados ao seu estudo. A divulgagdo da
teoria do “DTG” representa uma contribuicdo neste
sentido, focalizando um sensor com potencialidade ja
comprovada pelo desenvolvimento de protdtipos no
Centro Tecnologico da Marinha em Sdo Paulo.
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