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RESUMO

Condições necessárias e suficientes para a existência
de observadores de ordem reduzida desacoplados de
perturbação para sistemas descritores lineares contínuossão
apresentadas. Essas condições são baseadas na solução de
uma equação de Sylvester generalizada, sob uma restrição
que descreve o desacoplamento de perturbação do estado
estimado e numa condição de posto que garante a existência
de matrizes para a reconstrução de todas as variáveis
de estado, também com desacoplamento de perturbação.
Mostra-se que as condições para a existência do observador
desejado estão associadas, fundamentalmente, a certas
propriedades estruturais do sistema descritor. A partir destes
resultados, propõe-se um algoritmo de projeto baseado em
técnica de posicionamento de autoestrutura. Os resultados
apresentados destinam-se, fundamentalmente, à aplicação
em síntese de leis de controle do tipo realimentação de
estados estimados. Um exemplo numérico ilustrativo do
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procedimento de projeto é apresentado.

PALAVRAS-CHAVE : Sistemas descritores, Observadores,
Ordem mínima, Equação de Sylvester, Posicionamento de
Autoestrutura.

ABSTRACT

Necessary and sufficient conditions for the existence and
design of disturbance decoupled reduced-order observers for
continuous linear descriptor systems are presented. The
observer existence conditions are based on the solution of
a generalized Sylvester’s equation, under a constraint that
describes the disturbance decoupling of the estimated state,
and on a rank condition that guarantees the existence of
matrices for the reconstruction of all state variables, also with
disturbance decoupling. Basically, the design conditions
of the desired observer are associated to some structural
properties of the descriptor system. From these results,
we propose an observer design algorithm that is based on
eigenstructure assignment technique. The presented results
are useful when an estimated state feedback control law is
considered. An illustrative numerical example is reported.

KEYWORDS: Descriptor Systems, Observers, Minimal
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order, Sylvester’s equation, Eigenstructure assignment.

1 INTRODUÇÃO

A teoria de estimação de estados exerce um papel importante
em diferentes campos técnicos e científicos tais como em
controle de sistemas dinâmicos (Chen, 1999) (Dai, 1989)
(Liu and Patton, 1998), em detecção/diagnóstico de falhas
(Liu and Patton, 1998) (Bolivar, 2001) e em filtragem
(Nagpal and Khargonekar, 1991; Yaesh and Shaked, 1992).
Nas aplicações em controle de sistemas dinâmicos, os
observadores (ou estimadores) de estado viabilizam a
implementação de leis de controle de realimentação de
estados, parcial ou completamente estimados, preservando,
em particular, a estabilidade do sistema em malha fechada
para ambos os casos. Nesse campo de aplicação, um
observador de estados constitui-se em um subsistema
dinâmico, excitado pelas entradas e saídas do sistema
a controlar. Os estados do observador devem permitir
recuperar, assintoticamente, as trajetórias dos estados do
sistema ou de uma combinação deles.

Considerando que o sistema a controlar está sujeito a
perturbações externas, é desejável que o comportamento
dinâmico do observador esteja, parcialmente ou
completamente, desacoplado das perturbações, ou satisfaça
algum critério de desempenho face à influência dessas
perturbações no erro de observação do sistema. Portanto, um
observador desacoplado de perturbações externas consiste
de um sistema observador que rejeita completamente alguma
perturbação considerada do erro de observação.

Embora o desacoplamento (ou rejeição completa) de
perturbação possa parecer um requisito muito forte,
observadores desacoplados de perturbação podem ser
projetados se o sistema considerado verifica algumas
condições estruturais, que estão geralmente relacionadasa
alguma propriedade de detectabilidade e ao número de saídas
medidas comparado ao número de entradas de perturbação.
Além disso, algumas propriedades inerentes a um projeto
por realimentação de estados, relativas à relação perturbação-
saída, continuam válidas em malha fechada quando um
observador desacoplado de perturbação é utilizado para
implementar a lei de controle.

O desacoplamento de perturbações em projeto de
observadores de estado foi tratado na literatura científica,
principalmente para o caso de sistemas lineares normais
(descritos por equações diferenciais ordinárias de primeira
ordem), como por exemplo, em (Johnson, 1975)
(Bhattacharyya, 1978) (Hou and Muller, 1992a)
(Syrmos, 1993) (Liu and Patton, 1998). O desacoplamento
de perturbações em observadores para o caso de sistemas
descritores (descritos por equações diferenciais de primeira

ordem e equações algébricas) foi tratado, por exemplo,
em (Yang and Tan, 1989) (Paraskevopoulos et al., 1992)
(Hou and Muller, 1992b) (Darouach et al., 1996) (Chu and
Mehrmann, 1999a).

O objetivo deste trabalho é abordar o problema de projeto
de observadores desacoplados de perturbações externas para
sistemas descritores. Relativamente a trabalhos similares,
a originalidade da técnica de projeto proposta reside:
i) na resolução explícita de uma equação de Sylvester
generalizada sujeita a duas condições complementares, e ii)
na utilização de sinais auxiliares, definidos em função das
entradas de controle e das saídas medidas, respectivamente.
Na definição desses sinais auxiliares, são empregadas
matrizes que permitem anular a ação da perturbação sobre as
variáveis algébricas do sistema descritor e sobre as variáveis
de saída. Já a possibilidade de solução da equação de
Sylvester conjuntamente com as condições complementares,
é interpretada em termos de propriedades estruturais que
devem ser verificadas pelo sistema descritor para que se
possa projetar o observador desacoplado de perturbação
(ODP).

Este trabalho está organizado da maneira seguinte. Na seção
2 é feita uma apresentação do problema, onde são mostradas
as equações do sistema descritor, do observador e dos sinais
auxiliares a serem utilizados. Na seção 3 são apresentadas
condições necessárias e suficientes para a existência do
observador desejado, e uma breve análise considerando a
inclusão de uma dada lei de controle de realimentação de
estados estimados. Na seção 4: i) são apresentadas e
interpretadas as condições estruturais do sistema descritor
que permitem o projeto do observador, ii) relacionam-se
os quatro casos possíveis relativos à ação das perturbações
sobre as variáveis do sistema, indicando-se a estrutura/ordem
mínima do observador mais adequada para cada caso. Na
seção 5 propõe-se um algoritmo de cálculo com base nos
resultados anteriores e mostram-se os resultados numéricos
e de simulação, para um exemplo de sistema descritor. Em
seguida apresentam-se as conclusões.

2 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA

Seja um sistema descritor linear contínuo sujeito a
perturbações externas descrito por:

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Bww(t) (1)

y(t) = Cx(t) + Dww(t) (2)

onde x ∈ ℜn, y ∈ ℜp, u ∈ ℜm e w ∈ ℜr são,
respectivamente, os vetores de estados, de saídas medidas,de
entradas de controle e de entradas de perturbação. A matriz
E ∈ ℜn×n é tal queposto(E) = q < n, que caracteriza um
modelo de sistema descritor linear,A ∈ ℜn×n, B ∈ ℜn×m,
com posto(B) = m, C ∈ ℜp×n, com posto(C) = p,
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Bw ∈ ℜn×r, com posto(Bw) = r e Dw ∈ ℜp×r, com
posto(Dw) = r̃ < p1.

Seja L ∈ ℜ(n−q)×n uma matriz de posto completo que
verifica

LE = 0 (3)

DefinaBd ∈ ℜ(n−q)×r e o escalar̄r por

Bd = LBw e r̄ = posto(Bd) < n − q (4)

Para efeito de implementação de leis de controle do tipo
realimentação de estados estimadosu(t) = F x̂(t) +
v(t), ondev(t) representa uma nova entrada de controle
ou de referência, considera-se um observador de estados
representado sob a forma:

ż(t) = Hz(t) + TBu(t) − Zy(t) (5)

x̂(t) = Sz(t) + N̄ ȳ(t) + Ñ ỹ(t) (6)

ondez ∈ ℜk e x̂ ∈ ℜn são os vetores de estados estimados e
de estados observados, respectivamente.

Os vetores̄y ∈ ℜn−q−r̄ e ỹ ∈ ℜp−r̃ representam sinais
auxiliares gerados a partir das entradas de controle e das
saídas medidas, como segue:

ȳ = −Q̄LBu(t) (7)

com Q̄ ∈ ℜ(n−q−r̄)×(n−q) tal queQ̄Bd = 0, posto(Q̄) =
n − q − r̄, e

ỹ = Q̃y(t) (8)

comQ̃ ∈ ℜ(p−r̃)×p tal queQ̃Dw = 0 eposto(Q̃) = p − r̃.

A figura 1 ilustra o sistema em malha fechada, contendo
o sistema original, o observador e um controlador por
realimentação de estados estimados. Observe que a parte
dinâmica do observador, descrita por sua equação de estados
(5), é similar à dos observadores de ordem reduzida para
sistemas normais (ver por exemplo (Chen, 1999)). Como
pode ser visto nas duas seções seguintes, a definição do sinal
ȳ permite levar em conta a parte algébrica das variáveis de
estado do sistema descritor, no projeto do observador.

O problema tratado na seqüência destina-se ao projeto de
observadores (5)-(6) para sistemas descritores (1)-(2), sem
influência das perturbaçõesw(t). Deseja-se verificar sob
quais condições é possível determinar as matrizesH , T ,

1O conjunto de pólos (finitos e infinitos) de um sistema descritor
corresponde ao conjunto de autovalores generalizados do par (E, A). Se
o sistema é regular, o conjunto dos pólos finitos, denotadoσ(E, A),
é formado pelas raízes da equação característicadet(λE − A) = 0
(Castelan, 2005; Dai, 1989).

B

T

Q̃ Ñ

−Q̄L N̄

−Z

R

S

H

Eẋ = Ax + Bu + Bww

y = Cx + Dww

x̂

y

ȳ

ż z

ỹuv

F

w

Figura 1: Sistema em malha fechada com realimentação de
estados estimados.

Z, S, N̄ e Ñ tais que o erro entrex(t) e x̂(t) é nulo
em regime estacionário, para qualquerw(t) ∈ ℜr. Um
sistema observador de estados sob essas condições será dito
umObservador Desacoplado de Perturbações(ODP).

A ordem do observador (5)-(6) é determinada não somente
em função da ordem dinâmica do sistema descritor,q, e do
número de saídas,p, mas também de como a perturbação
atua sobre a parte algébrica das variáveis de estado (Dai,
1989) e sobre as variáveis de saída, através das matrizesQ̄
e Q̃, respectivamente. Em particular, seLBw = Bd = 0 e
Dw = 0, tem-seQ̄ = In−q e Q̃ = Ip, e a ordem mínima
é k = q − p (Castelan et al., 2004). Nas outras situações,
a estrutura proposta também permite atingir a menor ordem
possível.

3 OBSERVADORES DESACOPLADOS DE
PERTURBAÇÕES

Nesta seção são apresentadas as condições para a existência
de um ODP de ordem reduzidak ≥ q − p, essencialmente
descritas pela possibilidade de solução de uma equação
de Sylvester conjuntamente com uma condição para o
desacoplamento das perturbações. Ao final, considera-se a
uma lei de controle de realimentação de estados estimados,
e faz-se uma breve análise para o sistema de malha fechada
correspondente.

Proposição 3.1Dado um sistema descritor (1)-(2), existe
um observador de ordem reduzidak na forma (5)-(6) tal que,
para qualquer perturbaçãow ∈ ℜr:

i) o erro de estimaçãoε(t) = z(t) − TEx(t) verifica:
ε(t) = eHtε(0) , ∀ t ≥ 0 e lim

t→∞
ε(t) = 0, ∀ z(0),

Ex(0); e

ii) para matrizesS, N̄ e Ñ , adequadamente calculadas, o
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estado estimadôx ∈ ℜn verifica lim
t→∞

[x(t)− x̂(t)] = 0;

se e somente se é possível resolver a equação de Sylvester
generalizada

TA − HTE = −ZC, com σ(H) ⊂ C− (9)

sob as condições adicionais:

TBw + ZDw = 0 (10)

posto









TE
Q̄LA

Q̃C







 = n (11)

onde:H ∈ ℜk×k, T ∈ ℜk×n eZ ∈ ℜk×p; eσ(H) denota o
espectro deH .

Demonstração:
Considere o erro de estimação

ε(t) = z(t) − TEx(t) (12)

Sua derivada, em relação ao tempo, é dada por:

ε̇(t) = ż(t) − TEẋ(t) (13)

Fazendo substituições entre as equações (1), (2), (5) e (13)
obtém-se, após breve simplificação:

ε̇(t) = Hz(t) − (ZC + TA)x(t) − (TBw + ZDw)w(t) (14)

Observa-se que a parte(i) da proposição é satisfeita se e
somente se a dinâmica do erro de estimação for descrita pelo
sistema dinâmico assintoticamente estável:

ε̇(t) = Hε(t), comσ(H) ⊂ C− (15)

Portanto, comparando-se (14) com (15), conclui-se que as
condições (9) e (10) são necessárias e suficientes para o
desacoplamento de perturbação do erro de estimação relativo
à parte(i) da proposição.

Para a demonstração da parte(ii) , supor que (11) também é
verificada e considerar (6) escrita na forma

x̂ =
[

S N̄ Ñ
]





z(t)
ȳ(t)
ỹ(t)



 (16)

Multiplicando, à esquerda, a equação (1) porQ̄L e
lembrando que, por definição,LE = 0, obtém-se

0 = Q̄LAx(t) + Q̄LBu(t) + Q̄LBww(t) (17)

Também por definição,̄QLBww(t) = 0. Então, combinando
(7) com (17) resulta em

ȳ = Q̄LAx(t) (18)

De (2) e (8), lembrando quẽQDw = 0, obtém-se

ỹ = Q̃Cx(t) (19)

Conforme a demonstração da parte(i), lim
t→∞

ε(t) = 0. Então,

no limite quandot → ∞, as equações (12), (18) e (19)
podem ser escritas conjuntamente como

lim
t→∞





z(t)
ȳ(t)
ỹ(t)



 =





TE
Q̄LA

Q̃C



 lim
t→∞

x(t) (20)

Tomando o limite de (16), comt → ∞, e combinando o
resultado com (20), obtém-se:

lim
t→∞

[x(t) − x̂(t)] =

=



In −
[

SN̄ Ñ
]





TE
Q̄LA

Q̃C







 lim
t→∞

x(t)

=
(

In − M †M
)

lim
t→∞

x(t) (21)

em queM† =
ˆ

S N̄ Ñ
˜

∈ ℜ
n×(k+n+p−q−r̄−r̃) é,

em geral, uma pseudo-inversa à esquerda deM =
ˆ

(TE)′ (Q̄LA)′ (Q̃C)′
˜′

.
Logo, independentemente do valor delim

t→∞
x(t), o erro de

observaçãox(t) − x̂(t) é nulo em regime permanente, se
e somente se for possível anular o termo entre parênteses
na relação anterior ou, equivalentemente, se for possível
calcular as matrizesS, N̄ e Ñ de modo que

M †M = In (22)

Isto pode ser realizado, se e somente se a condição (11) é
verificada.
2

A resolução de (9)-(10) está associada, fundamentalmente,
ao número de entradas de perturbação e a propriedades
estruturais ligadas ao sistema(E, A, C, Bw , Dw), a serem
discutidas posteriormente.

Da demonstração acima, é importante salientar o papel
dos sinais auxiliares̄y e ỹ, definidos a partir das matrizes
Bd = LBw e Dw, fundamentais para a obtenção do erro de
estados estimados desacoplado da perturbação. De fato, se
tivéssemos̄QBd 6= 0 e Q̃Dw 6= 0, então, ao invés de (20),
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teríamos

lim
t→∞





z(t)
ȳ(t)
ỹ(t)



 =

= lim
t→∞









TE
Q̄LA

Q̃C



x(t)



+ lim
t→∞









0
Q̄LBw

Q̃Dw



 w(t)





(23)

o que implicaria, em particular,lim
t→∞

[x(t) − x̂(t)] 6= 0 se

lim
t→∞

w(t) 6= 0.

Em função da definição dos sinais auxiliaresȳ e ỹ,
descrevem-se na seção seguinte diferentes casos para
os quais pode-se considerar o projeto de observadores
desacoplados de perturbação sob a estrutura proposta,
associando-se, em particular a definição da ordem do
observador à condição (11). Note que, em função de (11),
a ordem do observador deve verificark ≥ q − p + r̄ + r̃
(veja também (21) e (22)). Então, a ordem mínima possível
para o observador ocorre no caso em que a matrizM =
[

(TE)′ (Q̄LA)′ (Q̃C)′
]′

, de poston, é quadrada e
portanto inversível, de modo queM † = M−1.

Para finalizar esta seção, considera-se a utilização
do observador desacoplado de perturbação para a
implementação de uma lei de controle do tipo realimentação
de estados estimados, dada por

u(t) = F x̂(t) + v(t) (24)

em queF ∈ ℜm×n é uma matriz de ganho de realimentação
e v(t) é uma nova entrada de controle ou de referência.
Supõe-se que a matrizF é tal que o par(E, A + BF ) é
fortemente estável, ou seja: assintoticamente estável, regular
e livre de modos impulsivos (Varga, 1995).

O sistema composto em malha-fechada pode ser
representado (ver Apêndice) por:

[

E 0
0 Ik

] [

ẋ(t)
ε̇(t)

]

=

=

[

A + BF BFS
0 H

] [

x(t)
ε(t)

]

+

+

[

B
0

]

v(t) +

[

Bw

0

]

w(t) (25)

y(t) =
[

C 0
]

[

x(t)
ε(t)

]

+ Dww(t) (26)

O sistema (25)-(26) é também um sistema descritor, no qual,

em particular,posto

([

E 0
0 Ik

])

= q + k. A partir das

estruturas das matrizes em (25)-(26), verifica-se que:
1) pela propriedade da separação, o sistema em malha
fechada possuiq + k pólos finitos assintoticamente estáveis,
dados porσ(E, A + BF ) ∪̇ σ(H) ⊂ C−, e portanto é
fortemente estável ;
2) devido às características do observador desacoplado de
perturbação, a ação da perturbação sobre o sistema em
malha fechada ocorre diretamente através deBw e Dw e,
como no caso de uma realimentação de estados medidos,
u(t) = Fx(t) + v(t), o comportamento perturbação-
saída, considerando-sex(0) tal queEx(0) = 0, pode ser
representado pela matriz de transferência:

Gwy = C(sE − A − BF )−1Bw + Dw (27)

3) em regime transitório, o comportamento dinâmico do
sistema em malha fechada é influenciado pela dinâmica
atribuída ao observador, através das matrizesH e S obtidas
pelo projeto do observador, e pelas entradasw(t) ev(t).

4 RESULTADOS COMPLEMENTARES

A seguir apresentam-se as hipóteses que permitem o cálculo
de um ODP. Justificativas para a utilização dessas hipóteses
são apresentadas nas subseções seguintes.

Hipótese 4.1O sistema (1)-(2):

i) possui menos entradas de perturbação que saídas
medidas, ou seja:

r < p (28)

ii) é fortemente zero-detectável, o que requer as duas
condições seguintes:

posto

([

A − λE Bw

C Dw

])

= n + r,

∀ λ /∈ C, λ finito (29)

posto









E
LA
C







 = n (30)

iii) e, adicionalmente:

posto

([

LA
C

])

= n − q + p (31)

Em geral, para a construção de observadores para
sistemas descritores, é necessário que o par(E, A) seja
fortemente detectável, o que requer a satisfação da condição
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posto

([

A − λE
C

])

= n, ∀ λ /∈ C, λ finito, em

conjunto com (30), (veja, por exemplo, (Castelan and Silva,
2005)). Então, a condição (29), sob a condição estrutural
(28), constitui-se numa adaptação que permite resolver a
equação de Sylvester (9) sob a condição de desacoplamento
(10). Note que a condição (30) também é necessária para
que (11) possa ser verificada via a síntese da matrizT
do observador. Por último, a condição adicional (31) está
associada, fundamentalmente, à determinação da ordem do
observador.

4.1 Condições estruturais para solução

Técnica padrão de posicionamento de autoestrutura pode
ser usada para resolver a equação de Sylvester (9) sob a
condição de desacoplamento (10) (Liu and Patton, 1998).
Por exemplo, se considerarmosσ(H) = {π1, π2, ..., πk} ⊂
C−, comπi+1 = π∗

i seImag(πi) 6= 0 2, as matrizesT e Z
podem ser formadas a partir dos vetoresτi ∈ Cn e ζi ∈ Cp

que verificam:

[

τ ′
i ζ′i

]

[

A − πiE Bw

C Dw

]

=
[

0 0
]

(32)

na qualτi+1 = τ∗
i e ζi+1 = ζ∗i seImag(πi) 6= 0.

A existência de vetores não-nulos que permitem a escolha
arbitrária dos autovaloresπi está relacionada às propriedades
estruturais do sistema representado por(E, A, C, Bw , Dw) e
que podem ser descritas a partir da matriz do sistemaP (λ),
de dimensão(n + p) × (n + r), dada por:

P (λ) =

[

A − λE Bw

C Dw

]

(33)

Para todo valor arbitrário deπi ∈ C, a existência de um

vetor não-nulo

[

τi

ζi

]

que satisfaz (32) é garantida se o

número de entradas de perturbações é menor que o número
de saídas medidas, ou seja, se acondição (i) da Hipótese
4.1é satisfeita. Observe, entretanto, que se para algum valor
particular deλ tivermosposto(P (λ)) < n + r, este valor
deverá fazer parte obrigatoriamente do espectro da matriz
H . Quandor ≥ p, a matrizP (λ) perde posto somente
para valores particulares deλ e a resolução de (9)-(10) não é
geralmente possível.

A condição (30) corresponde à detectabilidade dos pólos
infinitos do sistema representado por(E, A, C) (Castelan
and Silva, 2005). Além disso, utilizando-se a desigualdade
de Sylvester (Chen (1999), pag.207) sobre o posto de
produto de matrizes, pode-se verificar que a condição (30)
é necessária para que a condição (11) possa ser satisfeita.

2Imag(πi) denota a parte imaginária deπi

4.2 Ordem do Observador

Na classificação apresentada a seguir, consideram-se certas
propriedades das matrizesBd = LBw eDw e, a partir delas,
identificam-se aordem mínimado ODP em quatro casos
possíveis.

Observe, inicialmente, que a ordem mínima do ODP é
determinada pelo número mínimo de linhas linearmente
independentes que deverá ter o produtoTE, para que
a condição de posto (11) seja satisfeita. Então, ela é
determinada pela relação seguinte:

kmin = posto(TE) = n − posto

([

Q̄LA

Q̃C

])

(34)

Por hipótese, a condição (31) é verificada. Então, utilizando-
se a desigualdade de Sylvester (Chen (1999), pag.207) sobre
o posto de produto de matrizes, tem-se que

posto

([

Q̄LA

Q̃C

])

= n − q − r̄ + p − r̃ (35)

Assim, de (34) e (35), resulta:

kmin = q − p + r̄ + r̃ (36)

Levando em conta a estrutura das matrizesBd = LBw e
Dw, quatro casos distintos podem ser identificados. Então,
utilizando (36), a ordem mínima do ODP associado à cada
caso é determinada como segue:

Caso 1 SeBd 6= 0 e Dw 6= 0 utiliza-se um observador de
ordem mínimak = q − p + r̄ + r̃.

Caso 2 SeBd = 0 e Dw = 0 utiliza-se um observador de
ordem mínimak = q − p, no qualQ̄ ∈ ℜ(n−q)×(n−q)

e Q̃ ∈ ℜp×p são matrizes de posto completo. Por
simplicidade, pode-se escolherQ̄ = In−q e Q̃ = Ip.

Caso 3 SeBd = 0 e Dw 6= 0 utiliza-se um observador de
ordemk = q − p + r̃, no qualQ̄ = In−q.

Caso 4 SeBd 6= 0 e Dw = 0 utiliza-se um observador de
ordem reduzidak = q − p + r̄, para o qual̃Q = Ip.

4.3 Discussão complementar

Como comentado anteriormente, naHipótese 4.1, a condição
(29) se reduz à condição de detectabilidade dos pólos finitos
do sistema descritor se o desacoplamento de perturbações
não é considerado (Castelan and Silva, 2005). Além
disso, a verificação da condição (30), que corresponde à
detectabilidade dos pólos infinitos do sistema representado
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por (E, A, C), é fundamental para que os valores calculados
para as matrizesT , Q̄ e Q̃ satisfaçam a condição (11).

Em relação à condição adicional (31), a partir da qual define-
se a ordem do observador, cabe ressaltar que ela pode

ser relaxada paraposto

([

LA
C

])

= n − q + p − d.

Neste caso, a deficiência de posto representada pord deve
ser compensada pelo acréscimo correspondente na ordem
mínima do observador, em cada um dos casos descritos
anteriormente.

Quanto à estrutura utilizada na definição do observador,
destaca-se como original a utilização dos sinais auxiliares
definidos em função das entradas de controle e das saídas
medidas, conforme equações (7) e (8) respectivamente, o que
se constitui na idéia chave para anular os termos decorrentes
das perturbações no erro de observação. Com isto, a ordem
do observador é determinada, integradamente entre oscasos
1 a 4 da Seção 4.2, em função das matrizes que descrevem
a dinâmica das perturbações, o que é, de fato, um resultado
singular.

A aplicação da equação de Sylvester generalizada (9), do
observador com dinâmica descrita sob a forma (5) e a
ordem reduzida do observador são características centrais
deste trabalho encontradas também em trabalhos similares:
i) não considerando o desacoplamento de perturbações
(Verhaegen and dooren, 1986; Muller and Hou, 1993;
Darouach and Boutayeb, 1995; Castelan and Silva, 2005),
e ii) considerando o desacoplamento de perturbações (Yang
and Tan, 1989; Darouach et al., 1996; Chu and Mehrmann,
1999b; Koenig and Mammar, 2002; Castelan et al., 2004).

É importante salientar que, sob o ponto de vista das hipóteses
que indicam como as perturbações externas podem agir sobre
os atuadores e sensores de um sistema descritor, os resultados
propostos no presente trabalho são mais abrangentes que
seus similares citados no item(ii) anterior. Esta abrangência
refere-se ao fato de que no presente trabalho são previstos
quatro casos para o par de matrizes de perturbaçãoBw, Dw,
relacionados ao final da seção anterior.

5 ALGORITMO E EXEMPLO

Com base nos resultados anteriores é proposto na seqüência
um algoritmo para projeto de ODP de ordem mínima para
sistemas descritores que satisfazem aHipótese 4.1. Um
exemplo numérico é apresentado naSubseção 5.2.

5.1 Algoritmo

Passo 1 Determinar a ordem mínima do observador,kmin,
utilizando a equação (36) dentre os casos possíveis1 a

4. Definir o espectro de autovalores desejados para o
observador:σ(H) = Π = {π1, π2, ..., πkmin

}.

Passo 2 Para cadaπi, encontrarτi ∈ Cn e ζi ∈ Cp

que verificam (32). As linhas da matrizT ∈ ℜk×n,
denotadas porTi, são formadas a partir dos vetoresτi

como segue: seπi ∈ ℜ, entãoTi = τ ′
i ; seπi ∈ C,

considera-seπi+1 = π∗
i e Ti = Re(τ ′

i), Ti+1 =
Imag(τ ′

i). De maneira similar, encontra-se a matriz
Z. A matriz H correspondente, na forma de Jordan,
é H = diag{Di} onde Di = πi se πi ∈ ℜ, e

Di =

[

Re{πi} Imag{πi}
−Imag{πi} Re{πi}

]

seπi ∈ C.

Passo 3 Encontrar as matrizes̄Q e Q̃ que verificamQ̄Bd =
0 e Q̃Dw = 0, respectivamente.

Passo 4 Calcular as matrizesS, N̄ eÑ utilizando a equação
(22), comM † = M−1.

É importante lembrar que os vetoresτi, determinados no
Passo 2, devem formar um conjunto de vetores linearmente
independentes, além de garantirrank(TE) = kmin.
Este tipo de requisito, comumente encontrado em técnicas
de projeto via posicionamento de autoestrutura, pode ser
em geral atendido escolhendo-se valores distintos para os
elementos do conjuntoΠ (veja, por exemplo, (Castelan,
2005)). Além disso, pode-se fazer uma verificação numérica
do atendimento deste requisito ao longo dos cálculos
realizados noPasso 2. Por construção, seposto(TE) =
kmin, então a condição (11) é verificada eM , em (22), é
uma matriz quadrada e inversível.

Deve-se destacar o fato de que a partir da definição de
um ODP, é possível determinar novos parâmetros para
o observador com o objetivo, por exemplo, de melhorar
o condicionamento da matriz não-singular envolvida na
condição (11), como proposto em (Silva, 2005), a partir dos
graus de liberdade existentes na escolha das matrizesQ̄ e
Q̃. Além disso, noCaso (ii), em queBd = 0 e Dw = 0,
a síntese do ODP pode ser realizada via uma técnica de
posicionamento regional de pólos em regiões do tipo LMI
(Castelan and Silva, 2005; Silva, 2005).
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5.2 Exemplo

Considerar o sistema descritor sob perturbações, que verifica
a Hipótese4.1, representado pelas matrizes:

E =

















1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

















,

A =

















0 1 0 0 1 1
1 1 0 1 −1 0
0 0 1 1 0 1
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1

















,

C =

[

1 1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 1 1

]

,

B′
w =

[

1 1 1 1 [B′
d]

]

.

Para ilustrar a utilização do algoritmo para os quatro casos
enunciados na seção 4.2, supõe-se queBd = LBw pode
assumir os valoresB′

d =
[

1 1
]

ou B′
d =

[

0 0
]

.
Da mesma forma,D′

w =
[

0.7382 0.1763
]

ou
D′

w =
[

0 0
]

. Os autovalores utilizados foram:
caso 1){−7 ± 2i,−8 ± 3i}, caso 2){−7 ± 2i}, casos 3
e 4){−7,−8 ± 2i}. Para os dados acima, foram obtidas as
matrizes do ODP, mostradas nas tabelas 1 e 2. As matrizes
S, N̄ e Ñ podem ser calculadas diretamente da equação
(22).

Q̄ Q̃
Ordem

k
Caso

1

2

3

4

ˆ

−0.7071 0.7071
˜

»

1 0
0 1

–

»

1 0
0 1

–

ˆ

−0.7071 0.7071
˜

ˆ

−0.2323 0.9726
˜

»

1 0
0 1

–

ˆ

−0.2323 0.9726
˜

»

1 0
0 1

–

4

2

3

3

Tabela 1: Matrizes relativas aos sinais auxiliares:ȳ = Q̄Bdu
e ỹ = Q̃y.

Visando ilustrar a validade do método proposto, considere
o Caso 1, em queBd 6= 0, Dw 6= 0. Além do ODP
correspondente a este caso, relacionado nasTabelas 1 e

2, é utilizado, para comparação, um outro observador com
estrutura similar ao ODP, mas que atende apenas ao requisito
de desacoplamento parcialda perturbação relativamente ao
erro de estimaçãoz(t) − TEx(t). Assim, este observador
compartilha as mesmas matrizesH , T e Z do ODP, o que
implica na satisfação da condição de desacoplamentoTBw+
ZDw = 0, mas as matrizes̄Q e Q̃ são tais quēQBd 6= 0,
Q̃Dw 6= 0, ou seja, elas não satisfazem as condições para
a obtenção do desacoplamento da perturbação relativamente
ao erro de observação,x(t)− x̂(t), no caso em consideração.
Na obtenção das curvas de simulação temporal, as condições
iniciais utilizadas para o sistema descritor e o observador
foram x(0) =

[

0 1 0 0 0 0
]′

e z(0) = 0,
respectivamente. Na figura 2 mostram-se as curvas dos
erros de estimação e de observação, para o ODP e para o
observador com desacoplamento parcial. Observa-se que
os erros de estimação e observação de um ODP convergem
aos correspondentes estados nulos, conformeFigura 2 (a),
enquanto apenas o erro de estimação converge ao estado nulo
(o mesmo não ocorrendo com o erro de observação) para o
observador com desacoplamento parcial, conformeFigura 2
(b).

6 CONCLUSÕES

Foram apresentadas condições para a existência de
observadores de ordem reduzida para sistemas descritores,
desacoplados de pertubações externas. Tais condições
se basearam na solução de uma equação de Sylvester
generalizada sob duas restrições adicionais. A primeira é
uma restrição matricial que descreve o desacoplamento de
perturbações do erro de estimação, podendo ser resolvida
conjuntamente com a equação de Sylvester. A segunda é
uma restrição de posto necessária para a reconstrução das
variáveis de estado, com desacoplamento de perturbações
do erro de observação. Foram definidos sinais auxiliares
em função das entradas de controle e das saídas medidas,
respectivamente, sendo utilizadas matrizes ortogonais às
matrizes que descrevem a dinâmica das perturbações. Esta
idéia foi o fundamento para anular termos decorrentes das
perturbações, que estariam presentes no erro de observação.
Uma realimentação de estados estimados foi considerada
como ilustração de uma aplicação para o ODP proposto.
Resultados numéricos foram apresentados para um exemplo
de sistema descritor, onde foi utilizado o algoritmo de
cálculo do ODP, elaborado com base nos resultados teóricos
anteriores.

AGRADECIMENTOS:

Parte deste trabalho foi desenvolvido no LAAS-CNRS,
Toulouse-França, durante doutorado sanduíche e pós-
doutorado dos dois primeiros autores, respectivamente, com

430 Revista Controle & Automação/Vol.18 no.4/Outubro, Nov embro e Dezembro 2007



1

2

3

4

T

Z

T

Z

T

Z

T

Z

2

6

4

−0.0934 −0.0816 0.0239 0.1809 −0.3590 −0.3013
0.0151 0.0096 0.0007 −0.0484 −0.0102 −0.0204
−0.0403 −0.0389 0.0148 0.0600 −0.2461 −0.2219
0.0731 0.0634 −0.0182 −0.1437 0.2530 0.2078

3

7

5

»

−0.0466 −0.0441 0.0160 0.0747 −0.2072 −0.1791
0.0969 0.0823 −0.0036 −0.1755 0.1581 0.0794

–

2

4

0.0417 0.0358 0.0613 0.0143 −0.5108 −0.6079
0.0333 0.0293 0.0521 0.0168 −0.4627 −0.5441
0.0041 0.0046 0.0137 0.0119 −0.2390 −0.2573

3

5

2

4

0.1226 0.1051 0.0171 −0.1862 0.0318 −0.0904
0.0204 0.0211 −0.0007 −0.0161 −0.0022 −0.0226
−0.1049 −0.0919 −0.0126 0.1499 −0.0225 0.0820

3

5

2

6

4

0.7655 0.3707
0.0715 0.0046
0.5809 0.2475
−0.5272 −0.2627

3

7

5

»

0.5638 0.2097
−0.6672 −0.1726

–

2

4

−0.3280 0.5049
−0.2877 0.4586
−0.1036 0.2395

3

5

2

4

−0.9630 −0.0493
−0.3943 0.0028
0.8901 0.0355

3

5

Tabela 2: Pares de matrizesT eZ do observador.
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APÊNDICE: EXPRESSÃO PARA O
SISTEMA EM MALHA FECHADA SOB
UMA REALIMENTAÇÃO DE ESTADOS
ESTIMADOS

Combinando (6) com (24), obtém-se

u(t) = FSz(t) + FN̄ȳ + FÑỹ + v(t) (37)

Substituindo (18) e (19) em (37), obtém-se

u(t) = FSz(t) + FN̄Q̄LAx(t) + FÑQ̃Cx(t) + v(t) (38)

A equação (22) pode ser reescrita como

ÑQ̃C = In − N̄Q̄LA − STE (39)

Substituindo (39) em (38), após breve simplificação, chega-
se a

u(t) = (F − FSTE)x(t) + FSz(t) + v(t) (40)

Substituindo (40) em (1) e realizando alguns passos
algébricos, encontra-se:

Eẋ(t) = (A + BF )x(t) + BFSε + Bv + Bww(t) (41)

A partir de (2), (15) e (41) é obtido o modelo do sistema em
malha fechada dado por (25)-(26).
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