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ABSTRACT

This work presents the stability proof for the mobile robot
kinematic controller, where the guidance point is different
from the medium point of wheel axis. The proof is based on
the Lyapunov second method. Simulation results assert the
theoretical development.

KEYWORDS: Lyapunov stability, kinematic model, mobile
robots.

RESUMO

Este trabalho apresenta a prova de estabilidade para controla-
dores de modelos cinematicos de robds maoveis, onde o ponto
de guiamento ¢é diferente do ponto médio do eixo das rodas.
A prova é baseada no segundo método de Lyapunov. Simu-
lagBes comprovam o desenvolvimento tedrico.

PALAVRAS-CHAVE: Estabilidade de Lyapunov, modelo ci-
nemaético, robds méveis.

1 INTRODUCAO

O problema de controle de robds moveis pode ser dividido
em trés vertentes: controle considerando apenas o modelo
cinematico (Jiang e Nijmeijer, 1997), (Kim e Oh, 1999) e
(Aicardi et al., 1995), controle considerando apenas 0 mo-
delo dindmico (Yamamoto e Yun, 1994) e (Lages e He-
merly, 1998b) e controle utilizando tanto 0 modelo cinema-
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tico quanto o modelo dindmico (Fierro e Lewis, 1998; Sousa
Jr e Hemerly, 2001). Neste trabalho discutiremos apenas 0s
controladores baseados no modelo cinematico.

Em Kanayama et al. (1990) é proposta uma lei de controle
para robés méveis com prova de estabilidade local baseada
no segundo método de Lyapunov e, através de linearizagéo
do modelo, é realizada a especificagdo dos ganhos do contro-
lador. Para o caso de estabilidade global, Jiang e Nijmeijer
(1997) propdem um controlador que utiliza a técnica denomi-
nada backstepping (Khalil, 1996). Ja em Yang e Kim (1999)
é proposto um controlador robusto baseado em modos des-
lizantes que considera o modelo dindmico do robd. Aicardi
etal. (1995) utiliza o modelo cinematico em coordenadas po-
lares.

Os trabalhos de Jiang e Nijmeijer (1997), Kim e Oh (1999),
Aicardi et al. (1995), Yang e Kim (1999) e Fierro e Lewis
(1998) apresentam um ponto em comum: eles consideram
que o ponto de guiamento do rob0 é igual ao ponto médio
do eixo das rodas (vide a Figura 1 para maiores esclareci-
mentos). Ou em outras palavras, a distancia entre o ponto de
guiamento e o ponto médio do eixo das rodas é nula. Assim,
essas referéncias ndo permitem o tratamento do caso pratico
mais comum, no qual o ponto de guiamento difere do ponto
médio do eixo das rodas.

Yamamoto e Yun (1994) mostram que se 0 ponto de guia-
mento é 0 mesmo que o ponto médio do eixo das rodas, en-
tdo o sistema néo é controlavel, considerando o modelo di-
némico de quinta ordem.

Em Kim e Oh (1999) a linearizagdo entrada-saida é empre-
gada para os casos onde é possivel deslocar o ponto de gui-
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Figura 1: Robd movel e sistema de coordenadas.

amento do eixo das rodas. Obtém-se um controlador para o
modelo cinematico considerando a melhor solugdo no sen-
tido quadratico.

Este cenario, onde boa parte dos controladores existentes
consideram apenas as situacdo em que o ponto de guiamento
€ 0 mesmo que o ponto médio do eixo das rodas, estimula a
investigacgdo de outras possibilidades para a posicao do ponto
de guiamento. Este trabalho apresenta a prova de estabili-
dade local utilizando o segundo método de Lyapunov para
o controlador proposto por Aicardi et al. (1995) para estes
€asos.

Na secdo 3 é apresentado o modelo cinemético em coorde-
nadas polares e cartesianas. Nas se¢des 4 e 5 sdo discutidas
estratégias de controle para os modelos apresentados na se-
¢do 3.

A contribuicdo deste trabalho é a prova de estabilidade uti-
lizando o segundo método de Lyapunov para o controlador
da secdo 5, para situacGes onde o ponto de guiamento ndo
coincide com o ponto médio do eixo das rodas traseiras do
robd movel. Este desenvolvimento é apresentado na secéo 6.
Resultados de simula¢do sdo mostrados na se¢éo 7.

2 NOMENCLATURA

A seguinte notacdo € utilizada no estudo do robd mdvel apre-
sentado na Figura 1, bem como no restante deste trabalho:

P: intersec¢do do eixo de simetria com o eixo das rodas;

C: centro de massa, que aqui também é o ponto de guia-
mento;

d: distancia entre C e P, ou seja, distdncia entre o ponto de
guiamento e o ponto médio do eixo das rodas;

Figura 2: Representacdo das velocidades do rob6 movel da
Figura 1.

r: raio das rodas;

R: distancia entre as rodas de tragdo e o eixo de simetria, e
T

C:ﬁ.

3 MODELO CINEMATICO

Seja o robd movel com acionamento diferencial da Figura 1.
O vetor de postura é caracterizado pela tripla (x., y.., 6), onde
Z. € y. Sa0 as coordenadas do ponto C' (que também é o
centro de massa) e 6 é o angulo de orientagéo do robd.

Uma representagdo mais detalhada da Figura 1 segue na Fi-
gura 2. Desta forma, pode-se escrever a velocidade do robo
em termos de .., 9. € 0, ou seja,

. = cos(f)v—dsin(f)w
Ye = sin(@)v + dcos(f)w | (1)
0 = w

ou, em notacao matricial,

Ze cos(0) —dsin(6)
Yo | = | sin(6) d cos(0) [ v } , (2
0 0 1 v

onde v : velocidade linear do mdvel e w : velocidade angular.

O robd apresentado na Figura 1 é conhecido como uniciclo
(Aicardi et al., 1995) ou do tipo (2,0) *.

A Equagdo (2) também é conhecida como modelo cine-
mético de postura (Campion et al., 1996). Este modelo

10 tipo (6,m,05) do robd é definido através do grau de mobilidade (5,,),
que corresponde ao nimero minimo de rodas fixas, e grau de manobrabi-
lidade (d5), que € o nimero de rodas convencionais centradas orientaveis
que podem ser orientadas independentemente para manobrar o robd. Para
maiores detalhes vide (Campion et al., 1996)(Lages, 1998a).
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também poderia ser obtido em coordenas polares (Aicardi
et al., 1995)(Lages, 1998a), onde o vetor de postura seria
composto pela tripla (e, ¢, «) (vide Figura 1), que é relaci-
onada com coordenadas cartesianas por 2

¢ = arctan 2(y., x.) (3)
a=0—¢

x. = ecos(o)
{ Yo = esin(¢) @)

Diferenciando em relagéo ao tempo a Equacdo (3), tem-se

&= ( % ‘rz + y(Q) : (Tete + Yele) (%)

L _ ycétc
. T x2

2
Te

Utilizando as Equacdes (4) e (5),

é = &.cos(d) + Y. sin(o), @)

e agrupando-se as Equacdes (4) e (6) obtém-se

&= = (—esin(6) + o cos(9). ®

Conforme mencionado em (Aicardi et al., 1995), as Equa-
¢Bes (3) e (8) sdo validas apenas quando o vetor de postura
de referéncia é diferente de (0 m, 0 m, 0 rad), uma vez que
0s agulos ¢ e « séo indefinidos quando e = Om. Portanto,
ndo existe uma relacdo de um para um entre a tranformada
da Equacdo (1) e da Equacdo (3) pois a correspondéncia é
perdida nestes pontos singulares.

Substituindo-se a Equagdo (2) nas Equacg0es (7) e (8), tem-se
0 modelo cinemético em coordenadas polares

. cos(w) —dsin(a)

¢ sin () s(@) v
oz
& _sin(a) 1 dcos(a)

©)

Nas se¢des seguintes serdo abordadas técnicas de controle
para rob6s moveis considerando os modelos cinematicos da
Equacdo (2) e Equacao (9).

2A fungdo arctan 2(31, 32) devolve o arco tangente de o em quatro

32
quadrantes. Ela utiliza o sinal dos argumentos para calcular o quadrante do
valor devolvido. Esta funcéo pertence ao software MATLAB e a linguagem
C padrdao ANSI.

Y, A

Figura 3: Robd mével e ponto de referéncia R.

4 CONTROLE EM COORDENADAS CAR-
TESIANAS

Analisando a Equacdo (2), nota-se que os trés componentes
T

do vetor de postura [ z. y. 6 |  devem ser controlados
por apenas duas entradas v. € w.. Uma abordagem relevante
utilizando o segundo método de Lyapunov é apresentada em
Kanayama et al. (1990) e utilizada em Fierro e Lewis (1997),
Fierro e Lewis (1998) e Zhang et al. (1999). Seja a candidata
a funcdo de Lyapunov (Kanayama et al., 1990)

1 1
V(e1,ea,e3) = 5(e% + e%) + k—3(1 —cos(ez))  (10)
onde o pardmetro de projeto k3 é positivo e
el cos(d) sin(f) O Ty — T
es | = | —sin(f) cos(d) 0 Yr — Ye
€3 0 0 1 97» -0
(11)

onde [ z. y. 6, ]T éo vetor de postura da referéncia.

Utilizando o modelo cinemético em coordenadas retangula-

res (Equagdo (2)) com d = 0, obtém-se a lei de controle
| ve =, cos(es) + ke

Ve = { we = wy + kavreg + k3v,sin(es) , (12)

sendo v, e w, as velocidades lineares e angulares da traje-
toria de referéncia, respectivamente, e k; e ko sdo constan-
tes positivas. Portanto, para v, > 0, V(el,eQ,eg) é nega-
tiva semi-definida. Detalhes sobre esta lei de controle podem
ser encontrados em Kanayama et al. (1990) e Fierro e Lewis
(1997).
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5 CONTROLE EM COORDENADAS PO-
LARES

Quando o vetor de postura da referéncia (composto por x.,
yr € 6,) ndo € igual a tripla (0 m, 0 m, 0 rad), a tripla
(e, ¢, o) ndo pode ser calculada através da Equagéo (3). Por-
tanto, vide a Figura 3, onde a tripla (e, ¢, «) é calculada em
relagdo ao sistema { X, Y;., R}, resultando em

— /2 2
e=/ezt+ey,

[ez ey eg}T = [:vc yCQ]T—
[z y 6, ]T Para calcular o angulo ¢ deve-se
determinar os catetos do tridngulo COR, que sdo formados
pelas projecbes de e, e e,. O cateto CO sera composto
por e, cos(f,) + ey sin(f,), o cateto OR € formado por
—e, sin(6,.) + e, cos(6,), logo

(13)

sendo

o = arctanQ( — e, sin(6,) + e, cos(6,), e, cos(6;)
+ey sin(@r)) , (14)
e consequentemente
a=ey— . (15)

Considere a Equacdo (9) com d = 0. Seja a candidata a
funcdo de Lyapunov (Aicardi et al., 1995)

Ve, p,a) = %(e2 + o + h¢?), (16)
onde h é uma constante positiva. Entao
Ve, é,a) = ecos(a)v + a (w - M(a - hgf))v) .
A7)
Utilizando-se os sinais de controle
Ve = —y1ecos()
Y= { e = =m0 = cos(@) 2 (0 gy, 49

resulta em V(e,,a) < 0, 0 que significa que e e o sdo
limitadas. A segunda derivada temporal da Equacéo (16) é

Vie,¢,0) = 292e*[cos*(a) 4 cos?(a) sin?(a)]
+2v3a? — 2y172h¢ cos(a) sin(a)

dyi1e® + 27507, (19)

IN

logo, do lema de Barbalat, e e « convergem para zero, o que
implica, das Equacdes (9) e (18), que ¢ e ¢ tendem para zero.
Entdo ¢ tende para um valor finito . A convergéncia de ¢
para zero (Equacao (9)), faz com que ¢ convirja para o valor

Figura 4: Nova descricdo do robd mével apresentado na Fi-
gura 1.

constante dado por v, h¢ (Lages, 1998a). Note que i existe e
é limitada (Equacdo (9)). Portanto, da continuidade uniforme
de ¢ juntamente com a convergéncia para zero de «, é garan-
tido que & — 0 (Lema de Barbalat). Assim, ¢ deve necessa-
riamente convergir para zero (Aicardi et al., 1995; Slotine e
Li, 1991).

6 CONTROLE EM COORDENADAS PO-
LARES PARA d # 0

Seja o robd mével da Figura 4, cuja orientacdo é contréria ao
robd mdvel apresentado na Figura 1.

Note que a distancia entre o ponto C' e o ponto P é —d, isto
porque o ponto C foi deslocado, em relagdo a P, no sentido
contrario do eixo X.. Portanto d, conforme a Figura 4, é
um valor negativo. As velocidades linear e angular do rob6
maovel podem ser decompostas conforme a Figura 5.

Portanto, as velocidades do robé no ponto de guiamento C,
em termos das coordenadas cartesianas, sdo dadas por

Te cos(0) —dsin(0)
Ye | = | sin(9) d cos(6) [ Z } . (20)
0 0 1

A posicdo do robd também pode ser representada em coor-
denadas polares, possuindo a seguinte relacdo com as coor-
denadas cartesianas

cos(@)

e (&

- ] [“” } 21)

JC
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| vsin(8)

vcos(0)

o
-~
-décos(e)

-désin(6)

Figura 5: Representacéo das velocidades do robd mével da
Figura 4.

e portanto, da Equac&o (3), tem-se

; cps((a)) —dsir(l(o)z)
| | snle P "
[ ¢ ] sin() cos(a) { © ] ’
e L-d e

(22)
ou seja, 0 modelo cinematico do robd mével apresentado na
Figura 4 é idéntico ao da Figura 1 (Equacdes (2) e (9)).

Seja a candidata a funcéo de Lyapunov

1
Vie,g,0) =e+ 3 (a® + h¢?), (23)
onde i € R e e variavel que assume somente valores posi-
tivos, conforme a Equacéo (3) para V., y. € R. A derivada
no tempo de V (e, ¢, o) é

Ve, 6,a) = é+ (ad +hod) (24)
e da Equacéo (22), resulta
Vie,d,a) = [cos(a) + (he — a)@}v
+ [(h¢> _ )ass@)
+a— dsin(a)}w. (25)

Utilizando as leis de controle da Equacdo (18), a Equacéo
(25) pode ser escrita na forma

V(ea ¢7 Oé) = _’7214 - 7lBa (26)

onde

A= a? — dasin(a) + d(ho— ) Y0 (27)
e
B = ecos?(a)+d(h¢ — a) sini(a) cos(a)
~ d(h — a)? sin(«) cosz(a)' (28)

(07

Note que para A, B > 0, V é negativa semi-definida. Desta
forma, vamos estabelecer a seguir as condi¢des para que a
desigualdade se cumpra.

Analise de A: Como e é positivo, pois e representa o raio

em coordenadas polares, basta estudar a desigualdade
ea® — edasin(a) + d(h¢ — a) cos(a)a > 0, (29)

ou

dsir21(a)>2} — da? cos(a) >

)2 — dha cos(a) .

e [aQ — dasin(a) +

e(dsig(a)

(30)

Nota6.1 Para o € [—m, 7] = sgn(a) = sgn(sin(a)),
onde sgn(.) é a fungdo sinal.

Portanto, da Nota 6.1 e recordando que d < 0, 0 primeiro
termo da Equacdo (30) apresenta a seguinte desigualdade

. 2 2 312
[a 3 dsméoz)} S a4 d? sin”(«)

> : (3

A Equac&o (30) pode ser reescrita como

dsin(«)
2

ela® + d2M — da? cos(a) >

e(ds%m)f — dhoa cos(a) .

e {oﬂ — dasin(a) + ( )2} — da? cos(a) >

(32)

Pela andlise da Equacéo (32) a positividade de A é satisfeita
se

<e — dcos(a))a2 > —dhoa cos(a). (33)
Nota6.2 acos(a) € [—m, 7], Vo € [—m, 7]
Sejam agora as variaveis auxiliares &’ e £ tais que
e —dcos(a) > ¢, (34)
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onde &’ > £ > 0. Assim a Equacdo (33) é reescrita como

¢a? > tacos(a). (36)

A Figura 6 ilustra a restricdo da desigualdade da Equa-
¢do (36). Seja 0 ponto s(£’a?, £acos(a)) a intersecgdo en-
tre as curvas a? e acos(a). Neste caso, quanto maior &’
em relagdo a &, menor serd o valor de s(¢’a?, £acos(a))
da Figura 6. Para o € [0,s(¢'a?,acos(a))], a inequa-
¢do (36) ndo é verdadeira. Para todo « tal que |o| >
s(€'a?, €a cos(a)) a desigualdade da Equagdo (33) € valida,
podendo o valor s ser alterado através ¢’ e £. Note, da Equa-
¢do (34), que é necessario e > £ — d e que 0 ganho h seja
ajustado conforme a Equagdo (35). A regido onde A € posi-
tivo pode ser ilustrada conforme a Figura 7. A regido hachu-
rada representa o conjunto de pares (e, «) onde a desigual-
dade da Equacdo (33) falha. Tal regido é ajustada de acordo
com £’ e £. Neste trabalho sera considerado —d > 0, pois d
positivo representa um ponto de guiamento atrds do eixo de
simetria das rodas, o que ndo seria muito conveniente, vide
Figura 4.

10

alpha™2

A ~. alpha.cos(alpha)

I I I I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

0
alpha (rad)
!/
Figura 6: Comportamento de o e a cos(a) quando > = 1.
Andlisede B:

E necessario que B também seja positivo, ou seja, da Equa-
¢do (28), tem-se

A>0

$(&o, Eocos(o)

g-d €

Figura 7: Regido onde A € positivo.

ecos?(a) — dSiI;_éa) (hé — )2 cos®(a)
.2
— e(h¢ — a) sin(a) cos(a) + M]
4o
ou
e cos® () — dsin(a) — (h¢ — a) cos(a) + esir;(a) 2 >
e sin’ ()
Era
(38)
0 que também pode ser escrito como
sin(a) [ (a — he) cos(a)  sin(a)72
—d = [ - + -
_gSnta) cos?(a)
4o :

Utilizando o intervalo da Nota 6.1 e tomando —d > 0, o lado
esquerdo da Equacéo (39) sera sempre positivo.

Nota 6.3 Considere 1 > —d > 0. Tomando, por exemplo,
¢ =¢ = |d], deve-se ter e > 2|d|.

Considerando —d = 1 e h¢ = —1, que é um caso critico para
a desigualdade da Equacdo (39), temos a Figura 8. Nesta

. . 5

figura, lado 1 = sinfa) [(a +1) cos(a) + sin(a) e lado 2
@ e

_sin®(a) 5

= o8 (a)).

Note, na Figura 8, que existe um intervalo onde a desigual-
dade da Equacdo (39) ndo ¢ vélida. Contudo, V' ainda con-
tinua negativa semi-definida, pois temos o termo A, que foi
analisado anteriormente. Basta entdo ajustar os parametros
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— robd
* referéncia

y (m)

I I I I I I I I I
L L -1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 2 3 4 X (m)

|
-4 -3 -2 0
alpha (rad)

Figura 8: Analise de parte B. °r

x (m)

B,
Y1 € 7o, tal que —y2 A — 11 B < 0. Se —y, < ’ylj, sendo

B, o valor de B quando a desigualdade da Equagéo (39) ndo
é valida. of-- ==

y (m)
-

Pode-se concluir que V é negativa semi-definida, ou seja, e e
« sdo limitados. Seria conveniente provar que ¢ — 0. Con-
tudo, ao verificar a segunda derivada da candidata a funcéo

theta (rad)

de Lyapunov, T T e
tempo (s)
V(e,6,0) =7 [ho( — sin(a) cos(a) ©
N dcos? () (h¢ — a) sin(a) )} Figura 9: Estabilizagdo em um ponto.
(e
dsi 2 hé — .

-MN sin” (@) (he — a) cos(a) Considerando a Figura 7, nota-se que existem algumas res-

) @ tricBes para que a funcdo definida na Equacéo (10) seja uma
+m {Of sin(a) cos(a) funcéo de Lyapunov:

d cos(a) .
+ (1 S )(h(;S — ) cos(a) Sln(a)} o e > ¢ — d Equacio (34)

— 71 cos?(a)e ¢
h < , Equacéo (35)

dcos(a e NS ————
+’}/2|:—012 (]. — #) |d|¢maz
1>—-d>
_ h¢d cos(a)a n dsin(a)a} e1>-d>0
€ B
1-— gy < =2
S% ea(d(l_a)> L4 72_7114
cos(x
—1d(1 — «) OE ) +271(1 — ) — 1€ Assim, conclui-se que o sistema da Equacdo (22) utilizando a
- ) lei de controle proposta na Equagdo (18) é localmente estavel
+ 72 (d —(l-a) -a ), (40)  quando obedecida as restri¢Ges acima. Caso o sistema esteja

fora area hachurada da Figura 7, entdo 4 > 0 = V < 0 fa-
donde se conclui ndo ser possivel mostrar que o lado direito  zendo com que os argumentos da fungdo de Lyapunov sejam
é limitado, devido & presenca de varidveis no denominador.  decrescente. Se o par (e, ) estiver dentro da area hachurada
Logo, o lema de Barbalat ndo pode ser aplicado para provar  implica que o sistema j& convergiu. Lembrando que a &rea é
a convergéncia de V para zero. ajustada de acordo com as restricoes.
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= — robo
= — - referéncia

theta (rad)

2 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tempo (s)

(b)

Figura 10: Trajetoria retilinea.

7 SIMULACOES

Resultados de simulagdo, utilizando somente o modelo ci-
nematico de robds moveis e considerando —d= 0.01 m, sdo
apresentados nas Figuras 9, 10 e 11. Os parametros de ajuste
do sinal de controle estdo resumidos na Tabela 1. Trés dife-
rentes trajetorias de referéncia foram implementadas e simu-
ladas em MATLAB:

e Estabilizacdo em um ponto: v, e w,- s&o nulos, e o rob6
maovel tem que alcangar um ponto especifico. Tal situa-
cdo é representada na Figura 9.

e Trajetdria retilinea: v, constante (0.5 m/s) e w, nulo,
mostrada na Figura 10.

e Trajetdria do tipo sala: v, é constante (1 m/s) e w,. é mo-
dificada com a posicdo e com a manobra (0 or 2 rad/s),
apresentada na Figura 11.

As trajetdrias foram geradas considerando o modelo cinemé-
tico baseado em coordenadas cartesianas (Equacéo (2)) com

— robd
— - referéncia

theta (rad)
\

tempo (s)

(b)

Figura 11: Trajetoria do tipo sala.

d=0.

Nas Figuras 9, 10 e 11 a sub-figura (a) representa o desem-
penho do robd mével no plano cartesiano e a sub-figura (b)
apresenta a evolucdo das coordenadas do vetor de postura.

Tabela 1: Ganhos do controlador cinematico para o caso d #
0.

| Figura | 71 [ 72 | b |

9 25|15 |10
10 5 2 |27
11 4 105] 1

8 CONCLUSOES

Este trabalho apresenta a prova de estabilidade local uti-
lizando o segundo método de Lyapunov para o controla-
dor baseado no modelo em coordenadas polares (Aicardi
etal., 1995) do robd mével. E importante salientar que o mo-
delo utilizado tem o ponto de guiamento diferente do ponto
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médio do eixo das rodas, situacdo pouco discutida na litera-
tura e que tem bastante relevancia nas aplicaces praticas.

Apesar das restricdes estabelecidas durante a prova, conclui-
mos que o controlador proposto por Aicardi et al. (1995) po-
deria ser aplicado em situagcdes mais realistas que as conside-
radas nos demais trabalhos da érea, por exemplo Kanayama
et al. (1990) e Jiang e Nijmeijer (1997).

As simulagdes apenas corroboram os resultados tedricos.
Para controlar o rob6 mével de maneira realmente eficiente
deveriamos considerar também o modelo dindmico. O que
seria também indicado para as implementacdes em tempo
real, apesar da complexidade destes controladores. Assim,
este trabalho poderia ser aplicado nas estratégias mistas pro-
postas por Fierro e Lewis (1998) e Sousa Jr e Hemerly
(2001).
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