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ABSTRACT

This paper deals with the control of discrete event systems
modelled by the Max-plus algebra. This approach is used
to describe processes whose dynamics are characterized by
time delay and synchronization phenomena. Typical exam-
ples of these processes are assembly lines in manufacturing
systems. The studied control problem is related to the just-
in-time strategy for production planning. In this tutorial pa-
per, several strategies based on the model reference control
approach are presented, exemplified and discussed.
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RESUMO

Este artigo trata do controle de sistemas a eventos discre-
tos modelados pela álgebra Max-plus. Esta abordagem é
usada para descrever processos cuja dinâmica seja caracte-
rizada por retardos no tempo e fenômenos de sincronização.
Exemplos típicos desses processos são as linhas de monta-
gem em sistemas de manufatura. O problema de controle
estudado está relacionado à estratégia “just-in-time” em pla-
nejamento da produção. Neste artigo tutorial, diversas estra-
tégias baseadas na abordagem por modelo de referência são
apresentadas, exemplificadas e discutidas.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas a eventos discretos, Controle
de sistemas, Just-in-time, Álgebra Max-plus, Grafos de even-
tos temporizados.
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1 INTRODUÇÃO

De modo geral, um sistema a eventos discretos (SED) é um
sistema dinâmico cujas variações de estado são estritamente
condicionadas pela ocorrência de eventos. O conceito de
evento é fundamental, caracterizado como algo sem duração
e única causa possível para as mudanças de estado. Portanto,
num SED, as mudanças de estado ocorrem estritamente num
conjunto enumerável de instantes de tempo. Diz-se também
que um SED tem sua dinâmica dirigida pela ocorrência de
eventos. Outro aspecto importante a respeito dos SED é o
fato de seu espaço de estados ser normalmente discreto (e em
muitas aplicações finito). Essas características distinguem os
SED dos sistemas que têm sua dinâmica dirigida pelo tempo
e seu espaço de estado contínuo, cuja modelagem é tradicio-
nalmente feita através das equações diferenciais e das equa-
ções a diferenças. Esses sistemas serão chamados de siste-
mas contínuos (mesmo no caso em que o tempo for discreto).

Em um SED os eventos podem ser de vários tipos e pro-
gramados de maneiras diversas. Podem ocorrer autonoma-
mente ou programados pela ocorrência prévia de algum outro
evento e a definição do instante de ocorrência pode ser deter-
minística ou não-determinística (inclusive aleatória). Exem-
plos típicos de SED são os sistemas de manufatura, o “hard-
ware” de um computador, e em outro nível de abstração, as
redes de comunicação. Dois aspectos são de grande impor-
tância no estudo da dinâmica de SED: os problemas de con-
flito e os problemas de sincronização. Os sistemas de ma-
nufatura oferecem exemplos desses dois aspectos. Um con-
flito ocorre num sistema de manufatura quando, por exem-
plo, duas peças devem ser processadas na mesma máquina,
devendo haver uma decisão sobre qual delas será processada
em primeiro lugar. O aspecto de sincronização fica evidente,
por exemplo, quando a montagem de uma peça depende de
duas ou mais partes, cujo processamento por sua vez pode
obedecer às mesmas restrições. Nesse caso, obviamente a
parte com processamento mais tardio determinará o início da
montagem da peça final. Neste artigo a atenção será concen-
trada nos sistemas sem conflito, onde predominam os proble-
mas de sincronização.

Até pouco mais de duas décadas atrás, os SED eram tratados
predominantemente através de técnicas de simulação (Banks
et al., 2000), ou de otimização estática, sendo que os resul-
tados analíticos provinham da Teoria de Filas (Kleinrock,
1975) e da Teoria de Redes de Petri (Murata, 1989). Em
particular, esta última abordagem teve grande desenvolvi-
mento durante as décadas de 60 e 70, até o início dos anos
80. A partir desse momento, certamente impulsionadas pe-
los desafios e exigências do mundo da automação indus-
trial, diversas novas abordagens para o problema de análise
e síntese de controladores para SED foram iniciadas, envol-
vendo as áreas de Teoria de Sistemas, Pesquisa Operacional

e Teoria da Computação. São exemplos dessas abordagens
entre outras, a Teoria de Controle Supervisório (Ramadge
e Wonham, 1989), a Análise de Perturbações (Cassandras
e Lafortune, 1999), as técnicas baseadas em Lógica Tem-
poral (Ostroff, 1989) e aquelas baseadas na Álgebra Max-
plus (Baccelli et al., 1992). Além disso, significativos de-
senvolvimentos ocorreram na já existente Teoria de Redes
de Petri e na Teoria de Sistemas Híbridos (Antsaklis, 2000),
isto é, sistemas que combinam as características de sistemas
contínuos e a eventos discretos.

Este artigo é baseado na metodologia Max-plus. Essa abor-
dagem utiliza basicamente uma estrutura algébrica onde a
adição é definida como sendo a operação de maximização
e a multiplicação como sendo a operação de soma usual.
Essa estrutura algébrica vem já sendo estudada há algumas
décadas (Cuninghame-Green, 1979). Entretanto, sua utiliza-
ção na formalização de uma teoria de SED sujeitos à sin-
cronização de eventos é apresentada de maneira significa-
tiva por Cohen et al. (1989), sendo posteriormente revisi-
tada (Cohen et al., 1999). A partir daí, diversos trabalhos
têm sido publicados sobre a análise e o controle desse tipo
de SED.

Particularmente no que se refere ao controle desses siste-
mas, Cohen et al. (1989) propõem um problema de controle
no qual se deseja obter o “melhor” controle possível de ma-
neira a garantir que a saída do sistema siga uma determinada
trajetória de referência. A solução desse problema foi ge-
nericamente denominada de controle ótimo, no sentido de
que o “melhor” controle possível é aquele que atrasa ao má-
ximo o disparo dos eventos de entrada do sistema. Boimond
e Ferrier (1996) implementam o controle ótimo, utilizando
uma estrutura de controle do tipo IMC (“Internal Model Con-
trol”). Já Cottenceau et al. (2001) apresentam um problema
de controle no qual se deseja obter um controlador que al-
tere o comportamento entrada-saída do sistema segundo um
modelo pré-determinado, denominado modelo de referência.
Esse problema é tratado também neste artigo, que reúne e
relaciona os resultados obtidos em diferentes trabalhos ante-
riores (Lüders, 2001; Lüders e Santos-Mendes, 2002; Maia
et al., 2003; Maia, 2003). Além disso, propostas de con-
trole adaptativo são formuladas por Menguy et al. (2000).
Atualmente, sistemas variantes no tempo têm sido conside-
rados (Lahaye et al., 2004), assim como o projeto de contro-
ladores robustos usando matemática intervalar (Lhommeau
et al., 2004), ambos na abordagem Max-plus.

Mais formalmente, a metodologia Max-plus fundamenta-se
em resultados algébricos relativos aos semi-anéis idempo-
tentes (também chamados de dióides) e na Teoria de Resi-
duação, cujas bases são resumidas na próxima seção. Sua
principal característica é descrever a dinâmica de um SED
a partir de um sistema de equações algébricas lineares, es-
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critas numa álgebra não convencional. Conforme será visto
ainda na Seção 2, esse equacionamento permite a análise de
alguns aspectos do desempenho do sistema e, em combina-
ção com a Teoria de Residuação, a síntese de controladores
de modo a satisfazer a determinados critérios de desempe-
nho. As redes de Petri também são sumariamente introduzi-
das na seção 2, tendo como objetivo proporcionar uma fer-
ramenta de modelagem prévia para os SED. Desse modo, ao
longo deste artigo, considera-se que um SED é conhecido a
partir de uma Rede de Petri que o representa. É importante
destacar que a abordagem Max-plus tem como limitação o
fato de que seus principais resultados de análise e síntese se
aplicam a sistemas sem características de conflito, isto é, a
sistemas cuja dinâmica é exclusivamente resultante de suas
características de sincronização. Esse fato restringe as re-
des de Petri que modelam os SED abordados neste trabalho
aos Grafos de Eventos Temporizados, também apresentados
na seção 2. Para sistemas com esse tipo de restrição, o pro-
blema de controle abordado está relacionado com a estratégia
“just-in-time” de planejamento da produção, conforme des-
crito na seção 3. Tomando-se novamente os sistemas de ma-
nufatura como exemplo, isto significa que se considera uma
dada trajetória (“duedates”) como sendo uma referência para
o sistema e o objetivo do controlador é retardar ao máximo
a entrada de matérias-primas no processo de modo a evitar a
formação de estoques no interior da planta, mas atendendo à
demanda pré-especificada pela taxa de produção de referên-
cia. Finalmente, na seção 4 encontram-se as principais con-
tribuições deste trabalho, sendo apresentadas algumas meto-
dologias específicas para a síntese de controladores baseadas
na Teoria de residuação.

2 PRELIMINARES

2.1 Sistemas Max-plus lineares

Nesta seção, serão introduzidos alguns conceitos relativos
aos sistemas a eventos discretos, em particular àqueles para
os quais o problema de sincronização é central.

Uma ferramenta clássica para a modelagem de SED são as
redes de Petri, cujos resultados principais são propostos por
Murata (1989). A discussão a seguir resume o material sobre
esse tema, necessário à compreensão do presente artigo. As
redes de Petri são definidas como grafos bi-partidos, isto é,
com dois tipos de nós, a que chamaremos de lugares e tran-
sições. Os arcos do grafo são direcionados e interligam luga-
res a transições e transições a lugares (mas nunca dois nós do
mesmo tipo). Para cada arco direcionado da rede, o nó ori-
gem é denominado nó de entrada do nó destino e o nó destino
é denominado nó de saída do nó origem. Cada transição da
rede é associada a um tipo de evento do SED e os lugares da
rede definem as condições sob as quais as suas transições de

saída são disparadas. O disparo de uma transição é associado
à ocorrência de um evento no SED e é esse conceito que per-
mite modelar a evolução dinâmica do SED. As condições de
disparo de uma transição e suas conseqüências para a rede
são formalizadas através do conceito de marcação da rede.
Uma marcação é um mapeamento que associa a cada lugar da
rede um número inteiro positivo. É usual dizer que um lugar
”contém um número de fichas” igual à sua marcação. Diz-se
que uma transição está habilitada, quando todos os lugares de
entrada dessa transição contém pelo menos uma ficha. Uma
transição só dispara quando está habilitada e após seu dis-
paro cada um dos seus lugares de entrada têm sua marcação
decrementada de uma unidade e cada um dos seus lugares de
saída têm sua marcação incrementada de uma unidade.

A Figura 1 ilustra a dinâmica de um rede simples. Convém
observar que o número de fichas numa rede de Petri não ne-
cessariamente se conserva. Pode-se temporizar uma rede de
Petri de diversas maneiras, sendo usual fazê-lo atribuindo um
atraso a cada lugar (rede p-temporizada) – ver Wang (1998).
O atraso de um lugar é um número inteiro positivo que tem
como significado o intervalo de tempo entre o instante em
que uma ficha (marcação) é atribuída àquele lugar e o ins-
tante em que esta ficha contribui para a habilitação das tran-
sições de saída do lugar.

p 2

p 3

t 2

t 3 t 4

( a ) ( b )

p 1

t 1

p 2

p 3

t 2

t 3 t 4

p 1

t 1

Figura 1: A Figura (a) mostra a marcação da rede com tran-
sição t3 habilitada. Em (b) é mostrada a marcação da rede
após o disparo de t3.

Um Grafo de Eventos Temporizado (GET) é uma Rede de
Petri temporizada particular, restrita aos casos em que cada
lugar da rede tem uma única transição de entrada e uma única
transição de saída. É importante destacar que as Redes de Pe-
tri capazes de modelar conflitos num SED necessariamente
possuem lugares com mais de uma transição de entrada e/ou
mais de uma transição de saída. Desse modo os GET mode-
lam SED em que somente os aspectos de sincronização são
observados.

A Figura 2 exemplifica um GET, onde os círculos represen-
tam os lugares, os traços as transições, as flechas os arcos,
os pontos as fichas e os números reais os tempos de atraso.
Na Figura 2 é importante observar a existência de transições
não condicionadas por nenhuma outra transição do sistema
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(transição u na Figura 2) e transições que não condicionam
nenhuma outra transição do sistema (transição y na Figura
2). Estas transições são chamadas respectivamente de entra-
das e de saídas do sistema; as outras transições são chamadas
de internas.

y
2

x 1

x 2
u

1

1

2

Figura 2: Exemplo de Grafo de Eventos Temporizado.

Pode-se associar a cada transição de um GET uma seqüência
crescente de números inteiros {x(k)}, para k = 0, 1, 2, . . .,
onde cada elemento da série representa o instante do k-ésimo
disparo dessa transição. Suponha agora conhecida a seqüên-
cia associada às transições de entrada de um GET. A partir
dessas informações é possível determinar as seqüências de
disparo de todas as transições do GET. De fato, considere
novamente o GET da Figura 2. É possível escrever as se-
guintes relações entre os instantes de disparo das transições:

x1(k) = 1 + x2(k) (1a)

x2(k) = max{2 + x2(k − 2); u(k)} (1b)

y(k) = max{2 + x1(k − 1); 1 + x2(k)} (1c)

Renomeando o operador max como sendo ⊕ e o operador +
como sendo ⊗, pode-se reescrever:

x1(k) = 1 ⊗ x2(k) (2a)

x2(k) = 2 ⊗ x2(k − 2) ⊕ u(k) (2b)

y(k) = 2 ⊗ x1(k − 1) ⊕ 1 ⊗ x2(k) (2c)

As equações 2 acima ainda requerem que se especifique o es-
tado inicial do sistema, ou seja, os valores de x1(k) e x2(k)
para k < 0. Nesse caso, arbitra-se que todos os disparos an-
teriores a k = 0 ocorreram em −∞. Conseqüentemente, a
marcação inicial da rede já cumpriu o tempo de atraso de seus
respectivos lugares e pode contribuir imediatamente para a
habilitação de uma transição. Note que a marcação inicial
promove deslocamentos na numeração dos disparos associa-
dos a uma transição. Tem-se, portanto, um sistema de equa-
ções recursivas lineares numa nova álgebra, denominada ál-
gebra max-plus.

De modo geral, essa álgebra é um semi-anel idempotente (ou
dióide), que é caracterizado por um conjunto e duas opera-

ções (soma e produto), notado (D,⊕,⊗), tal que a soma seja
associativa, comutativa e idempotente (a ⊕ a = a), e o pro-
duto seja associativo (mas não necessariamente comutativo)
e distributivo à esquerda e à direita em relação à soma. Além
disso, devem existir elementos neutros para ambas as opera-
ções, notados por ε (elemento nulo) e por e (elemento uni-
tário), e o elemento nulo deve ser absorvente em relação ao
produto. Isto é, ∀a ∈ D, a ⊕ ε = a, a ⊗ e = a, a ⊗ ε = ε.
Como na álgebra convencional, a multiplicação tem priori-
dade sobre a soma.

É imediato perceber que o conjunto Z ∪ {−∞} munido
das duas operações ⊕ ≡ max e ⊗ ≡ + é um dióide, no
qual ε = −∞ e e = 0. Um dióide é completo se ele
for fechado em relação a somas infinitas e se o produto
for distributivo em relação a somas infinitas. A estrutura
(Z ∪ {−∞} ∪ {∞}, max, +) é um dióide completo usu-
almente denominado Max-plus e notado por Zmax. Uma
importante operação, definida em qualquer dióide, é a ope-
ração estrela de Kleene, definida por a∗ =

⊕

i∈N

ai, com

ai = a ⊗ a(i−1) e a0 = e. É imediato constatar que, para
qualquer inteiro positivo p, (a∗)p = a∗ e (a∗)∗ = a∗.

O exemplo anterior utiliza o que se convenciona chamar de
datadores, isto é, sequências crescentes {x(k)} que represen-
tam as datas ou instantes de ocorrência dos disparos da tran-
sição x. De modo análogo ao que ocorre na teoria de sistemas
contínuos, as manipulações das equações de um GET ficam
facilitadas se forem utilizadas transformadas das sequências
de datadores definidas de modo semelhante ao das clássicas
transformadas Z. Define-se, portanto, a γ-transformada de
uma seqüência {x(k)} como sendo x(γ) =

⊕

k∈Z+

x(k) γk,

sendo γ uma variável abstrata cujo significado é o de um
operador “atraso em contagem”, pois é imediato constatar
que y(γ) = γx(γ) ⇔ {y(k)} = {x(k− 1)}. As equações 2,
submetidas à γ-transformada, resultam no seguinte sistema
de equações algébricas:

x1(γ) = (1)x2(γ) (3a)

x2(γ) = (2γ2)x2(γ) ⊕ u(γ) (3b)

y(γ) = (2γ)x1(γ) ⊕ (1)x2(γ) (3c)

É possível definir operações de soma e multiplicação entre
séries formais do tipo

⊕

k∈Z+

x(k) γk, utilizando-se para isso

a soma e o produto adotados para Zmax combinados com
os procedimentos usuais para somar e multiplicar séries for-
mais. O conjunto de todas as séries formais em γ, munido
dessas duas operações também é um dióide, isto é, satisfaz a
todas as propriedades utilizadas para caracterizar um dióide,
sendo denominado Zmax[[γ]]. Entretanto, esse dióide ainda
não é adequado, considerando que admite a representação
de seqüências decrescentes, o que não é desejável, pois o n-
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ésimo disparo não pode ocorrer após o (n+1)-ésimo disparo.

Para contornar esse problema define-se um novo conjunto,
cujos elementos são sub-conjuntos (ou classes) de Zmax[[γ]]
contendo uma única série não-decrescente. Desse modo é
possível estabelecer uma correspondência biunívoca entre
esse novo conjunto e o conjunto das séries não-decrescentes
em Zmax[[γ]]. Formalmente, dois elementos a, b ∈ Zmax[[γ]]
estarão na mesma classe se e somente se aγ∗ = bγ∗ e
nesse caso a e b são ditos equivalentes. Por exemplo, a
série 2γ ⊕ 1γ2 (decrescente) é equivalente à série 2γ pois
(2γ ⊕ 1γ2)γ∗ = 2γγ∗. 1 É importante destacar que o novo
conjunto assim definido é um dióide porque é possível de-
finir de maneira inequívoca operações de soma e multipli-
cação satisfazendo às propriedades usuais de dióides. Além
disso, duas classes associadas a duas séries não-decrescentes
quaisquer, terão como soma (ou produto) a classe associ-
ada à série que é a soma (ou produto) destas duas séries em
Zmax[[γ]]. No restante deste artigo o novo dióide constituído
pelas classes acima descritas será denotado simplesmente por
Zmax[[γ]].

O resultado apresentado nas equações 3 pode ser generali-
zado. Para qualquer GET com n transições internas (ou esta-
dos), r entradas e m saídas, pode-se escrever:

x(γ) = A(γ)x(γ) ⊕ B(γ)u(γ) (4a)

y(γ) = C(γ)x(γ) (4b)

sendo: x ∈ Z
n

max[[γ]], u ∈ Z
p

max[[γ]], y ∈ Z
m

max[[γ]], A ∈

Z
n×n

max [[γ]], B ∈ Z
n×p

max [[γ]], C ∈ Z
m×n

max [[γ]].

Outras representações, em outros dióides, podem ser utiliza-
das para descrever o comportamento dinâmico de um GET –
ver Baccelli et al. (1992). Em razão da grande semelhança
entre todas essas possibilidades de representação, os SED
descritos por GET e por equações em dióides são chamados
simplesmente de sistemas Max-plus lineares.

A comparação entre dois elementos de um dóide é feita da
seguinte maneira. Diz-se que a � b se e somente se a = a⊕
b. Essa definição estabelece uma ordem parcial em qualquer
dióide. Assim, dados dois elementos a e b é possível que não
ocorra a � b nem b � a, ou seja, a e b não são comparáveis.
Esse é o caso, por exemplo, dos elementos γ⊕3γ2 e γ⊕5γ3

em Zmax[[γ]], cuja soma é γ ⊕ 3γ2 ⊕ 5γ3.

A equação implícita x = ax ⊕ b aparece com freqüência em
diversos problemas que envolvem sistemas Max-plus. Por
exemplo, é o caso da equação 4. Para esse tipo de equa-
ção podem existir infinitas soluções, mas em geral a solução
mínima (para o caso no qual se considera que a transição dis-

1Essa idéia pode ser também compreendida fazendo uma analogia com
os números racionais. Por exemplo, 1

2
é equivalente a 2

4
, pois 1×4 = 2×2,

ou seja, a

b
é equivalente a c

d
se, e somente se, ad = bc.

para imediatamente após a sua habilitação) apresenta maior
interesse. Quando a equação está escrita num dióide com-
pleto, pode-se demonstrar (Baccelli et al., 1992) que sua so-
lução mínima é dada por x = a∗b. Embora o modelo para um
GET proposto na equação 4 seja constituído por um sistema
de equações, o resultado acima pode ser aplicado, levando à
expressão y = CA∗Bu = Hu sendo as matrizes A, B e C
definidas na equação 4. A matriz H = CA∗B ∈ Z

m×p

max [[γ]]
estabelece uma relação entre as saídas e as entradas do sis-
tema e é por isso denominada matriz de transferência do
GET. Por exemplo, a matriz de transferência do GET da Fi-
gura 2 é dada por H(γ) = 1 ⊕ 3γ(2γ2)∗, sendo obviamente
escalar (nesse caso chamada de função de transferência).

No contexto Max-plus é oportuno definir a entrada impulsiva
como sendo uma seqüencia infinita de disparos em t = 0,
isto é, {u(k)} = {0, 0, 0, . . .}, cuja transformada é u(γ) =
e⊕γ⊕γ2⊕γ3⊕ . . . = γ∗. Considerando a noção de equiva-
lência introduzida anteriormente e o fato de que γ∗γ∗ = eγ∗

conclui-se que γ∗ = e, isto é, como no caso dos sistemas
contínuos, a γ-transformada da entrada impulsiva é o ele-
mento unitário. Para u(γ) = e tem-se y(γ) = H(γ) e por-
tanto a resposta ao impulso de um sistema Max-plus linear é
a anti-transformada da própria função de transferência. Reto-
mando o exemplo anterior, obtém-se para a entrada impulsiva
y(γ) = 1⊕3γ(2γ2)∗ = 1⊕3γ⊕5γ3⊕7γ5⊕9γ7 · · · = 1⊕
3γ⊕3γ2⊕5γ3⊕5γ4⊕7γ5⊕7γ6⊕9γ7⊕9γ8 . . . . A partir da
Figura 2 é possível constatar que, para a entrada impulsiva,
a saída é de fato a anti-transformada desta expressão, isto é,
{y(k)} = {1, 3, 3, 5, 5, 7, 7, . . .} (k = 0, 1, 2, 3, . . . ).

De modo geral convenciona-se que y(k) = ε, se k < 0
(isto é, os disparos ocorridos antes do zero-ésimo disparo,
por convenção, se dão em t = −∞).

A Figura 3 mostra graficamente a trajetória de disparos y(k).
Os pontos marcados com (×), interligados pela linha trace-
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- y(
k)

e v e n t o  -  k
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x

x

x

x

x

x

Figura 3: Trajetória mínima de disparo y(k) para entrada im-
pulsiva.
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jada correspondem à solução mínima, ou seja, aos mínimos
instantes de disparo. O evento de número zero (primeiro dis-
paro) ocorre a partir de t=1; os eventos de números 1 e 2 (se-
gundo e terceiro disparos respectivamente) ocorrem a partir
de t=3 e assim por diante. Na Figura 3, a área escura corres-
ponde à região onde é impossível a ocorrência de qualquer
disparo.

2.2 Teoria de residuação

Como é usual em determinadas classes de problemas de con-
trole, as formulações discutidas na próxima seção envolvem
a inversão de funções, isto é, a solução em x de equações do
tipo y = f(x). Diferentemente do caso da álgebra tradicio-
nal a solução desse tipo de equação nos dióides pode apre-
sentar um número infinito de soluções ou nenhuma solução.
A Teoria de Residuação (Blyth e Janowitz, 1972) se ocupa
justamente da solução desse problema em conjuntos parcial-
mente ordenados. A seguir, alguns resultados fundamentais
relativos a essa teoria serão apresentados.

Um mapeamento f de um conjunto ordenado D em um con-
junto ordenado C é dito ser isotônico se ∀a, b ∈ D, a �
b =⇒ f(a) � f(b). Considere o mapeamento isotônico
f : D → E , sendo D e E dióides completos. Se existir
um elemento máximo xop do conjunto {x | y � f(x), x ∈
D, y ∈ E}, diz-se que xop é o resíduo do mapeamento f em
y. Se f tiver um resíduo em qualquer ponto y ∈ E , o ma-
peamento f é dito residuável, sendo o resíduo denotado por
f ](y). Um mapeamento f é dito semi-contínuo inferior se
para qualquer subconjunto (finito ou infinito) X ⊂ D tem-
se

⊕

x∈X

f(x) = f(
⊕

x∈X

x). Um mapeamento isotônico f é

residuável se e somente se f(ε) = ε e f é semi-contínuo
inferior (Baccelli et al., 1992).

De fundamental importância na álgebra de dióides é a residu-
ação do produto, pois formaliza a operação de "divisão"nessa
álgebra. Basicamente, a solução de equações do tipo ax = b
esbarra em diversas dificuldades. Por exemplo, essa igual-
dade pode não ter solução ou pode ter várias soluções. No
entanto, a inequação ax � b sempre tem solução (x = ε) e
até mesmo um conjunto de soluções, que é parcialmente or-
denado. Assim, dentre as soluções desse conjunto, a solução
obtida por residuação é de especial interesse, pois é a solução
máxima. Isso é formalizado a seguir.

As funções La(x) = a ⊗ x e Ra(x) = x ⊗ a, por satisfa-
zerem as hipóteses acima (i.e são isotônicas, semi-contínuas
inferiores e La(ε) = Ra(ε) = ε ), são residuáveis em qual-
quer dióide completo, sendo seus resíduos denotados res-
pectivamente por L]

a = a◦\x ("divisão à esquerda" por a)
e R]

a = x◦/a ("divisão à direita" por a). Em geral, essas duas
residuações conduzem a resultados diferentes, exceto obvia-

mente quando o produto é comutativo. No caso particular do
dióide Zmax tem-se L]

a = R]
a = x − a (operação de subtra-

ção da álgebra tradicional).

No dióide Zmax[[γ]] apresentado na seção anterior, é possível
mostrar (Baccelli et al., 1992) que para quaisquer duas séries
u(γ) =

⊕

k∈Z+

u(k) γk e v(γ) =
⊕

k∈Z+

v(k) γk tem-se:

v(γ)◦\u(γ) =
⊕

k∈Z+

∧

l≥k

(v(l − k)◦\u(l))γk. (5)

A expressão
∧

l≥k

(v(l − k)◦\u(l)) corresponde ao coeficiente

de γk, sendo (
∧

) o operador min2 e v(l − k)◦\u(l) =
u(l) − v(l − k) (operação de subtração da álgebra tradici-
onal). Convém ainda relembrar a definição de residuação,
que assegura que y(γ) = v(γ)◦\u(γ) é a maior série tal que
v(γ) ⊗ y(γ) � u(γ). Maiores detalhes sobre a residuação
de séries são apresentados por Baccelli et al. (1992). A se-
guir, alguns exemplos de residuação no dióide Zmax[[γ]] são
apresentados:

1. γ◦\(γ ⊕ 2γ2) = γ−1(γ ⊕ 2γ2) = e ⊕ 2γ.

2. 5γ◦\γ3 = ε. Observar que são considerados apenas
o elementos realizáveis de Zmax[[γ]], caso considerás-
semos também os não realizáveis, teríamos 5γ◦\γ3 =
(−5)γ2, isso significa que o terceiro disparo ocorre em
um instante de tempo negativo (no caso, ocorre em −5).

3. 5γ◦\(γ3⊕7γ4) = (−5)γ−1(γ3⊕7γ4) = ε⊕(−5)7γ3 =
2γ3.

4. y(γ) = (1 ⊕ 2γ)◦\(1 ⊕ 7γ2). Nesse caso, aplica-
se a fórmula geral apresentada na Equação 5, sendo
u(γ) = 1⊕7γ2 e v(γ) = 1⊕2γ. Lembrando da defini-
ção de classe de equivalência que u(γ) = γ∗u(γ) tem-
se que u(γ) equivale a (1⊕1γ⊕7γ2⊕7γ3⊕7γ4 . . .) e
que v(γ) equivale a (1⊕2γ⊕2γ2⊕2γ3 . . .). Dessa ma-
neira, mostra-se que y(γ) = γ⊕ 5γ2 ⊕ 5γ3⊕ 5γ4 . . . =
(γ ⊕ 5γ2)γ∗, e, portanto, pela relação de equivalência,
obtém-se y(γ) = γ ⊕ 5γ2.

Cálculos de resíduos mais complexos no dióide Zmax[[γ]] po-
dem ser feitos utilizando o pacote computacional SCILAB
com as rotinas disponibilizadas por Lhommeau e Hardouin
(2003).

De maneira geral, se D é um dióide completo, então Dn×n

também é um dióide e as operações LA(X) = A ⊗ X e
RA(X) = X ⊗ A também são residuáveis, sendo A e X
matrizes n × n com coeficientes em D. É possível mostrar
que a matriz L]

A = A◦\X pode ser calculada por:

2a ∧ b é o maior elemento menor do que a e menor do que b.
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(A◦\X)ij =

n
∧

l=1

Ali◦\Xlj ,

Novamente nesse caso utiliza-se o operador min, sendo a
operação de residuação entre elementos das matrizes aquela
definida para os elementos do dióide D. Caso se trate do
dióide Zmax esta operação será uma subtração. Caso D coin-
cida com o dióide Zmax[[γ]] esta operação será dada pela
Equação 5. De modo análogo, define-se o resíduo X◦/A
substituindo na expressão acima o operador "◦\"pelo opera-
dor "◦/"e invertendo as posições dos coeficientes das matrizes
A e X .

Algumas fórmulas úteis envolvendo o resíduo das operações
La(x) e Ra(x) e a operação estrela de Kleene são apresenta-
das a seguir:

a(a◦\x) � x (6)

a(a◦\(ax)) = ax (7)

a◦\a = (a◦\a)∗ (8)

(a∗)2 = a∗ (9)

a(ba)∗ = (ab)∗a (10)

A título de ilustração e de simplificação dos resultados apre-
sentados na literatura (Baccelli et al., 1992), notadamente
para a fórmula 8, são apresentadas a seguir novas demons-
trações para as fórmulas 6 a 8. O ponto chave para a obten-
ção dos resultados é ter em mente a definição de que a◦\y é o
maior elemento x que satisfaz à desigualdade ax � y.

• A fórmula 6 advém diretamente da definição da residu-
ação, pois , conforme observado anteriormente, zop =
a◦\x é o maior elemento que satisfaz à desigualdade
az � x.

• Para a fórmula 7, sabe-se que zop = a◦\(ax) é o maior
elemento z que satisfaz ax � az, logo, ax � azop.
Como z = x também satisfaz essa desigualdade, zop �
x e, portanto, em decorrência da isotonia da multiplica-
ção, azop � ax. Dessa forma, ax � azop e azop � ax
o que resulta em ax = azop. Em outras palavras, se
z = x satisfaz az = ax, então z = a◦\(ax) também
satisfaz essa equação.

• zop = a◦\a é a máxima solução da inequação a � az
e, portanto, a � azop. Assim, pela isotonia da multi-
plicação, a � azop � az2

op � . . . � zk
op � . . .. So-

mando todos os termos dessas desigualdades3, obtém-
se a � a(e ⊕ zop ⊕ z2

op ⊕ . . . ⊕ zk
op ⊕ . . .) = az∗

op.
Portanto z∗

op satisfaz a inequação e, por definição tem-
se que zop � z∗op. Mas z∗op = e⊕ zop ⊕ z2

op ⊕ ... � zop,

3Relembrar que a � b ⇔ a ⊕ b = a.

logo z∗op = zop. Em suma, esse resultado significa que
a◦\a é maior ou igual a qualquer uma das suas potências.
Esse resultado é central para a síntese de controladores.

3 CONTROLE POR MODELO DE REFE-
RÊNCIA

O problema de controle de um GET é usualmente formulado
tendo como objetivo obter trajetórias para as transições de
entrada as mais tardias possíveis, sem entretanto violar es-
pecificações de trajetórias de disparo mínimas para as tran-
sições de saída. Esta formulação do problema ganha apelo
intuitivo ao se considerar a estratégia “just-in-time” em sis-
temas de manufatura. Nela deseja-se operar a planta de modo
que os estoques (de matéria-prima) em seu interior sejam mí-
nimos, mas garantindo que sua produção atenda à demanda
pré-especificada, ou seja, que as datas devidas (“duedates”)
para o produtos acabados sejam cumpridas. Um caso par-
ticular de importância é aquele em que se deseja, do ponto
de vista da saída, que a planta se comporte como se não hou-
vesse limitações de matéria-prima, trabalhando portanto com
sua máxima capacidade de produção. Para que isso aconteça
não é necessário, em geral, que os recursos estejam todos dis-
poníveis ao se iniciar a produção, mas sim no momento exato
em que puderem ser processados. Do ponto de vista de um
GET isso significa que as trajetórias das transições de saída
devem ser idênticas àquelas obtidas quando as transições de
entrada são impulsivas, isto é, em t = 0 as transições de en-
trada disparam infinitas vezes. Para que essas saídas sejam
obtidas não é necessário entretanto (em geral) que as entra-
das sejam impulsivas. A questão é portanto, obter a trajetória
mais tardia possível na entrada, sem que a trajetória da saída
tenha seu desempenho alterado.

Considere agora um GET modelado em Zmax[[γ]], resultando
em expressões do tipo dado pelas equações 4. A matriz de
transferência do sistema é dada por H = CA∗B, de modo
que y = Hu. Seja também z ∈ Zmax[[γ]] uma trajetó-
ria que represente o desempenho aceitável para a transição
de saída. É imediato constatar que dadas duas trajetórias
a, b ∈ Zmax[[γ]], se a � b então a trajetória a é mais lenta
que a trajetória b. O problema de obter a trajetória de con-
trole ótima é então equivalente ao de obter a máxima trajetó-
ria u tal que z � y = Hu. Como a função Hu é residuável,
o resultado é uop = H◦\z. Em particular, se se deseja que
a planta opere em sua máxima taxa de produção, a trajetória
z deve ser igual a Hu sendo u a entrada impulsiva. Con-
seqüentemente, para o caso de produção máxima, z = H e
portanto uotimo = H◦\H . Deve-se observar que a relação
H◦\H � e é sempre verificada de modo que a entrada ótima
é, como esperado, mais lenta que a entrada impulsiva.

Uma abordagem usual em projeto de sistemas de controle
é a alteração da matriz de transferência da planta através de
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seu acoplamento a um outro sistema, usualmente chamado de
compensador. No caso de sistemas Max-plus, dois aspectos
devem ser levados em conta, ao se considerar essa aborda-
gem.

Em primeiro lugar deve-se determinar sobre que transições
ocorrerá a ação de controle, isto é, quais são as transições
"controláveis" no sentido de permitirem sua inibição por um
dispositivo externo à planta. Em relação a esse aspecto, duas
alternativas serão consideradas neste artigo. A primeira de-
las parte do pressuposto de que apenas a variável de entrada
u(γ) é controlável (no sentido definido acima) cabendo por-
tanto calculá-la a partir de alguma outra informação externa.
Nos sistemas de manufatura, por exemplo, esta informação
externa pode estar associada à disponibilidade de recursos
no ambiente externo à planta. A variável v(γ) será associada
a esta informação, sendo chamada de "sinal de referência".
A segunda alternativa é considerar um conjunto arbitrário de
transições da planta como sendo controláveis. Nesse caso,
a transição de entrada (u(γ)) permanece sendo aquela que
sofre as influências do ambiente externo à planta.

Em segundo lugar deve-se determinar qual deverá ser o de-
sempenho do sistema sob a ação do controlador. De modo
geral, é possível calcular a função de transferência entre as
saídas do sistema e as variáveis que sofrem influências ex-
ternas ao sistema (u(γ) ou v(γ)) levando-se em conta a pre-
sença do compensador. O desempenho do sistema será en-
tão especificado a partir da determinação de uma função de
transferência de referência, notada por Gref (γ) e também
denominada "modelo de referência", com a mesma dimen-
são da função de transferência do sistema. Determinados es-
tes dois aspectos, o compensador deve então ser calculado
de modo a ser máximo (i.e. o controlador deve retardar ao
máximo sua saída), mas garantindo que o comportamento do
sistema sob a ação do controle permaneça limitado superior-
mente pelo modelo de referência. Em outras palavras, esse
comportamento não pode ser mais lento que o imposto pelo
modelo de referência.

Observa-se que maximizar o controlador não é exatamente o
mesmo que maximizar o sinal de controle, pois ainda pode
existir um sinal de controle maior, mas que eventualmente
não pode ser obtido pelo controlador máximo. Entretanto,
de modo geral, quanto "maior" o controlador, maior o atraso
ele provoca entre sua entrada e sua saída. Em muitos casos
pode-se provar que esta estratégia leva a resultados iguais aos
obtidos pela otimização do sinal de controle (Maia, 2003).

Portanto o projeto de controladores é feito de modo a satis-
fazer a restrição imposta pelo modelo de referência maximi-
zando os controladores e por isso retardando os disparos das
transições sobre as quais se dá a ação de controle. Hardouin
(2004) apresenta uma compilação sobre essa abordagem. Na

próxima seção, algumas alternativas serão consideradas.

4 SÍNTESE DE CONTROLADORES

Na seção anterior, o problema de controle por modelo de re-
ferência foi estabelecido na sua forma geral. Nessa seção,
são apresentadas as estruturas de controle utilizadas. A pré-
compensação da Subseção 4.1 e a realimentação de saída da
Subseção 4.2 têm sido amplamente estudadas na literatura.
Já a estratégia P-F da Subseção 4.3 e o controle multivariá-
vel generalizado da Subseção 4.4 representam as principais
contribuições deste artigo.

4.1 Pré-compensação

Uma primeira estratégia para o controle por modelo
de referência consiste na utilização de pré-compensação.
Nesse caso, o problema de controle é encontrar um pré-
compensador tal que a entrada do sistema seja maximizada
respeitando a restrição de que a função de transferência do
sistema controlado satisfaça as limitações impostas pelo mo-
delo de referência. Essa estratégia é ilustrada na Figura
4(Cottenceau, 1999).

G r e f
u

H HP
y v u y v z

M o d e l o  d e
R e f e r ê n c i a M o d e l o  S i s t e m a   C o n t r o l a d o

G o

Figura 4: Controle por pré-compensação

Formalmente, pode se mostrar que a solução para o pro-
blema equivale a calcular o maior pré-compensador P tal
que HP � Gref . Como a função f(x) = a ⊗ x é resi-
duável (Baccelli et al., 1992), mostra-se que a maior solução
dessa inequação, denotada por Pop, é dada por:

Pop = H◦\Gref . (11)

Essa estratégia de controle em malha aberta resulta na ação
de controle u = Popv que assegura sempre desempenho
ótimo do sistema. Contudo, não se assegura a estabilidade 4

robusta do sistema em relação a variações paramétricas, isto
é, variações dos parâmetros temporais da planta podem com-
prometer a estabilidade do sistema. De fato, considere um
sistema Max-plus linear tal que H = 1(7γ)∗. Esse sistema
modela uma máquina que opera em ciclos com uma taxa de

4O conceito de estabilidade aqui está relacionado com o número de re-
cursos de um lugar. Diz-se que um sistema é estável se o número de recursos
de um lugar é sempre limitado, ou seja, não pode crescer indefinidamente
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produção igual a uma peça a cada 7 unidades de tempo e
com um atraso de transporte para disponibilização final igual
a 1 unidade de tempo. Esse modelo é mostrado em linhas
pontilhadas na Figura 5(a). Considere também que a restri-
ção de demanda é dada por um modelo de referência tal que
Gref = H , ou seja, o objetivo é preservar a função de trans-
ferência em malha aberta maximizando a entrada do sistema.
Dessa forma, dentro de um contexto de gestão de recursos
“just-in-time”, preserva-se a máxima taxa de produção do
sistema retardando ao máximo possível a entrada de maté-
ria prima a ser processada. Conforme visto anteriormente,
o problema se resume a encontrar o maior controlador P tal
que HP � Gref . A solução para esse problema é dada pela
Teoria de Residuação P = H◦\H = (7γ)∗.

v

7 7

y v

7 8

y
 

P PH H
1 1

( a ) ( b )

Figura 5: Problema de estabilidade na pré-compensação.

É importante observar que qualquer outro modelo de refe-
rência pode ser utilizado. Por exemplo, adotando-se Gref =
1(8γ)∗, o pré-compensador será dado por P = (8γ)∗.

Voltando ao caso em que Gref = H (e P = (7γ)∗), pode-
se observar, a partir da Figura 5, que o sistema é sensível a
variações paramétricas, o que pode ocasionar problemas de
instabilidade. No presente exemplo, se a temporização do
ciclo aumentar (por exemplo por algum problema de manu-
tenção da máquina) o pré-compensador se torna mais rápido
do que o sistema e o número de recursos no lugar situado
entre P e H cresce ilimitadamente.

4.2 Realimentação de saída

Sabe-se da Teoria de Controle de Sistemas Lineares Contí-
nuos que a realimentação torna o sistema controlado menos
sensível a variações paramétricas da planta, contudo, o sis-
tema em malha fechada pode se tornar instável. Nos SED
Max-plus lineares, a estratégia de controle via realimentação
sempre favorece a estabilidade, conforme mostrado por Maia
(2003). Nesse sentido, para se contornar o problema de insta-
bilidade, assegurando um sistema mais robusto (menos sen-
sível a variações paramétricas), recomenda-se a utilização da
estratégia de realimentação para o controle por modelo de
referência. O exemplo abaixo mostra como a realimentação
pode favorecer a estabilidade do sistema.

Considere o mesmo sistema do exemplo anterior, ou seja,

H = 1(7γ)∗ com realimentação dada por F = 6γ(7γ)∗.
O sistema em malha fechada é mostrado na Figura 6(a).
Mostra-se, conforme será visto a seguir, que essa realimen-
tação preserva a função de transferência H do sistema. É in-
teressante observar que a estabilidade do sistema em malha
fechada é independente das variações paramétricas, pois a
admissão de matéria prima é condicionada à saída de produ-
tos do sistema. De fato, vê-se na Figura 6(b) que o aumento
da temporização do ciclo da máquina não acarreta explosão
do número de recursos no sistema (na verdade eles permane-
cem constantes).
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7
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F
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7
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1 1

6 6

H
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Figura 6: Estabilidade robusta da realimentação

A Figura 7 ilustra de maneira geral a estrutura de controle
com realimentação da saída. Na Figura 7, H é função de
transferência da planta, F é o controlador e u e y são respec-
tivamente a entrada e a saída do sistema; Gref é o modelo de
referência e v e z são respectivamente a entrada de referência
(disponibilidade de matéria prima) e z, a saída do modelo de
referência.
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H H
y v u y v z

M o d e l o  d e
R e f e r ê n c i a

G c

M o d e l o F

S i s t e m a  C o n t r o l a d o

Figura 7: Controle por realimentação

A partir da análise Figura 7, obtém-se as seguintes equações:

u = v ⊕ Fy, (12)

y = Hu = HFy ⊕ Hv. (13)

A solução da Equação 13 é dada na Seção 2.1, ou seja:

y = (HF )∗Hv. (14)

Dessa forma, u = (e ⊕ F (HF )∗H)v. A Equação 10 ga-
rante que (HF )∗H = H(FH)∗. Portanto u = (e ⊕
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FH(FH)∗)v = (e ⊕ FH ⊕ (FH)2 ⊕ . . .)v = (FH)∗v.
Conseqüentemente:

u = (FH)∗v. (15)

O problema de controle para a estratégia de realimentação
consiste então em maximizar u = (FH)∗v tal que a função
de transferência em malha fechada H(FH)∗ seja menor ou
igual ao modelo de referência Gref . Em decorrência da iso-
tonia dos operadores de adição e de multiplicação do dióide,
esse problema equivale a encontrar a maior realimentação
F tal que H(FH)∗ seja menor ou igual a referência Gref .
Formalmente, o que se procura é a maior solução para a ine-
quação H(FH)∗ � Gref . Esse problema não tem solução
máxima para qualquer modelo de referência, pois a função
G(X) = H(XH)∗ não é sempre residuável. Contudo, a so-
lubilidade pode ser assegurada se restrições paramétricas são
impostas ao modelo de referência. Cottenceau et al. (2001)
demonstraram que se Gref é da forma A∗H ou da forma
HB∗ (sendo A e B matrizes de transferência quaisquer de
dimensões apropriadas), então existe um compensador F que
maximiza a inequação anterior. Esses resultados foram gene-
ralizados por Lüders e Santos-Mendes (2002) considerando
o problema em que somente parte das transições de estado
estão disponíveis para observação e controle (acesso parcial
aos estados). Dentre os resultados obtidos, são apresenta-
das condições suficientes para a existência de solução para
o problema proposto (Lüders, 2001). Mais recentemente,
Maia et al. (2003) propuseram uma estrutura em malha fe-
chada que utiliza pré-compensação e realimentação. Esses
resultados serão apresentados a seguir.

4.3 Estratégia P-F

Conforme explicado na Seção 3, as estratégias baseadas em
realimentação, embora favoreçam a estabilidade, são limita-
das no sentido em que o modelo de referência deve satis-
fazer certas condições restritivas. Já as baseadas em pré-
compensação garantem desempenho ótimo para qualquer
modelo de referência mas não garantem estabilidade. A es-
tratégia de controle a ser apresentada é baseada na utilização
simultânea da pré-compensação e realimentação. A principal
vantagem dessa abordagem é que ela garante otimalidade em
relação aos estoques que alimentam a planta para qualquer
modelo de referência escolhido. Além disso, sob determi-
nadas condições, garante-se que sistema controlado é sem-
pre estável (Maia et al., 2003). As duas principais vantagens
dessa abordagem em relação à realimentação, como proposto
por Cottenceau et al. (2001), são: a ação de controle ótima
é sempre máxima (igual a Popv) e não há nenhuma restri-
ção na escolha do modelo de referência. A Figura 8 ilustra a
abordagem proposta.

G r e f
u H HPy v u y v z

M o d e l o  d e
R e f e r ê n c i a

G c

M o d e l o  F

 S i s t e m a  C o n t r o l a d o

Figura 8: Estratégia de controle P-F

Dessa forma, escrevem-se as seguintes equações:

u = Pv ⊕ PFy, (16)

y = (HPF )y ⊕ HPv. (17)

Usando os resultados da Seção 2.1 e a Equação 10, obtêm-se
as equações que relacionam u e y a v

y = Gcv = (HPF )∗HPv = HP (FHP )∗v, (18)

u = Guvv = (PFH)∗P = P (FHP )∗v, (19)

sendo Gc e Guv as funções de transferência em malha fe-
chada entre y e v e entre u e v respectivamente.

O problema de controle pode então ser enunciado da seguinte
maneira. Dado um sistema max-plus com função de transfe-
rência H , quais são as matrizes do controlador P e F que
asseguram a maior função de transferência entre u e v, i.e.
Guv , tal que GC � Gref ? Num contexto de sistema de pro-
dução, conforme já discutido anteriormente, considerando a
política “just-in-time”, o que se busca é um controlador que
satisfaça a especificação da demanda, Gc � Gref , atrasando
o máximo possível a entrada de matéria prima a ser pro-
cessada. Formalmente, esse problema pode ser enunciado
como:

sup
P, F

Guv = P (FHP )∗ (20)

t. q. Gc = HP (FHP )∗ � Gref .

O problema apresentado em 20 tem sempre P = [ε]p×p

como uma solução independentemente da escolha de F , o
que significa que o conjunto de soluções é não-vazio. Além
disso, é fácil ver que as estratégias que usam exclusivamente
pré-compensação (fazendo com que F = [ε]p×m) ou exclu-
sivamente realimentação (fazendo-se P = Ip×p sendo Ip×p

uma matriz identidade em dióide) são caso particulares da
estrutura de controle proposta.

O problema de otimização proposto em (20) tem sempre so-
lução ótima que é obtida com:

Pop = H◦\Gref . (21)

Fop = (HPop)◦\(HPop)◦/(HPop). (22)
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A prova desse resultado é dada por Maia et al. (2003).

É importante observar que diferentemente da estrutura com
realimentação proposta por Cottenceau (1999), que utiliza
somente o controlador F, a presente abordagem não impõe
nenhuma restrição na escolha do modelo de referência.

Propriedades da estrutura P-F

1. A solução dada pelas expressões 21e 22 sempre asse-
gura que Guv = H◦\Gref e Gc = HPop.

2. Se existir uma matriz D tal que Gref = HD então a
solução ótima para a estrutura de controle proposta ga-
rante que Gc = Gref .

3. Se o objetivo é preservar a resposta impulsiva do sis-
tema, isto é, Gref = H , a solução ótima é obtida se
Pop = H◦\H e Fop = H◦\H◦/H .

A primeira propriedade significa que a solução proposta sem-
pre garante que as funções de transferência em malha fe-
chada Guv e Gc são iguais aos seus limitantes superiores,
ou seja, a solução obtida é a melhor possível; a segunda con-
dição significa que é sempre possível fazer com que sistema
em malha fechada se comporte como o modelo de referência
(total matching); finalmente, a condição número 3, significa
que a condição ótima obtida pela realimentação simples, con-
forme proposto por Cottenceau et al. (1999), pode ser ainda
melhorada com a adição de um pré-compensador.

Considere a planta mostrada na Figura 9 como exemplo ilus-
trativo de aplicação das idéias propostas nesta seção.

u 1

u 2

y

M 1

M 2

M 31

2 3x 3 x 4

x 1 x 2
x 5 x 6

2

2

4

3

7

Figura 9: Sistema de manufatura com 3 máquinas.

Essa planta representa um pequeno sistema de manufatura
com 3 máquinas (M1, M2 e M3). Nele as matérias primas
são processadas pelas máquinas M1 e M2 (cujas datas de
entrada são dadas por u1 e u2 respectivamente) e os sub-
produtos dessas máquinas são agrupados e trabalhados pela
máquina M3, resultando em um produto final cuja data de
produção é dada por y. Segundo os resultados da Seção 2.1,

mostra-se que a equação que relaciona a entrada e a saída da
planta é dada por:

y = [17(3γ)∗ 17(3γ)∗]u. (23)

Dessa forma a função de transferência da planta é dada por
H = [17(3γ)∗ 17(3γ)∗]. Nesse exemplo, a máquina M3 é
o gargalo do sistema e sua taxa máxima de produção é uma
peça a cada três unidades de tempo. Analiticamente, isto é
confirmado pela presença do fator (3γ)∗ nos dois elementos
da matriz H . Se o objetivo é fazer com que o sistema tenha
o maior perfil de produção possível, o modelo de referencia
deve ser escolhido como sendo Gref = H , em outra pa-
lavras, o modelo de referência deve ser igual à resposta do
sistema para um estoque infinito. A solução ótima é obtida
através das equações 21 e 22, o que resulta em: 5

Pop = (3γ)∗
(

e e
e e

)

e Fop = (1γ6)(3γ)∗
(

e e
)

. (24)

Finalmente, o sistema controlado é mostrado na Figura 10.
Pode-se ver que o sistema em malha fechada é fortemente
conexo. Esse fato faz com que a admissão de matérias pri-
mas seja condicionada à saída de produtos e, dessa forma, o
número de recursos no sistema em um dado instante é sempre
limitado; portanto, o sistema é sempre estável.

u 1

u 2

y
M 1

M 2

M 3
1
2

3

v 2

v 1

F3

2

2

3

1

P H
4
3

7

Figura 10: Sistema de manufatura controlado

Comparando o desempenho do sistema controlado para a es-
trutura P-F com o obtido pela realimentação simples (sem
P), mostra-se , como era de se esperar, que em ambos os ca-
sos a função de transferência em malha fechada é igual a do
modelo de referência. Entretanto, com relação à função de
transferência entre u e v, mostra-se para estrutura P-F que:

GPF
uv = (3γ)∗

(

e e
e e

)

. (25)

5Programas para a manipulação da álgebra de dióide usando o pacote
computacional Scilab são propostos por Lhommeau e Hardouin (2003).
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Para a realimentação simples , como proposto por Cotten-
ceau et al. (1999), obtém-se:

GF
uv =

(

e ⊕ (18γ6)(3γ)∗ (18γ6)(3γ)∗

(18γ6)(3γ)∗ e ⊕ (18γ6)(3γ)∗

)

. (26)

Observa-se que GPF
uv � GF

uv , ou seja o desempenho do sis-
tema controlado para a estrutura P-F, considerando uma po-
lítica de gestão “just-in-time” é melhor que o desempenho
obtido pela realimentação simples. De fato, constata-se esse
resultado comparando-se as séries de cada elemento das ma-
trizes em questão. Por exemplo, para o elemento (1, 1) da
matriz GPF

uv , têm-se:

GPF
uv (1, 1) = 0γ0 ⊕ 3γ ⊕ 6γ2 ⊕ 9γ3 ⊕ . . . ⊕

18γ6 ⊕ 21γ7 ⊕ . . . (27)

Desenvolvendo a série para o mesmo elemento da matriz
GF

uv , obtém-se:

GF
uv(1, 1) = 0γ0 ⊕ 0γ ⊕ 0γ2 ⊕ 0γ3 ⊕ . . . ⊕

18γ6 ⊕ 21γ7 ⊕ . . . (28)

Comparando o desenvolvimento das duas séries apresenta-
das nas equações 27 e 28, observa-se que os seis primeiros
termos do elemento (1, 1) de GPF

uv são maiores do que os do
elemento (1, 1) de GF

uv . A partir do sétimo termo em diante
as séries se igualam. Essas comparações podem ser feitas
para todos os elementos das duas matrizes. A conclusão fi-
nal é que GPF

uv � GF
uv . Isso quer dizer, que a estrutura P-F

atende a especificação de demanda retardando mais a entrada
de matéria prima do sistema do que a realimentação simples.

4.4 Controle multivariável generalizado

Nas estratégias de controle apresentadas nas Seções 4.1, 4.2
e 4.3 anteriores, tem-se controle apenas sobre a variável de
entrada u do sistema. Ou seja, o objetivo de controle é atrasar
o máximo possível o disparo da transição de entrada de forma
a satisfazer uma especificação de saída do sistema. Além
disso, se a informação da saída y do sistema é utilizada no
cálculo do controle, tem-se a realimentação de saída. Caso
contrário, tem-se a pré-compensação, em malha aberta.

Suponha agora que as transições internas do sistema possam
ser eventualmente observadas e/ou controladas. Uma tran-
sição é observável se se conhece seus instantes de disparo
e é controlável se seu disparo puder ser atrasado indefini-
damente por uma ação de controle externa. Nesse caso, o
objetivo de controle é ligeiramente modificado para atrasar
o máximo possível as transições controláveis usando as in-
formações de disparo das transições observáveis de forma a

satisfazer uma especificação de saída do sistema (modelo de
referência). Neste trabalho, isso é denominado controle mul-
tivariável generalizado.

A ação de controle atua sobre as transições internas (estado)
do sistema através de uma matriz R e as observa através
de uma matriz Q. Essas matrizes representam as ligações
(acessos) com as transições controláveis e observáveis, res-
pectivamente. Assim, tem-se x = Ax ⊕ Rxc ⊕ Bu, sendo
(A, B, C) uma realização do sistema com matrizes de di-
mensões apropriadas. Os vetores x, u e y são os vetores
de estado, de entrada e de saída do sistema, respectivamente.
O vetor xc = Lxo é o vetor de saída do controlador L e
xo = Qx o vetor de estado observado. Nesse caso, a se-
guinte representação no espaço de estado é obtida:

x = (A ⊕ RLQ)x ⊕ Bu (29a)

y = Cx (29b)

Essa configuração é mostrada na Figura 11.

u B

L
R Q

A
x

C y

Figura 11: Controle multivariável generalizado.

Note que estrutura em realimentação de saída da Seção 4.2
é obtida do caso geral, bastando fazer R = B e Q = C.
Conforme a Seção 2.2, a Equação (29a) implícita em x tem
como solução mínima x = (A ⊕ RLQ)∗Bu. Logo, y =
[C(A ⊕ RLQ)∗B]u e a matriz de transferência do sistema
em malha fechada GL

c é, por definição:

GL
c = C(A ⊕ RLQ)∗B (30)

Logo, o problema de controle por modelo de referência uti-
lizando a estrutura da Figura 11 consiste em obter a solução
máxima da seguinte inequação em L:

(A ⊕ RLQ)∗ � Aref (31)

sendo a matriz Aref = C◦\Gref ◦/B obtida a partir do mo-
delo de referência Gref , aplicando-se o resíduo do produto à
esquerda por C e à direita por B.

A partir da Equação 31, tem-se A∗((RLQ)A∗)∗ � Aref ,
pois (a⊕ b)∗ = a∗(ba∗)∗. Logo, ((RLQ)A∗)∗ � A∗◦\Aref ,
em decorrência do resíduo do produto à esquerda por A∗.
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Mas, (RLQ)A∗ � ((RLQ)A∗)∗, pois a � a∗. Assim,
(RLQ)A∗ � A∗◦\Aref e RLQ � A∗◦\Aref ◦/A∗, em de-
corrência do resíduo do produto à direita por A∗. Final-
mente, L � R◦\K◦/Q, onde K = A∗◦\Aref ◦/A∗, em decor-
rência dos resíduos dos produtos à esquerda e à direita por
R e L, respectivamente. Ou seja, R◦\K◦/Q é um limitante
superior do conjunto solução da Equação 31. Portanto, se
Lop = R◦\K◦/Q é também solução, então Lop é a solução
máxima. Maiores detalhes podem ser encontrados em Lü-
ders e Santos-Mendes (2002).

Para ilustrar o uso do resultado acima, considere o seguinte
exemplo. Uma empresa de serviço expresso de entrega de
encomendas dispõe de um sistema de recepção, inspeção e
despacho de pacotes. A recepção é feita na estação E1, onde
o pacote é descarregado. Esta operação consome uma uni-
dade de tempo para cada pacote e duas ações são disparadas:
o cadastramento de recebimento do pacote e o seu encami-
nhamento para a estação seguinte (inspeção e agendamento
da entrega). O cadastramento é feito assim que o pacote é
descarregado, independentemente das etapas posteriores.

Quando o pacote chega à estação E2 seguinte, outras duas
ações se iniciam: a geração de uma etiqueta de agendamento
da entrega e a inspeção visual do pacote, como procedimento
de segurança. A geração da etiqueta é feita na estação E3

que, após a identificação do destino, agenda a entrega. Esta
operação consome duas unidades de tempo para cada pacote.
Na estação E4 ocorre a inspeção, que consome três unida-
des de tempo para cada pacote. Finalmente, na estação E5, a
etiqueta é fixada no pacote, que segue para a seção de despa-
cho. Esse cenário é representado na Figura 12, onde a saída
y1 representa a ação de cadastramento dos pacotes e a saída
y2 a liberação dos pacotes para despacho.

1
1

x 1

E 1

2
2

x 3

E 3

3
3

x 4

E 4
x 2
y 1

y 2
x 5

u E 2 E 5

Figura 12: Sistema de entrega de encomendas.

Uma breve análise desse cenário, mostra que haverá um acú-
mulo de ações de agendamento na estação E3 e de pacotes
para inspeção na E4, pois a taxa de recebimento de pacotes
oriundos de E2, é maior do que E3 e E4 podem absorver.
Além disso, a geração da etiqueta ocorre mais rapidamente
do que a inspeção do pacote, o que provoca um acúmulo de
etiquetas na estação E5, aguardando a liberação dos pacotes
em E4.

Uma realização (A, B, C) desse sistema é dada pelas matri-
zes abaixo:

A =













1γ ε ε ε ε
e ε ε ε ε
ε 2 2γ ε ε
ε 3 ε 3γ ε
ε ε e e ε













B =













1
ε
ε
ε
ε













C =

(

e ε ε ε ε
ε ε ε ε e

)

(32)

Nesse caso, a relação entrada e saída y = Hu, sendo H =
CA∗B, é dada por:

y =

(

y1

y2

)

= Hu =

(

1(1γ)∗

4(3γ)∗

)

u (33)

Logo, H = [1(1γ)∗ 4(3γ)∗]′.

A relação entrada e saída acima mostra que, o cadastramento
do primeiro pacote ocorrerá uma unidade de tempo após sua
chegada e, posteriormente, a uma taxa de um pacote a cada
unidade de tempo. Esse é o tempo necessário para descarre-
gamento dos pacotes. Além disso, o primeiro pacote estará
pronto para despacho apenas quatro unidades de tempo após
sua chegada e, posteriormente, um pacote poderá ser despa-
chado a cada três unidades de tempo. Basicamente, esse é
o tempo necessário para inspeção visual. Isso está represen-
tado na Figura 13, pelas respostas impulsivas y1(k) (à es-
querda) e y2(k) (à direita).
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1 5

2 0

2 5
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po 
- y 2

(k)

e v e n t o  -  k

Figura 13: Resposta impulsiva de H .

Suponha entretanto que, na saída dos pacotes para a seção
de despacho, exista um sistema de transporte cuja taxa de
atendimento é menor do que a a capacidade de inspeção e
agendamento. Logo, para que não haja formação de estoque
no pátio de transporte, deve-se garantir que os pacotes sejam
liberados a uma taxa menor. Por exemplo, um pacote a cada
cinco unidades de tempo. Porém, o cadastramento de che-
gada dos pacotes deve manter-se inalterado. Isso significa
especificar Gref = [1(1γ)∗ 4(5γ)∗]′. Assim, a trajetória de
disparo da saída y1(k) permanece inalterada, enquanto a tra-
jetória de disparo da saída y2(k) é atrasada, conforme mostra
a Figura 14 à esquerda e à direita, respectivamente.
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Figura 14: Resposta impulsiva de Gref .

Conforme visto na Seção 4.1, o controlador em pré-
compensação é dado por:

Pop = H◦\Gref = (1γ)∗ (34)

Nesse caso, a matriz de transferência do sistema pré-
compensado é GP

c = H . Ou seja, a pré-compensação atrasa
ao máximo a entrada u, sem, no entanto, conseguir uma
maior aproximação da especificação Gref .

Para o controlador em realimentação, conforme a Seção 4.2,
tem-se:

Fop = H◦\Gref ◦/H =
(

1γ(1γ)∗ ε
)

(35)

Nesse caso, a matriz de transferência do sistema realimen-
tado também permanece inalterada, ou seja, GF

c = H . As-
sim, também não se consegue uma maior aproximação da
especificação Gref .

Isso ocorre tanto na pré-compensação quanto na realimen-
tação em decorrência da impossibilidade de se atrasar mais
a entrada u sem que se altere a taxa de cadastramento dos
pacotes na saída y1 (que deve permanecer inalterada).

Suponha agora que se tenha acesso a algumas das transições
internas do sistema. Por exemplo, a transição x2 é controlá-
vel e x5 é observável. Nesse caso, tem-se R = [ε e ε ε ε]′

e Q = [ε ε ε ε e].

Calculando-se a matriz K = A∗◦\Aref ◦/A∗ tem-se:

K =











(1γ)∗ (1γ)∗ ε ε ε

(5γ)∗ (5γ)∗ 3γ(5γ)∗ 2γ(5γ)∗ 2γ(5γ)∗

3(5γ)∗ 3(5γ)∗ 1(5γ)∗ (5γ)∗ (5γ)∗

3(5γ)∗ 3(5γ)∗ 1(5γ)∗ (5γ)∗ (5γ)∗

3(5γ)∗ 3(5γ)∗ 1(5γ)∗ (5γ)∗ (5γ)∗











(36)

Pode-se mostrar que o controlador L = R◦\K◦/Q = 2γ(5γ)∗

é solução da Equação 31 e, portanto, é o controlador máximo
em realimentação de estado com x2 controlável e x5 obser-
vável. Nesse caso, a matriz de transferência do sistema con-
trolado é GL

c = [1(1γ)∗ 4(5γ)∗]′, ou seja, iguala a especifi-
cação Gref . O sistema controlado é mostrado na Figura 15.

1
1

x 1

E 1

2
2

x 3

E 3

3
3

x 4

E 4
x 2
y 1

y 2
x 5

u E 2 E 5

5
2

L

H

Figura 15: Sistema de entrega controlado.

Em outras palavras, o acesso às transições internas do sis-
tema permitiu que apenas a inspeção e agendamento de pa-
cotes fosse atrasada, satisfazendo a especificação de reduzir
a taxa para um pacote a cada 5 unidades de tempo. Nas solu-
ções por pré-compensação e por realimentação não é possível
separar o cadastramento (mais rápido) da inspeção e agenda-
mento (mais lento). Nessas configurações, qualquer tentativa
de atrasar a chegada dos pacotes, atrasa também o cadastra-
mento.

De maneira geral, o controle multivariável (que observa e
atua sobre transições internas do sistema) permite uma ação
de controle mais localizada, em pontos de menor interdepen-
dência entre as diversas relações de entrada e saída do sis-
tema. Isso traz maior flexibilidade de controle.

Entretanto, o problema de estabilidade permanece, pois sem-
pre ocorrerá acúmulo de fichas no lugar que conecta um sub-
sistema rápido fornecendo fichas para um subsistema mais
lento (Commault, 1998). Porém, esta estratégia tem a vanta-
gem de restringir o acúmulo de fichas a determinados lugares
do sistema. Para o sistema controlado, note que o subsistema
inspeção/agendamento dos pacotes é um componente forte-
mente conexo do grafo e, portanto, o acúmulo de pacotes
ocorrerá apenas no lugar entre as transições x1 e x2, ou seja,
apenas na estação E2 (antes do controle, havia acúmulo nas
estações E3, E4 e E5).

5 CONCLUSÕES

Neste artigo tutorial foram apresentadas e discutidas diver-
sas estratégias de controle por modelo de referência para sis-
temas a eventos discretos Max-plus lineares. Como prin-
cipais contribuições para o estudo das alternativas a serem
utilizadas como estrutura de controle, destacam-se a estru-
tura P-F e o controle multivariável generalizado. A estrutura
P-F baseia-se na realimentação de saída e tem como prin-
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cipais características o fato de assegurar desempenho ótimo
para qualquer modelo de referência e, além disso, favore-
cer a estabilidade do sistema. O controle multivariável, por
sua vez, permite um controle mais localizado, restringindo
sua atuação, por exemplo, aos gargalos do sistema. Contudo,
há restrições na escolha do modelo de referência, ou seja, o
controlador máximo não pode ser obtido para um modelo de
referência qualquer, sendo que a metodologia fornece apenas
uma condição suficiente para a existência do controlador má-
ximo. Um ponto importante a ser investigado diz respeito à
utilização de um pré-compensador em conjunto com a estru-
tura multivariável proposta, procurando, dessa forma, dimi-
nuir as restrições na escolha do modelo. Vale ressaltar que
as idéias e os resultados apresentados são válidos para sis-
temas invariantes e determinísticos. Uma tendência atual e
que deve se prolongar para o futuro é a extensão das idéias
propostas para sistemas variantes no tempo, assim como para
plantas com parâmetros incertos.
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