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ABSTRACT e preditivo€ de fundamental impaticia para o desenvolvi-
mento de controladores. No presente artigo peepé um
Active control law development of flexible structures is stillhovo algoritmo para determinar de forma bastante simples,
an open problem. It has been the object of many researchgs, equaiies diferenciais da damiica de uma estrutura do
mainly starting from the eighties. In spite of many worksipo manipulador com urariico elo flexvel. Desenvolve-se
dedicated to the dynamic modeling of such structures, the ofinda fundes de transfericia anaticas para este problema
taining of arealistic dynamiC model is of fundamental imporespediCO, as quaisaj’ importantes para a Va”mdo mo-
tance for the control law development. In the present work Be|o discreto proposto na forma de um a|goritmo_
is introduced a new algorithm to determinate in a quite sim-
ple way, the dynamic differential equations of a one flexibl®ALAVRAS-CHAVE :  Estruturas fleweis, modelagem de
link manipulator. It is still developed analytic transfer funcrobds flexveis, modelagem por aproxirte discreta.
tions for this specific problem, which are important for the
validation of the lumped mass approach model proposed in INTRODUCAO
the form of an algorithm.
O controle de estruturas flexéis tem sido objeto de diversos
estudos realizados principalmente a partir dos anos oitenta
(Moorehead e Wang,1997), (Talebi et alli,1999). A maio-
ria os artigos trata de aspectos vinculadda®oria de con-
RESUMO trole (Machado,1999). Pem, o conhecimento de um mo-
delo dirdmico bem representativo da realidade dmfeafo
Controlar de forma ativa estruturas fieais permanece um g de fundamental impaticia para o projeto de controlado-
problema ainda em aberto, tendo sido objeto de muitas pggs com chances reais de funcionarem ragipa. Aplicades
quisas, principalmente a partir dos anos oitenta. Apesar ge controle de estruturas flegis #m sido mais canalizadas
existirem muitos trabalhos dedicadomodelagem d&mica  para rolws manipuladores com elos flegis (Schmitz,1985).
de tais estruturas, a obtgémede um modelo darhico realista  Em geral, o retodo dos modos assumidos (Soares,1997) tem
Artigo submetido em 20/12/00 S|qlo mais empregado para a OQ@do modfelo dlamlfzo,
1a. Revisio em 24/09/01 principalmente no caso de uomico elo flexvel. Pogm,
Aceito sob recomendacéo do Ed. Assoc. Prof. Paulo E. Miyagi se 0 manipulador possui mais de um elo com flexibilidade
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lumped mass modelling approach.

134 Revista Controle & Automac , &0/Vol.13 no.2/Maio, Jun., Jul. e Agosto 2002



importante, estaetnica de modelagem dimiica torna-se mitz,1985)
dificil de ser utilizada em rao” de complicgies advindas y(z,t) =w(z,t) + 20 (¢t),
das condjdes de contorno (Pereira,1999). Portanto, tenta-

Obttm-se o sistema de eqi@s:
se, neste artigo, resgatar o formalismo discrietmied mass d

approach ) (Gomes e Cletien,1992), o qual possui como dy %y
grande vantagem a simplicidade de equacionamento. Ape- EIW (2,8) + pry (2,1) =0,
sar de apresentar cong@opcsimples, o formalismo discreto 2 (1)

é trabalhoso, principalmente se o modelo tiver mais de dois L6 (t) + p/ x—ngH-mclgj (1,t) =
modos flexveis. Propeé-se erdd, neste artigo, um algoritmo o O

que simplifica totalmente a obtgie do modelo para qual- com as seguintes condies de contorno:
qguer que seja ourhero de modos flexéis considerados,

além de introduzir modificdies, em relg@o ao formalismo El% (z, t)|x:0 + T, — 1,6 =0
discreto original, que aumentam a precisio modelo dis- y(z,t)],_y =v(0,t) =w(0,t) + 0.0 (¢t) =
creto. Apresenta-se, ainda no presente trabalho, um estudo Ia y ( )| _ E182w (I,1) =0
analtico, o qual foi de fundamental impautCiaa valida@o EIa 'y @D, = m a Y (28],
do modelo discreto estudado. 9x® a=l = Te otz
2 ESTUDO ANALITICO Aplicando-se a Transformada de Laplace na egodt) re-
sulta em: .
Considera-se, inicialmente, uma estruturaflekle compri- d_z — gy =0, (2)
mentol, conforme ilustrada na figura 1, articulada em uma dx . '
extremidade a partir do rotor do atuador, no qualplicado sendoj* = — s, com as respectivas condies de con-
um torque motorT,,,, sendo livre na outra extremidade naforno:
qgual é colocada uma cargal,. & a irércia do rotor em, 7(0,8) =0
a massa da carga (de momento derdid rotacional des- 2y _ 2 dg
prezvel). BI @5 _, +T(s) =Irs* 42 -
ETLgl =0 ’ 3)
Carga x=l
Roter I, \‘T‘c ET Z’I‘g = m("82g|x:l

=l

Torquer Q\

onde T (s) & a transformada de Laplace dg, (t). A
equa@o (2) admite solEo geral na forma:

y = Asen(Bz) + Bsenh(zx) +
+ Ccos (Bz) + D cosh (8z). (4)

Figura 1: Estrutura flaxel. Pode-se comprovar ainda que (Pereira, 1999):
~ e A . 0 89 5
2.1 Equag 6es da Din amica (5) = 55 (0:9) (5)
As equaoes das Energias Gitita e Potencialesy dadas por . . .
Pereira (1999): Definindo-se\ = 5l e aplicando-se as condies de contorno
; 5 o |2 (3) & equado (4) resulta no sistema:
= —Ir6' + = / <8t +$6'> pdxr + — 5 <8t +$6'> » 4 1 7
1 02w MQ)| B | =-7%7 |0 |, (6)
E, = 5/0 EI(W(;B,t)) dz, C EIp 0
ondep & a massa por unidade de comprimento da linhg,qe:
elastica,F & o Modulo d’Young el € o momento de ircia
dadrea da seéw transversal da estrutura. M) =
eAd €3 -2
Aplicando-se o Pringio de Hamilton e considerando-se —sA shA — (eA + ch))
a transformag@o de vamivel sugerida por Brakwel (Sch- L= (cA+nAsA)  chA+nAshA  sA — shA + 1A (cA = chA)
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e Fusida dis Trarad, walitioa, cass ooloeut
sA=sen(\); sh(A\) =senh()\);
e\ = cos (N); ch\ = cosh (\);

I, mel?
D=-C;e= en=—,
315 | 3Ip I LA
sendol,, 0 momento de iercia do rotor &z 0 momento de 8 ST "

inércia da éimina. As constanted, B, C e D podem ser
obtidas da solliw da equgo (6) e 80 fund@es de) e de i |
T (s). Substituindo-as na sol&éo geral (4), olgm-sej (s) - I

em fun@o de) e deT (s).

2.2 Fung6es de Transfer éncia Anal’iticas 0 e 12

|rekis}

Os plos das funBes de transfericia, s0 as r&es da
equa@o D (A) = 0, sendoD (\) obtido pelo determinante
da matrizM ()), que em efie de Taylor pode ser escrito
como:

Figura 2: Gefico da Funao de Transfarficia Analfica (caso
colocado).

Fungdo d= Transt. amlieca, caso slo colocado

D(A) = 433 (1 + 32 + 3n) Ijo (1-27) = _

K3

= 4§ (L4 30) T (1+2) ot UL

“)i
K3
sendow; = (/ZIN2 i =1,2,...,0c0e\;,i = 1,2,...00 T |
(A pld Mot T Ty Sy 1y b T Ly Sy e -
as razes deD (\) = 0. ¥ e

dBi
=

As equades (3), (5) e (6) permitem obter o numerador da I .I |
funcdo de transfeicias do caso colocado, enquanto que as 1
equades (3), (4) e (6) permitem obter o numerador no caso
ndo colocado (Pereira,1999). No caso colocado, observa- .
se a posiao angular do rotor, ou seja, a obsea@e feita "':":u i’ i i
no mesmo local no qual essendo aplicado o torque motor. [res
Neste caso, a fu@o de transfericia apresenta-se na forma:
Figura 3: Gafico da Funao de Transfarficia Analfica (caso

(s)  Np(N) 1= (1 + #) ndo colocado).

7
T (s) D\ Ips? paiey (1—|—%),

w;
i

OndEIT =Ip+1 + mcl2 € 0 momento de iercia de corpo 3 MODELO DA ESTRUTU RA UTILI-

rigido. O g#fico desta furfio de transfanricia pode ser ob-
servado na figura 2, na qual destacam-seoteg(picos para ZANDO O FORMALISMO DISCRETO

mais infinito) e ierosd(mfcos para menos infinito), denotand@ procedimento de modelagem apresentado a segléno-
assim que o sisterede fase rmima. minado formalismo discretdumped mass approach), o qual
depresenta a flexibilidade contia por uma aproximao dis-

No caso kb colocado, conforme mostra a figura 3, observ ) ; - ' A
creta, a partir da introdéo de articula@es fictcias (Gomes

se a posi@o da carga, ou seja, a obse@@é feita numa ex- -
tremidade, enquanto que o torque mataplicado na outra € Chetien, 1992)
extremidade, existindo portanto toda umaadiméa flexvel
entre o local da aplicé@o do torque e o da realiZi@ da
observago. Neste caso, a fyae de transfaricia apresenta-

A modelagem pode ser obtida a partir donméro de
articula®es fictcias desejado. Estas articLi@s s0 posi-
cionadas na estrutura como mostra a figura 4. Para o caso

se na forma: de umauhica articula&o fictcia, divide-se a estrutura em
g () Ny (V) ] = (1 — ;Z) duas partes dg mesmo comprimento (elementgigdas) e
, =Y = 5 H : coloca-se a articul@o entre elas; para o modelo com duas
T (s) D(A) Irs® o (1 + 5?) articula®es fictcias, cada articul@o é posicionada na me-
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tade de cada elementmio em que a estrutura foi dividida sendom; a massa da estruturaiel,...n+1, onden & o
no caso anterior e paraarticula®es fictCias, as articuldies numero de articulgies fictcias. Define-se os elementos
s40 posicionadas ha metade de cada elemegiordo caso do vetorK (constantes akticas das articulaes fictcias) na
den-1 articulagdes fictcias. forma: k; = ajk = a; 22, ondeEl & o Médulo d’Young
vezes a iefcia da sedo reta,j=1,...n ea; € umaconstante
™ gue multiplicak a fim de minimizar os erros nas frg&yicias

dos modos de vibr&o.

71 _m 4.1 Descric, do do Algoritmo

oy 14 Conforme sea’mostrado na seéicia, apenas a matriz de
F i ITE: inércia merece ser posta na forma algoritmica, uma vez que
i e cj]m' as matrizes de atrito e de constantestas possuem mon-
"y -] ig tagem evidente em fuio do nimero de articuldies fictcias
T 18 consideradas. A obteado da matriz[/], ., , . obedece

| ~ A
.y e TIT entdo aos passos apresentados a seguir.

. i o Supondo-sé=1,...n+1:
Figura 4: Estrutura Flexel e sua aproxim&o discreta para

0s casos de uma, duas edrrticulades fictcias. (Diagonal Principal)
Sei=1

. n+1
Depois de posicionadas as artici@as fictcias e supondo Li;=1Ir 4—p(i)2 X <m4(l) + me + Z m(Z)) ;
[ o comprimento da estrutura, conhecendo-se as massas de z=i+1

cada elementagido (concentradas em seus respectivos cen-

tros de massa), a massa da carga terminal e as consta@gg# 1

elasticas de cada articybe ficticia, considerando-sed;

0 angulo entre a dirdo x e 0 respectivo elementagido

de nimeroi, ob#m-se as energias €tica e potencial e Lii=p(i)® x <
consequentemente o Lagrageano do sistema. Por meio das

equades de Euler-Lagrange e ainda, considerando-se peque-

nas deformgies angulares nas articyiess fictcias, ob&m-
se 0 modelo diafico:

. n+1
m () + me + Z m(z));

4 ,
z=i+1

(Acima da Diagonal Principal)

n+1

Lij =p(j) x p(i) x mT(j)—ch—F ;lm(z)

116 + [Cat] 6 + [Ket] 0 = B'T,

sendon o numero de articuld@es fictcias|/], ., a
matriz de irgrcia, [K.l,,,,,, & matriz de constan-
tes edisticas, [Cutl, 1,4, @ Matriz de atritos eB3’ =

L (Abaixo da Diagonal Principal)
[1 0 -~ 0]

Iy =1,

4 ALGORITMO PARA OBTENC AO DO
MODELO DINAMICO CONSIDERANDO 5 EXEMPLOS DE APLICAC AO DO ALGO-
N ARTICULAGC OES FICTICIAS RITMO E OBTENCAO DE MODELOS

Define-se inicialmente os vetoresC, m e K utilizados no  Qualquer que seja oumiero de articulgies ficicias a ser
algoritmo proposto neste trabalho. O vepdvetor de com-  considerado, o important posicior-las conforme verifi-
primentos dos elementogitos )€ obtido a partir downero  cado na figura 4 e posteriormente, obter os elementos dos
de articulaGes fictcias e do comprimento da estrutura convetoresp, m e K de acordo com o especificado nadiu da
siderado. Por exemplo, para duas artichéscfictcias, seus se@o 4. A matriz de coeficientes de atritos pode ser iden-
elementos &5: p(1)= I/4, p(2)= 1/12 e p(3)= /4, conforme tificada a partir de experimentos em malha aberta, uma vez
mostra a figura 4. O veton (vetor de massas dos elemenque a mesma depende fundamentalmente do material e das
tos rigidos)é obtido por meio da expre®sin (i) = %’(” dimengies da estrutura.
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5.1 Exemplo para Uma Articulac ;do 5.3 Exemplo para Tr és Articulac,des

Fict'icia Fict'icias
p(L)= 112 ep(2)=1/2 p(1)=1/8, p(2)= 31/8, p(3)= 31/8 ep(4)=1/8
] = Ir %(% +me +ma) %(% +me) ?1 ?2 ?3 ?4
(3 +me) T (3 +me) U
’ 31 132 133 134
(Cot] = [ et —a ] Iyn Iyp Iyz Igs
' —C1 1
onde
e
ark —ark ? m
[Ko] = 1 1 Ill—Ir+—<——|—mp—|—m2—|—m3—|—m4)
¢ —Oélk‘ Oélk‘ 642
3l
ondec, & o coeficiente de atrito viscoso atuante no rotor e ha = o (_ +me +m3 + m4)
k= 2EL comn =1. 372
By = 57 (G +me+m).
13 = 61 + Mme + my
I A 2
5.2 E_xe,mplo para Duas Articulac ,0es = l (m4 N mc) L=y
Ficticias 64
912
p(L)= 114, p(2)= 12 ep(3)= I/4 Iy = o (— +me +mg + m4)
912
Ill 112 113 123 6_4 (—+mp—|—m4)
=1 Ion Isa Iz 32
131 132 133 IQ4 a (— + mp) 5 131 = 113, 132 = 123,
912
? rmy 133—_<%+m('+m4)
IH_Ir+E(—+mc+m2+m3) 64
312 /m
I3y = — (—4 +mc) v Tu=1n, Iio = o,
12 rmo 64 \ 2
1212—(—+mc+m3), 312 rmy
8\ 2 Iy3 = I34, lsa= o ( m(’)
12 ms cr+C1 —C1 0 0
I = 16 (7 +mc) o do1 =T, [Ct] = —c1 c1+c2 —Ca 0
2 at] = 0 —C2 co+c3 —cC3
Ioy = T (%+mc+m3) , 0 0 —C3 c3
e
l2 ms
Iyz = 3 (7 +mc) v Is1=1T3, Isp=1Ia3 ark —ank 0 0
[K ] _ —Oélk‘ Oélk’ + Oégk‘ —Oégk‘ 0
e el 0 —anks ook + ask  —ask ,
l2
4y = (@ Tm ) 0 0 —ask ask
16 A
ondek = 2L comn =3. Os multiplicadores;; (j =1....,
o —a 0 n), foram obtidos atribuindo-se valores aos mesmos entre
[Catl = | —a1 cLtcz —C um valor inicial (poximo de zero) e um final (pximo de
0 —C2 €2 5), com um passo de vari@c de 0.005. Para cada conjunto
e de valoresy;, as fregiéncias de vibrgiio do modelo discreto
atk  —aqk 0 eram obtidas e comparadas fregiéncias anaticas. Para
[Ka] = | —auk aik+ sk —aok , n=3, encontraram-se 0s seguintes valores o0s quais possibili-
0 — ok ask taram erros miimos nos modos de vibyao:
ondek = 2L comn =2. a1 =2.645; a; =0.78 ; a3 =0.145.
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DE TRANSFERENCIA ANAL iTICA

6 COMPARAQ éES COM AS FUNC@ES Fungéo de Transf. analitica, caso colocado

[=}
T
]
i
i
WA
h
i
\

Negligenciou-se os atritos a fim de possibilitara comp@rar @ -50[----7
com o caso andico, cujo sistema ‘conservativo. A figura
5 mostra uma comparao entre as respostas em négcia
analtica, conforme ilustrado na figura 2, e do modelo di
creto considerando-sesg articulades fictcias, para o caso
colocado. Este resultado mostrou erros menores que 1%
freqliéncias dos modos de viham

rdfs

Figura 6: Fundes de Transfericia Anaitica e do Modelo
Discreto com 4 modos flexéis (caso colocado-4af), sendo
negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.

Existe uma hiptese simplificadora na origem do equaciona-
mento, consistindo na considegacde que ad d esforos
de cizalhamento na estrutura quando esta se deforma;

g S0pt SH :

10 Estas fundes de transfericia sio exatas e com elas alh-
se as respostas fregficiais as quais revelam oslgs$ (co-
mum aos casos colocado amtolocado) e os zeros (es-
pedaficos para cada caso);

rdfs

Figura 5: Fundes de Transfericia Anaitica e do Modelo
Discreto com 3 modos flexéis (caso colocado-3af), sendo
negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.

A figura 6 mostra uma compai@e entre as respostas emSobre o Formalismo Discreto Esta Ecnica consiste em
freqliéncia anatica, como ilustrado na figura 2, e do modeloaproximar a flexibilidade conmtua da estrutura por uma
discreto considerando-se quatro articbkfictcias, parao forma discreta, constitda de partesigidas conectadas por
caso colocado. Neste caso, osgaetrosy; que possibilita- €lementos fleweis chamados de articyfzes fictCias;

ram erros mimos nos modos de vibrao foram: o )
Trata-se da mais simples daschicas em termos ma-

a1 =395 as=0.755 ; a3=0.34 a,=008 . tematicosuma vez queaw fe a necessidade de se trabalhar
com equades diferenciais parciais, nem, obviamente, com
as consegéntes condies de contorno;

Este resultado mostrou erros taenb” pequenos nas

frequiéncias dos &S primeiros modos, masose conseguiu Esta Ecnica apresentou boa represgatade todos os modos

um conjunto de parhetros que possibilitasse erros menorege vibra&o para modelos comeatfés articulades fictCias

do que 10% para a fre§icia do quarto modo. (n=1,2,3). Para o caso de quatro articdles fictcias, n=4,
conseguiu-se um conjunto de multiplicadotgs(j=1,...,4)
gue possibilitou os mesmos pequenos erros, como mostra a
figura 6, nos &S primeiros modos, mas com um errmimo
de 10% na fregéncia do quarto modo;

7 CONCLUSOES Os resultados tendem a piorar, caso se deseje um modelo com

. cinco modos fleweis ou mais, com erros maiores nos modos
Sobre o Estudo Analtico Desenvolveu-se as chamadagje majs alta freggncia.

fungdes de transfericia anaticas, para os casos colocado
e ndo colocadoE importante ressaltar que: O formalismo discreto possui grande vantagem com &elac
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aos demais, vantagem esta relatavamaior simplicidade
na determing®o de modelos darhicos para estruturas com
varios elos fleweis ou ainda, encontrar os modelos ci-
nensticos direto e inverso.
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