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ABSTRACT

Active control law development of flexible structures is still
an open problem. It has been the object of many researches,
mainly starting from the eighties. In spite of many works
dedicated to the dynamic modeling of such structures, the ob-
taining of a realistic dynamic model is of fundamental impor-
tance for the control law development. In the present work it
is introduced a new algorithm to determinate in a quite sim-
ple way, the dynamic differential equations of a one flexible
link manipulator. It is still developed analytic transfer func-
tions for this specific problem, which are important for the
validation of the lumped mass approach model proposed in
the form of an algorithm.

KEYWORDS: Flexible structures, flexible robots modelling,
lumped mass modelling approach.

RESUMO

Controlar de forma ativa estruturas flex´ıveis permanece um
problema ainda em aberto, tendo sido objeto de muitas pes-
quisas, principalmente a partir dos anos oitenta. Apesar de
existirem muitos trabalhos dedicados `a modelagem dinˆamica
de tais estruturas, a obtenc¸ão de um modelo dinˆamico realista
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e preditivoé de fundamental importˆancia para o desenvolvi-
mento de controladores. No presente artigo prop˜oe-se um
novo algoritmo para determinar de forma bastante simples,
as equac¸ões diferenciais da dinˆamica de uma estrutura do
tipo manipulador com um ´unico elo flex´ıvel. Desenvolve-se
ainda func¸ões de transferˆencia anal´ıticas para este problema
espec´ıfico, as quais s˜ao importantes para a validac¸ão do mo-
delo discreto proposto na forma de um algoritmo.

PALAVRAS-CHAVE : Estruturas flex´ıveis, modelagem de
robôs flexı́veis, modelagem por aproximac¸ão discreta.

1 INTRODUÇÃO

O controle de estruturas flex´ıveis tem sido objeto de diversos
estudos realizados principalmente a partir dos anos oitenta
(Moorehead e Wang,1997), (Talebi et alli,1999). A maio-
ria os artigos trata de aspectos vinculados `a teoria de con-
trole (Machado,1999). Por´em, o conhecimento de um mo-
delo dinâmico bem representativo da realidade do fenˆomeno
é de fundamental importˆancia para o projeto de controlado-
res com chances reais de funcionarem na pr´atica. Aplicac¸ões
de controle de estruturas flex´ıveis têm sido mais canalizadas
para robôs manipuladores com elos flex´ıveis (Schmitz,1985).
Em geral, o m´etodo dos modos assumidos (Soares,1997) tem
sido mais empregado para a obtenc¸ão do modelo dinˆamico,
principalmente no caso de um ´unico elo flex´ıvel. Porém,
se o manipulador possui mais de um elo com flexibilidade
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importante, esta t´ecnica de modelagem dinˆamica torna-se
difı́cil de ser utilizada em raz˜ao de complicac¸ões advindas
das condic¸ões de contorno (Pereira,1999). Portanto, tenta-
se, neste artigo, resgatar o formalismo discreto (lumped mass
approach ) (Gomes e Chr´etien,1992), o qual possui como
grande vantagem a simplicidade de equacionamento. Ape-
sar de apresentar concepc¸ão simples, o formalismo discreto
é trabalhoso, principalmente se o modelo tiver mais de dois
modos flex´ıveis. Prop˜oe-se ent˜ao, neste artigo, um algoritmo
que simplifica totalmente a obtenc¸ão do modelo para qual-
quer que seja o n´umero de modos flex´ıveis considerados,
além de introduzir modificac¸ões, em relac¸ão ao formalismo
discreto original, que aumentam a precis˜ao do modelo dis-
creto. Apresenta-se, ainda no presente trabalho, um estudo
analı́tico, o qual foi de fundamental importˆanciaà validaç̃ao
do modelo discreto estudado.

2 ESTUDO ANAL ÍTICO

Considera-se, inicialmente, uma estrutura flex´ıvel de compri-
mentol, conforme ilustrada na figura 1, articulada em uma
extremidade a partir do rotor do atuador, no qual ´e aplicado
um torque motorTm, sendo livre na outra extremidade na
qual é colocada uma carga.Ir é a inércia do rotor emc

a massa da carga (de momento de in´ercia rotacional des-
prezı́vel).

Rotor

Torque

Carga

O

r

x

l
x

w (x,t)

mT

Ir
cm

( )tθ

Figura 1: Estrutura flex´ıvel.

2.1 Equaç ões da Din âmica

As equac¸ões das Energias Cin´etica e Potencial s˜ao dadas por
Pereira (1999):

Ec =
1

2
Ir θ̇2 +

1

2

∫ l

0

(
∂w

∂t
+ xθ̇

)2

ρdx +
mc

2

(
∂w

∂t
+ xθ̇

)2
∣∣∣∣∣
x=l

Ep =
1

2

∫ l

0
EI

(
∂2w

∂x2
(x, t)

)2

dx,

ondeρ é a massa por unidade de comprimento da linha
elástica,E é o Módulo d’Young eI é o momento de in´ercia
daárea da secc¸ão transversal da estrutura.

Aplicando-se o Princ´ıpio de Hamilton e considerando-se
a transformac¸ão de variável sugerida por Brakwel (Sch-

mitz,1985)
y (x, t) = w (x, t) + xθ (t) ,

obtém-se o sistema de equac¸ões:

EI
∂4y

∂x4
(x, t) + ρ

∂2y

∂t2
(x, t) = 0,

Ir θ̈ (t) + ρ

∫ l

0

x
∂2y

∂t2
dx+mclÿ (l, t) = Tm,

(1)

com as seguintes condic¸ões de contorno:

EI ∂2y
∂x2 (x, t)|x=0 + Tm − Ir θ̈ = 0

y (x, t)|x=0 = y (0, t) = w (0, t) + 0.θ (t) = 0
EI ∂2y

∂x2 (x, t)|x=l = EI ∂2w
∂x2 (l, t) = 0

EI ∂3y
∂x3 (x, t)|x=l = mc

∂2y
∂t2 (x, t)|x=l

Aplicando-se a Transformada de Laplace na equac¸ão (1) re-
sulta em:

d4ȳ

dx4
− β4ȳ = 0, (2)

sendoβ4 = − ρ
EI

s2, com as respectivas condic¸ões de con-
torno:

ȳ (0, s) = 0
EI d2 ȳ

dx2

∣∣∣
x=0

+ T̄ (s) = Irs
2 dȳ

dx

∣∣∣
x=0

EI d2 ȳ
dx2

∣∣∣
x=l

= 0

EI d3 ȳ
dx3

∣∣∣
x=l

= mcs
2ȳ
∣∣
x=l

, (3)

onde T̄ (s) é a transformada de Laplace deTm (t). A
equac¸ão (2) admite soluc¸ão geral na forma:

ȳ = A sen(βx) + B senh(βx)+
+ C cos (βx) + D cosh (βx) . (4)

Pode-se comprovar ainda que (Pereira, 1999):

θ̄ (s) =
∂ȳ

∂x
(0, s) (5)

Definindo-seλ = βl e aplicando-se as condic¸ões de contorno
(3) à equac¸ão (4) resulta no sistema:

M (λ)


 A

B
C


 = − 1

EIβ2


 T̄

0
0


 , (6)

onde:

M (λ) =
 ελ3 ελ3 −2

−sλ shλ − (cλ + chλ)
− (cλ + ηλsλ) chλ + ηλshλ sλ − shλ + ηλ (cλ − chλ)



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e

sλ = sen(λ) ; sh (λ) = senh(λ) ;
cλ = cos (λ) ; chλ = cosh (λ) ;

D = −C; ε =
Ir

3IB
eη =

mcl
2

3IB
,

sendoIr o momento de in´ercia do rotor eIB o momento de
inércia da lâmina. As constantesA, B , C e D podem ser
obtidas da soluc¸ão da equac¸ão (6) e s˜ao funç̃oes deλ e de
T̄ (s). Substituindo-as na soluc¸ão geral (4), obt´em-seȳ (s)
em funç̃ao deλ e deT̄ (s).

2.2 Funç ões de Transfer ência Anal´ıticas

Os pólos das func¸ões de transferˆencia, são as ra´ızes da
equac¸ão D (λ) = 0, sendoD (λ) obtido pelo determinante
da matrizM (λ), que em s´erie de Taylor pode ser escrito
como:

D (λ) = 4
3λ3 (1 + 3ε + 3η)

i=∞∏
i=0

(
1 − λ4

λ4
i

)
=

= 4
3λ3 (1 + 3ε + 3η)

i=∞∏
i=1

(
1 + w2

w2
i

) ,

sendowi =
√

EI
ρl4 λ2

i , i = 1, 2, . . . ,∞ e λi, i = 1, 2, . . .∞
as ra´ızes deD (λ) = 0.

As equac¸ões (3), (5) e (6) permitem obter o numerador da
funç̃ao de transferˆencias do caso colocado, enquanto que as
equac¸ões (3), (4) e (6) permitem obter o numerador no caso
não colocado (Pereira,1999). No caso colocado, observa-
se a posic¸ão angular do rotor, ou seja, a observac¸ão é feita
no mesmo local no qual est´a sendo aplicado o torque motor.
Neste caso, a func¸ão de transferˆencia apresenta-se na forma:

θ̄ (s)
T̄ (s)

=
Nθ (λ)
D (λ)

=
1

IT s2

i=∞∏
i=1

(
1 + s2

Ω2
i

)
(
1 + s2

w2
i

) ,

ondeIT = IB + Ir + mcl
2 é o momento de in´ercia de corpo

rı́gido. O gráfico desta func¸ão de transferˆencia pode ser ob-
servado na figura 2, na qual destacam-se os p´olos (picos para
mais infinito) e zeros (picos para menos infinito), denotando
assim que o sistema ´e de fase m´ınima.

No caso n˜ao colocado, conforme mostra a figura 3, observa-
se a posic¸ão da carga, ou seja, a observac¸ãoé feita numa ex-
tremidade, enquanto que o torque motor ´e aplicado na outra
extremidade, existindo portanto toda uma dinˆamica flex´ıvel
entre o local da aplicac¸ão do torque e o da realizac¸ão da
observac¸ão. Neste caso, a func¸ão de transferˆencia apresenta-
se na forma:

ȳt (s)
T̄ (s)

=
Nyt (λ)
D (λ)

=
l

IT s2

i=∞∏
i=1

(
1 − s2

α
2
i

)
(
1 + s2

w2
i

) ,

Figura 2: Gráfico da Func¸ão de Transferˆencia Anal´ıtica (caso
colocado).

Figura 3: Gráfico da Func¸ão de Transferˆencia Anal´ıtica (caso
não colocado).

3 MODELO DA ESTRUTURA UTILI-
ZANDO O FORMALISMO DISCRETO

O procedimento de modelagem apresentado a seguir ´e deno-
minado formalismo discreto (lumped mass approach), o qual
representa a flexibilidade cont´ınua por uma aproximac¸ão dis-
creta, a partir da introduc¸ão de articulac¸ões fict´ıcias (Gomes
e Chrétien, 1992).

A modelagem pode ser obtida a partir do n´umero de
articulaç̃oes fict´ıcias desejado. Estas articulac¸ões são posi-
cionadas na estrutura como mostra a figura 4. Para o caso
de umaúnica articulac¸ão fictı́cia, divide-se a estrutura em
duas partes de mesmo comprimento (elementos r´ıgidos) e
coloca-se a articulac¸ão entre elas; para o modelo com duas
articulaç̃oes fict´ıcias, cada articulac¸ão é posicionada na me-
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tade de cada elemento r´ıgido em que a estrutura foi dividida
no caso anterior e paran articulaç̃oes fict´ıcias, as articulac¸ões
são posicionadas na metade de cada elemento r´ıgido do caso
den-1 articulaç̃oes fict´ıcias.

Figura 4: Estrutura Flex´ıvel e sua aproximac¸ão discreta para
os casos de uma, duas e trˆes articulac¸ões fict´ıcias.

Depois de posicionadas as articulac¸ões fict´ıcias e supondo
l o comprimento da estrutura, conhecendo-se as massas de
cada elemento r´ıgido (concentradas em seus respectivos cen-
tros de massa), a massa da carga terminal e as constantes
elásticas de cada articulac¸ão fictı́cia, considerando-seθi

o ângulo entre a direc¸ão x e o respectivo elemento r´ıgido
de número i, obtém-se as energias cin´etica e potencial e
consequentemente o Lagrageano do sistema. Por meio das
equac¸ões de Euler-Lagrange e ainda, considerando-se peque-
nas deformac¸ões angulares nas articulac¸ões fict´ıcias, obtém-
se o modelo dinˆamico:

[I] θ̈ + [Cat] θ̇ + [Kel] θ = B′Tm

sendo n o número de articulac¸ões fict´ıcias,[I]n+1,n+1 a
matriz de inércia, [Kel]n+1,n+1 a matriz de constan-
tes elásticas, [Cat]n+1,n+1 a matriz de atritos eB′ =[

1 0 · · · 0
]T

.

4 ALGORITMO PARA OBTENÇ ÃO DO
MODELO DINÂMICO CONSIDERANDO
N ARTICULAÇ ÕES FICTÍCIAS

Define-se inicialmente os vetoresp, C, m eK utilizados no
algoritmo proposto neste trabalho. O vetorp (vetor de com-
primentos dos elementos r´ıgidos )é obtido a partir do n´umero
de articulac¸ões fict´ıcias e do comprimento da estrutura con-
siderado. Por exemplo, para duas articulac¸ões fict´ıcias, seus
elementos s˜ao: p(1)= l/4, p(2)= l/2 ep(3)= l/4, conforme
mostra a figura 4. O vetorm (vetor de massas dos elemen-
tos rı́gidos)é obtido por meio da express˜aom (i) = mbp(i)

l ,

sendomb a massa da estrutura ei=1,. . . ,n+1, onden é o
número de articulac¸ões fict´ıcias. Define-se os elementos
do vetorK(constantes el´asticas das articulac¸ões fict´ıcias) na
forma: kj = αjk = αj

nEI
l , ondeEI é o Módulo d’Young

vezes a in´ercia da secc¸ão reta,j=1,. . . ,n eαj é uma constante
que multiplicak a fim de minimizar os erros nas freq¨uências
dos modos de vibrac¸ão.

4.1 Descriç ão do Algoritmo

Conforme ser´a mostrado na seq¨uência, apenas a matriz de
inércia merece ser posta na forma algoritmica, uma vez que
as matrizes de atrito e de constantes el´asticas possuem mon-
tagem evidente em func¸ão do número de articulac¸ões fict´ıcias
consideradas. A obtenc¸ão da matriz[I]n+1,n+1obedece
então aos passos apresentados a seguir.

Supondo-sei=1,...,n+1 :

(Diagonal Principal)
Sei = 1

Ii,i = Ir + p (i)2 ×
(

m (i)
4

+ mc +
n+1∑

z=i+1

m (z)

)
;

Sei �= 1

Ii,i = p (i)2 ×
(

m (i)
4

+ mc +
n+1∑

z=i+1

m (z)

)
;

(Acima da Diagonal Principal)

Ii,j = p (j) × p (i) ×

m (j)

2
+ mc +

n+1∑
z=j+1

m (z)




(Abaixo da Diagonal Principal)

Ii,j = Ij,i

5 EXEMPLOS DE APLICAÇ ÃO DO ALGO-
RITMO E OBTENÇÃO DE MODELOS

Qualquer que seja o n´umero de articulac¸ões fict´ıcias a ser
considerado, o importante ´e posicioná-las conforme verifi-
cado na figura 4 e posteriormente, obter os elementos dos
vetoresp, m e K de acordo com o especificado no in´ıcio da
seç̃ao 4. A matriz de coeficientes de atritos pode ser iden-
tificada a partir de experimentos em malha aberta, uma vez
que a mesma depende fundamentalmente do material e das
dimensões da estrutura.
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5.1 Exemplo para Uma Articulac ¸ão
Fict ı́cia

p(1)= l/2 ep(2)= l/2

[I] =

[
Ir + l2

4

(
m1
4

+ mc + m2

)
l2

4

(
m2
2

+ mc

)
l2

4

(
m2
2 + mc

)
l2

4

(
m2
4 + mc

)
]

[Cat] =
[

cr + c1 −c1

−c1 c1

]

e

[Kel] =
[

α1k −α1k
−α1k α1k

]
,

ondecr é o coeficiente de atrito viscoso atuante no rotor e
k = nEI

l , comn =1.

5.2 Exemplo para Duas Articulac ¸ões
Fict ı́cias

p(1)= l/4, p(2)= l/2 ep(3)= l/4

[I] =


 I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33




I11 = Ir +
l2

16

(m1

4
+ mc + m2 + m3

)
,

I21 =
l2

8

(m2

2
+ mc + m3

)
,

I31 =
l2

16

(m3

2
+ mc

)
, I21 = I12,

I22 =
l2

4

(m2

4
+ mc + m3

)
,

I23 =
l2

8

(m3

2
+ mc

)
, I31 = I13, I32 = I23

e

I33 =
l2

16

(m3

4
+ mc

)
.

[Cat] =


 cr + c1 −c1 0

−c1 c1 + c2 −c2

0 −c2 c2




e

[Kel] =


 α1k −α1k 0

−α1k α1k + α2k −α2k
0 −α2k α2k


 ,

ondek = nEI
l , comn =2.

5.3 Exemplo para Tr ês Articulac¸ões
Fict ı́cias

p(1)= l/8, p(2)= 3l/8,p(3)= 3l/8 ep(4)= l/8

[I] =




I11 I12 I13 I14

I21 I22 I23 I24

I31 I32 I33 I34

I41 I42 I43 I44




onde

I11 = Ir +
l2

64

(m1

4
+ mc + m2 + m3 + m4

)
,

I12 =
3l2

64

(m2

2
+ mc + m3 + m4

)
,

I13 =
3l2

64

(m3

2
+ mc + m4

)
,

I14 =
l2

64

(m4

2
+ mc

)
, I21 = I12

I22 =
9l2

64

(m2

4
+ mc + m3 + m4

)
,

I23 =
9l2

64

(m3

2
+ mc + m4

)
,

I24 =
3l2

64

(m4

2
+ mc

)
, I31 = I13, I32 = I23,

I33 =
9l2

64

(m3

4
+ mc + m4

)
,

I34 =
3l2

64

(m4

2
+ mc

)
, I14 = I41, I42 = I24,

I43 = I34, I44 =
3l2

64

(m4

2
+ mc

)
.

[Cat] =




cr + c1 −c1 0 0
−c1 c1 + c2 −c2 0
0 −c2 c2 + c3 −c3

0 0 −c3 c3




e

[Kel] =




α1k −α1k 0 0
−α1k α1k + α2k −α2k 0

0 −α2k2 α2k + α2k −α3k
0 0 −α2k α3k


 ,

ondek = nEI
l

, comn =3. Os multiplicadoresαj (j =1,...,
n), foram obtidos atribuindo-se valores aos mesmos, entre
um valor inicial (próximo de zero) e um final (pr´oximo de
5), com um passo de variac¸ão de 0.005. Para cada conjunto
de valoresαj, as freqüências de vibrac¸ão do modelo discreto
eram obtidas e comparadas `as freqüências anal´ıticas. Para
n=3, encontraram-se os seguintes valores os quais possibili-
taram erros m´ınimos nos modos de vibrac¸ão:

α1 = 2.645; α2 = 0.78 ; α3 = 0.145.
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6 COMPARAÇÕES COM AS FUNÇÕES
DE TRANSFERÊNCIA ANAL ÍTICA

Negligenciou-se os atritos a fim de possibilitar a comparac¸ão
com o caso anal´ıtico, cujo sistema ´e conservativo. A figura
5 mostra uma comparac¸ão entre as respostas em freq¨uência
analı́tica, conforme ilustrado na figura 2, e do modelo dis-
creto considerando-se trˆes articulac¸ões fict´ıcias, para o caso
colocado. Este resultado mostrou erros menores que 1% nas
freqüências dos modos de vibrac¸ão.

Figura 5: Func¸ões de Transferˆencia Anal´ıtica e do Modelo
Discreto com 3 modos flex´ıveis (caso colocado-3af), sendo
negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.

A figura 6 mostra uma comparac¸ão entre as respostas em
freqüência anal´ıtica, como ilustrado na figura 2, e do modelo
discreto considerando-se quatro articulac¸ões fict´ıcias, para o
caso colocado. Neste caso, os parˆametrosαj que possibilita-
ram erros m´ınimos nos modos de vibrac¸ão foram:

α1 = 3.95; α2 = 0.755 ; α3 = 0.34; α4 = 0.08 .

Este resultado mostrou erros tamb´em pequenos nas
freqüências dos trˆes primeiros modos, mas n˜ao se conseguiu
um conjunto de parˆametros que possibilitasse erros menores
do que 10% para a freq¨uência do quarto modo.

7 CONCLUSÕES

Sobre o Estudo Anal´ıtico Desenvolveu-se as chamadas
funções de transferˆencia anal´ıticas, para os casos colocado
e não colocado.́E importante ressaltar que:

Figura 6: Func¸ões de Transferˆencia Anal´ıtica e do Modelo
Discreto com 4 modos flex´ıveis (caso colocado-4af), sendo
negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.

Existe uma hip´otese simplificadora na origem do equaciona-
mento, consistindo na considerac¸ão de que n˜ao há esforc¸os
de cizalhamento na estrutura quando esta se deforma;

Estas func¸ões de transferˆencia são exatas e com elas obt´em-
se as respostas freq¨uenciais as quais revelam os p´olos (co-
mum aos casos colocado e n˜ao colocado) e os zeros (es-
pecı́ficos para cada caso);

Sobre o Formalismo Discreto Esta técnica consiste em
aproximar a flexibilidade cont´ınua da estrutura por uma
forma discreta, constitu´ıda de partes r´ıgidas conectadas por
elementos flex´ıveis chamados de articulac¸ões fict´ıcias;

Trata-se da mais simples das t´ecnicas em termos ma-
temáticos uma vez que n˜ao há a necessidade de se trabalhar
com equac¸ões diferenciais parciais, nem, obviamente, com
as conseq¨uentes condic¸ões de contorno;

Esta técnica apresentou boa representac¸ão de todos os modos
de vibraç̃ao para modelos com at´e três articulac¸ões fict´ıcias
(n=1,2,3). Para o caso de quatro articulac¸ões fict´ıcias, n=4,
conseguiu-se um conjunto de multiplicadoresαj (j=1,...,4)
que possibilitou os mesmos pequenos erros, como mostra a
figura 6, nos trˆes primeiros modos, mas com um erro m´ınimo
de 10% na freq¨uência do quarto modo;

Os resultados tendem a piorar, caso se deseje um modelo com
cinco modos flex´ıveis ou mais, com erros maiores nos modos
de mais alta freq¨uência.

O formalismo discreto possui grande vantagem com relac¸ão
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aos demais, vantagem esta relativa `a maior simplicidade
na determinac¸ão de modelos dinˆamicos para estruturas com
vários elos flex´ıveis ou ainda, encontrar os modelos ci-
nemáticos direto e inverso.
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