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ABSTRACT

The objective of this paper is to present recent devel-
opments in nonholonomic control systems, mainly mo-
bile robots with Pfaffians constraints, so as to give an
overview to the beginners in the area. The main tools
used to model, to analyze, to make motion planning
and trajectory tracking and to guarantee stabilization
in an equilibrium point are presented. The development
of new tools in controller analysis and design based in
nonlinear, hybrid, time varying, and geometric control
made possible the control of nonholonomic systems. Ap-
plication examples, restricted to simulation of differen-
tial driven mobile robot (unicycle) control, are given. A
comparative analysis between some control techniques
and perspectives to the area are also presented.

KEYWORDS: Nonholonomic systems, nonlinear control,
geometric control, control systems.

RESUMO

Este artigo tem como objetivo caracterizar e apresen-
tar os recentes desenvolvimentos no controle de sistemas
nao-holonémicos, destacando rob6s moveis com restri-
¢oes Pfaffianas, propiciando um panorama geral para
quem esta iniciando na drea. As principais ferramen-
tas de modelagem, andlise, planejamento do movimento,
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seguimento de trajetérias e estabilizagao num ponto de
equilibrio sao apresentadas. O desenvolvimento de no-
vas técnicas de andlise e sintese de controladores baseada
em controle nao-linear, controle hibrido, controle vari-
ante no tempo, e controle geométrico tem possibilitado o
controle de sistemas nao-holonémicos. Sao dados exem-
plos de aplicagao restritos a simulagao do controle de um
robo mével com acionamento diferencial. Sao apresen-
tadas comparagoes entre algumas técnicas de controle e
perspectivas para a area.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas nao-holonémicos, controle
nao-linear, controle geométrico, sistemas de controle.

1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo apresentar os concei-
tos bésicos da teoria de sistemas nao-holonémicos, bem
como mostrar alguns recentes desenvolvimentos e ten-
déncias da pesquisa sobre o tema, destacando robos
moveis com restrigoes Pfaffianas, propiciando um pano-
rama geral para quem esta iniciando na area. Para tal é
necessario se ter uma base matematica, ferramentas de
analise e projeto, métodos de controle em malha aberta
e geracao de trajetérias de estado, métodos de controle
em malha fechada para estabilizagao em uma trajetéria
ou em um ponto de equilibrio. Inicia-se com uma apre-
sentacao dos conceitos de geometria diferencial utilizada
na analise e classificacao de restrigoes, como ferramenta
de transformagcao de modelos, e método de geragao de si-
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nais de deslocamento (ex.: colchete de Lie). Apresenta-
se uma distingao entre estabilizagdo numa trajetéria e
num ponto de equilibrio, e alguns exemplos de contro-
ladores utilizando técnicas avancadas de controle. Para
facilitar o entendimento inicial, sistemas dindmicos néo-
holonémicos e ferramentas de controle mais avancadas
(adaptativo, robusto, etc.) ndo sdo descritas.

O termo holonémico é atribuido a Hertz (Arnol’d and
(Eds.), 1994) e significa "universal”, "integral”, "integra-
vel”( literalmente: holo = o todo, conjunto, totalidade
- nomia = lei). Portanto, sistemas nao-holonémicos po-
dem ser interpretados como sistemas nao integraveis.

A abordagem matematica a este tipo de problema é re-
alizada através de ferramentas da geometria diferencial.
O desenvolvimento sistemético da teoria iniciou-se ha
mais de 150 anos, baseado numa série de artigos classi-
cos sobre a mecanica nao-holonémica de matematicos e
fisicos tais como: Hertz, Voss, Holder, Chaplygin, Ap-
pel, Rooth, Woronets, Korteweg, Carathéodory, Horac,
Voltera, dentre outros. Apesar disto, apenas recente-
mente (Kolmanovsky and McClamroch, 1995) se iniciou
o estudo de problemas de controle para tais sistemas.

Definem-se como nao-holonémicos sistemas com dimen-
sao finita onde algum tipo de restrigao é imposta a um
ou mais estados do sistema. Estas limitagoes podem
ser provocadas pela conservagao do momento angular,
condicoes impostas pela impossibilidade de deslocar em
uma ou mais diregoes, como resultado da imposicao de
restricoes durante o projeto do sistema de controle, pelo
fato de o sistema nao ter atuadores em todas as dire-
¢oes do espaco do problema, e em varias outras situ-
acoes (Murray et al., 1994). Wen (Wen, 1996) indica
trés classes de sistemas onde restrigdoes nao-holonémicas
aparecem:

e Restricio de nao-deslize. A condicdo de nao-
deslizamento ou de rolamento puro significa que
a velocidade linear no ponto de contato é zero.
Esta restricao é nao-integravel, isto é, nao redu-
tivel a uma restricao de posicao, e portanto é nao-
holondémica.

e Conservacao do momento angular.

e Sistemas mecanicos subatuados. Sistemas nos quais
a dimensao do espago de configuragoes excede o es-
pago das entradas de controle.

Exemplos de sistemas nao-holonoémicos e da geracao de
trajetorias para os mesmos, em especial, para a ana-
lise do problema da queda de uma gata (sistema com
corpos rigidos acoplados) sdo abordados em (Fernandes

et al., 1994). Este problema é particularmente interes-
sante porque se sabe da mecanica classica que o mo-
mento angular de uma gata em queda é conservado,
entao como uma gata em queda pode mudar sua ori-
entacdo sem violar a conservacao do momento angular?
A anédlise deste problema utilizando a teoria de aproxi-
macao de Ritz leva ao desenvolvimento de um algoritmo
numeérico para a determinacao de solugoes quase-Otimas
(Fernandes et al., 1994).

Sistemas nao-holonémicos formam uma classe com ca-
racteristicas especiais: apesar de seus movimentos serem
limitados, os mesmos podem atingir qualquer configura-
¢ao no espago onde estdo definidos (quando controldveis
e atingiveis); infelizmente as leis de controle para esta-
bilizagao de sistemas nao-holondmicos nao sao faceis de
serem geradas; ha necessidade de emprego de ferramen-
tas matematicas mais elaboradas para analise e projeto
(geometria diferencial e controle ndo-linear ou linear va-
riante no tempo).

A consideracao de restrigoes ao movimento melhora con-
sideravelmente o controle de sistemas nao-holonémicos
possibilitando o projeto de controladores multivaridveis
exponencialmente estdveis de forma integrada. O desa-
fio para anédlise e sintese de controladores para sistemas
deste tipo tem propiciado o desenvolvimento da teoria
de controle nao-linear. Técnicas de otimizacao e con-
trole geométrico empregando transformagoes de coorde-
nadas (transformagoes lineares e nao-lineares) e sinais
variantes no tempo ou descontinuos sao utilizadas para
a geracao de trajetérias e projeto de controladores em
malha aberta. Em malha fechada destacam-se: controle
adaptativo, robusto, inteligéncia artificial, linearizagao
por realimentagao de estados e das saidas empregando
sinais continuos variantes no tempo ou descontinuos, e
técnicas de controle hibrido. As principais técnicas de
controle empregam funcgées de Lyapunov, associada a
um método para gerar as leis de controle: integrador
de um passo atrds (backstepping), método direto, mé-
todo inverso, métodos matemaéaticos, métodos utilizando
a fisica do processo, etc. Segue uma breve revisao bibli-
ogréfica sobre pesquisas mais significativas na &rea.

e Tutoriais: O trabalho que serve como tutorial para
iniciantes no controle de sistemas nao-holonoémicos
foi desenvolvido por Kolmanovsky and McClam-
roch (1995). Apresenta de forma clara e acessivel
os estagios de desenvolvimento da teoria indicando
modelos, técnicas de controle em malha aberta e
fechada e métodos de planejamento de trajetdrias.
Avangos no controle por realimentacao variante no
tempo sao apresentados por Morin and Samson
(2000b). Uma visao geral sobre o problema da es-
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tabilizacao de veiculos auténomos, indicando pro-
blemas em aberto e tendéncias é apresentado em
Aguiar and Pascoal (1999), onde se destaca a ne-
cessidade do estudo de incertezas no modelo e o
desenvolvimento de controladores robustos, princi-
palmente para veiculos marinhos.

Planejamento de trajetérias: Métodos de pla-
nejamento de trajetérias usando geometria diferen-
cial foram propostos por Sussmann (1991), Bush-
nell et al. (1994), e Sussmann (1993). A utilizagéo
de sinais senoidais no planejamento é explorada em
Sekhavat and Laumond (1998), ¢ Murray and Sas-
try (1993). Métodos de deslocamento em malha
aberta usando sendides e, em alguns casos, trans-
formacgoes nao-lineares sao apresentados em Bush-
nell et al. (1994), Tilbury et al. (1993), Tilbury
and Chelouah (1993) e Hunt et al. (1996). A ex-
ploracao do colchete de Lie para planejamento do
movimento é apresentada em Lafferriere and Suss-
mann (1991). O uso de técnicas de controle Gtimo
sdo apresentadas em Sussmann (1992). A incor-
poracao da dinamica dos sensores no planejamento
do movimento é destacada em Shkel and Lumelsky
(1997). Wen (1996) apresenta como principais al-
goritmos de planejamento de trajetoria os métodos
de deslocamento com entradas ciclicas, métodos ba-
seados em controle 6timo, e os métodos iterativos
no espaco de trajetérias. O planejamento de tra-
jetéria evitando obstédculos é tratado em Laumond
et al. (1994), Latombe (1993), Divelbiss and Wen
(1997) e Mirtich and Canny (1992). Um sistema de
planejamento e controle totalmente em tempo real
é proposto por Lizarralde and Wen (1996). Siste-
mas nao-holonémicos que nao satisfazem a condigao
ideal de restrigao de velocidade, isto é, podem apre-
sentar deslizes laterais, sao estudados em profundi-
dade em D’Andréa-Novel et al. (1995). Um modelo
particular de controle de sistemas nao-holonémicos
aplicados ao controle de uma bicicleta é apresen-
tado no trabalho de Getz (Getz, 1994; Getz and
Marsden, 1995).

Rastreamento de trajetérias: O rastreamento
de trajetérias para sistemas nao-holonomicos tem
sido buscado por intiimeros pesquisadores. O pro-
blema da estabilizagdo em uma trajetéria é mais
facil de ser resolvido do que o da estabilizagado em
um ponto (Walsh et al., 1994) desde que seja pos-
sivel calcular previamente uma trajetéria que satis-
faca as restricdes. Métodos simples utilizando con-
troladores PID (Normey-Rico et al., 2001) e traje-
térias compativeis com a restrigao nao-holonomica
(Hu et al., 1997) tém sido propostos. Pode-se des-

tacar casos como: Jiang and Nijmeijer (1997) que
desenvolveram uma metodologia através da reali-
mentacao variante no tempo associada a técnica do
integrador de um passo atrds (backstepping) para
robos moéveis com acionamento diferencial. FEsta
técnica foi estendida para sistemas na forma enca-
deada (Jiang and Nijmeijer, 1999) e com incertezas
(Jiang, 2000) de forma robusta. O controle de traje-
téria de um navio subatuado empregando o método
direto de Lyapunov ¢ tratado em Jiang (2002). O
guiamento de veiculos marinhos utilizando modelos
na forma polar apresentado em Aicardi, Casalino,
Indiveri, Aguiar, Encarnagao and Pascoal (2001) e
Aicardi, Casalino and Indiveri (2001). Redes neu-
rais sao empregadas em sistemas nao-holonomicos
tanto para localizagdo (Janet et al., 1997), como
para controle (Baluja, 1996). Estratégias para ras-
treamento de trajetérias por modos deslizantes para
0 rob6 mével com acionamento diferencial sao pro-
postas por Yang and Kim (1999a), Yang and Kim
(1999b) e Chwa et al. (2002).

Estabilizagao num ponto: Diversas técnicas tém
sido desenvolvidas para a estabilizacao num ponto
de equilibrio de sistemas nao-holonémicos. Siste-
mas de controle variante no tempo tém sido estu-
dados em profundidade (Morin and Samson, 1996;
Morin and Samson, 1995; Morin et al., 1994; Mo-
rin et al., 1995; Morin et al., 1999; Morin et al.,
1994; Samson and Ait-Abderrahim, 1990; Sam-
son, 1992; Samson and Ait-Abderrahim, 1991; Sam-
son, 1990; Morin and Samson, 1997; Morin and
Samson, 1998; Samson, 1995; Morin and Sam-
son, 2000a; Fujimoto and Sugie, 2001; Tian and
Li, 2002; Figueiredo and Jota, 2002). A estabiliza-
¢ao exponencial, em geral, é obtida empregando-se
métodos baseados em fungoes de Lyapunov. Sor-
dalen and Egeland (1995) apresentam um contro-
lador variante no tempo empregando conceitos de
estabilidade exponencial K, que apesar de ser uma
forma de estabilidade mais fraca que a estabilidade
exponencial, possui a mesma taxa de convergéncia.
A abordagem da estabilizagdo exponencial usando
realimentagao homogénea variante no tempo é re-
alizada em M’Closkey and Murray (1997). Uma
técnica para construir controladores exponencial-
mente convergentes para sistemas nao-holonémicos
na forma de poténcia é apresentada por Luo and
Tsiotras (1997); baseia-se num algoritmo recursivo
que utiliza uma série de variedades invariantes para
construir uma seqiiéncia de sistemas na forma de
poténcia de dimensao reduzida. Utilizando mudan-
cas de coordenadas e uma lei de controle por reali-
mentacgao de estados descontinua, limitada, e invari-
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ante no tempo, Astolfi (1999) propde um sistema de
controle para estabilizar exponencialmente um robd
movel de acionamento diferencial. Utilizando téc-
nicas de Lyapunov, Pourboghrat (2002) estabiliza
exponencialmente um rob6 mével de acionamento
diferencial. Uma transformacao descontinua é uti-
lizada para facilitar o projeto do controlador. A es-
tabilizagao de sistemas nao-holondmicos usando flu-
x0s isoespectrais é tratada por Bloch et al. (2000).
O sistema na forma de integrador de Brockett é
estabilizado usando controle hibrido com chavea-
mento discreto entre fluxos isoespectrais e norma
decrescente. A estabilizacdo de sistemas na forma
encadeada através da linearizagao por realimenta-
¢ao é mostrada em Sun et al. (2001) e Ge et al.
(2001). Tayebi et al. (2001) mostram que sistemas
n-dimensionais na forma encadeada podem ser es-
tabilizados usando o método da variedade invari-
ante. Primeiro deriva-se uma variedade invariante
para esta classe de sistemas e mostra-se, a seguir,
que todas as trajetérias em malha fechada tendem
para a origem sob uma realimentacgao de estados su-
ave, linear, invariante no tempo. Mostra-se, ainda,
que esta variedade pode se tornar atrativa através
de uma realimentagao de estados descontinua, in-
variante no tempo. O controle de sistemas nao-
holonémicos de ordem alta na forma de poténcia
encadeada usando realimentagao descontinua é es-
tudado por Lin et al. (2002). Esta é uma classe
particular de sistemas nao-lineares que é uma ex-
tensdo da forma encadeada. A lei de controle é
obtida de forma recursiva, através da adicao de in-
tegradores. A estabilizagdo de sistemas desconti-
nuos empregando a técnica do integrador de um
passo atras (backstepping) é proposta por Tanner
and Kyriakopoulos (2002) para robds mdveis com
acionamento diferencial. A estabilizagao de veiculos
marinhos subatuados é tratada por Indiveri et al.
(2000) e Aicardi, Cannata, Casalino and Indiveri
(2000a). Pilotos autométicos empregando esta téc-
nica sao globalmente estaveis, enquanto que, pela
técnica tradicional baseada em modelos lineariza-
dos, a estabilidade é local. Aguiar and Pascoal
(2001) apresentam resultados para veiculos subma-
rinos com incerteza paramétrica usando fungoes de
Lyapunov. A estabilizacdo de sistemas empregando
coordenadas polares é abordada por Aicardi, Casa-
lino and Indiveri (2000) para o robd mével com aci-
onamento diferencial e em Aicardi, Cannata, Casa-
lino and Indiveri (2000b) para um veiculo aquético.
Em ambos os casos é mostrado que a mudanga de
coordenadas gera um sistema holondmico de facil
controle. A técnica de controle por realimentacao

descontinua pode ser estendida para manipulado-
res planos subatuados produzindo sistemas estaveis
(Mahindrakar et al., 2001). Resultados experimen-
tais de controladores sao apresentados tendo como
plataforma o robé mével com acionamento diferen-
cial Khepera (Kim and Tsiotras, 2002). Neste caso,
observaram-se caracteristicas e desempenho de di-
versos controladores frente a dindmicas despreza-
das, quantizagao, ruido, atrasos, etc.

Controle hibrido: Uma revisao da literatura, in-
dicando as bases para sistemas hibridos e seus bene-
ficios no projeto de controladores para sistemas li-
neares e nao-lineares, bem como das diversas meto-
dologias de andlise e projeto, podem ser obtidas em
Antsaklis et al. (1999), Hespanha (2001a), McClam-
roch and Kolmanovsky (2000) e Hespanha (2001b).
A questao da estabilidade, projeto de sistemas hi-
bridos e ferramentas bésicas de andlise sao apre-
sentadas em Liberzon and Morse (1999), McClam-
roch et al. (1997), Agrachev and Liberzon (2001),
Ye et al. (1998), e Decarlo et al. (2000). Estrutu-
ras dinamicas de transicao de controle, aplicagao de
multiplas fungoes de Lyapunov em sistemas chave-
ados e hibridos, e a utilizacao de novos conceitos de
estabilidade aplicados a sistemas hibridos sao apre-
sentados em Sun and Hoo (1999), Branicky (1998),
e Hespanha et al. (2001). A aplicagao da teoria de
controle hibrido a sistemas nao-holonomicos com
exemplos praticos do projeto de controladores é
apresentada em Hocherman-Frommer et al. (1998),
Hespanha et al. (2002), Hespanha et al. (2001), Ly-
geros et al. (1996), Piccoli et al. (1998), e Bloch
et al. (2000).

Controle adaptativo: O projeto de controlado-
res adaptativos para rastreamento de sistemas nao-
holonémicos usando o método do integrador de um
passo atrds (backstepping) é proposto por alguns
pesquisadores (Fucao et al., 2000; Tayebi and Ra-
chid, 2000; Pourboghrat and Karlsson, 2002; Do
and Pan, 2002; Ge et al., 2003). O controle adap-
tativo para o rastreamento na presenca de in-
certezas quanto ao modelo e estados do sistema
usando solucoes de controle robusto sao considera-
dos por Colbaugh (Colbaugh et al., 1998) e Dong
(Dong et al., 2000). Fungoes de Lyapunov (Aguiar
et al., 2000; Sanyal et al., 2003), passividade
(Dong and Xu, 2001), modelo preditivo (Lizarralde
et al., 1999; Fontes, 2002), e estratégias de inte-
ligéncia artificial (Chang and Chen, 2000; Syam
et al., 2001; Syam et al., 2002) sdo outras ferramen-
tas geralmente utilizadas (veja também (Chang and
Chen, 1996; Glass and Colbaugh, 1997; Lefeber and
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Nijmeijer, 1999; Y-Kuc et al., 2000)). O controle
preditivo generalizado (GPC) foi usado no projeto
de um sistema de auxilio na conducao de um auto-
moével (DAS) (Horiuchi and Sunada, 1998) o qual
ajuda o motorista na tarefa de controle para seguir
uma faixa na pista de direcdo. Este sistema tem a
estrutura de um motorista virtual, atuando em pa-
ralelo, projetado para agir do mesmo modo que um
motorista ideal. Os resultados relatados mostram

que a execucao da tarefa foi melhorada pelo sistema
de controle DAS.

Desse levantamento cronolégico/tematico sobre traba-
lhos desenvolvidos na édrea relativos a controle de siste-
mas nao-holonémicos, depreende-se que esta é uma drea
sujeita a constantes e rapidas mudancas e que tem rece-
bido contribuigoes das mais diversas correntes de pen-
samento. Neste artigo, pretende-se fornecer dados atu-
alizados e mostrar sinteticamente os avancos na teoria e
aplicagoes apresentadas na literatura.

O trabalho estd assim dividido: nas segoes 2 e 3 sao
apresentados conceitos bésicos de geometria diferencial
aplicada a sistemas holonomicos e nao-holonémicos, pro-
piciando o reconhecimento de sistemas nao-holonémicos
e a verificacdo de sua controlabilidade. Na secao 4
apresenta-se uma aplicagado pratica destes conceitos.
Exemplos de formas candnicas que facilitam o projeto
de controladores sao apresentados na segao 5. Técnicas
de controle em malha aberta e malha fechada e algumas
aplicagoes utilizando como exemplo o rob6é moével com
acionamento diferencial estao na secao 6. Uma breve
discussao das técnicas apresentadas e perspectivas para
a area sao apresentadas na secao 7.

2 FUNDAMENTOS SOBRE
COES NAO-HOLONOMICAS

RESTRI-

O movimento de uma particula no espaco euclidiano é
descrito pelas coordenadas da particula em cada ins-
tante de tempo (Murray et al., 1994), relativas a um
sistema de eixos ortogonais z,y,z € R3. A trajeté-
ria da particula é dada na forma parametrizada por
p(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R3. Muitas vezes nio esta-
mos interessados no movimento de uma particula, mas
no de um corpo (articulado ou néo) composto por di-
versas particulas. Para simplificar o estudo podemos
assumir que o corpo é indeformdvel (corpo rigido), neste
caso, a distancia entre duas particulas quaisquer deste
corpo serd fixa. Logo, se p e ¢ sao as posicoes de duas
particulas deste corpo, entao a relacao abaixo deve ser
satisfeita:

Ip(t) — q()[l = llp(0) — q(0)|| = constante.

Um movimento rigido de um objeto é um movimento
continuo de particulas no objeto de forma tal que a dis-
tancia entre duas particulas quaisquer seja preservada.
Este movimento é representado por uma familia de ma-
peamentos g(t) : O — R? (onde O é o conjunto de
vetores-eixos ortogonais). Nota-se que a condigdo de
preservacgao de distancia é uma condigao necesséaria, mas
nao suficiente, para que g(t) seja o mapeamento deste
movimento, pois a orientacao nao é preservada. Para
atender a este tultimo requisito, o produto vetorial entre
vetores pertencentes ao corpo também deve ser preser-
vado. Assim para rastrear o movimento de qualquer
particula num corpo rigido basta rastrear o movimento
de uma particula sobre o corpo e a rotacao do mesmo
em torno deste ponto.

Esta relacdo entre particulas (limitagdo do grau de li-
berdade) é chamada de restrigdo. Cada restricdo pode
ser representada por uma funcao g; : R3" — R tal que
gi(r1,.,m) =0, j=1,...k

ou seja, como uma relacao algébrica entre as posigoes
das particulas. Tal restrigao define uma hiper-superficie
(Dubrovin et al., 1984) ou variedade, logo, o movimento
serd limitado a esta hiper-superficie. Tal restrigao é cha-
mada de holonémica, ou integravel. Uma restricao age
sobre um sistema de particulas através da aplicacao de
forcas de restrigdo. Se considerarmos as restrigdes como
hiper-superficies suaves em R", as forcas de restrigao
sao normais a esta hiper-superficie e restringem a ve-
locidade do sistema a ser tangente a esta superficie em
qualquer instante de tempo. Uma vez que restrigoes ho-
lonémicas definem uma hiper-superficie suave no espaco
de configuracao, é possivel eliminar estas restrigées pela
escolha de novas coordenadas apropriadas a esta super-
ficie (Murray et al., 1994). Estas novas coordenadas pa-
rametrizam todos os movimentos permitidos do sistema
e nao estao sujeitas a qualquer outra restricao.

Uma restricao de um tipo fundamentalmente diferente
ocorre sempre que os movimentos permissiveis do sis-
tema estao limitados por restrigoes de velocidade da
forma

onde A(q) € RF*" representa um conjunto de k res-
trigoes de velocidade. Uma restrigao desta forma é cha-
mada de restricao Pfaffiana. Uma vez que uma restrigao
Pfaffiana limita as velocidades permissiveis do sistema
mas nao necessariamente as configuragoes, nao se pode,
em geral, representa-la como uma restricao algébrica
sobre o espago de configuragao. Uma restricao Pfaffi-
ana ¢é dita ser integravel se existir uma fungao vetorial
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h:Q — RF tal que

oh
AlQ)¢=0 <= —¢=0.
(9)q a4
Assim, uma restrigao Pfaffiana integravel é equivalente
a uma restrigao holonomica.

Uma restricao Pfaffiana que nao é integravel é um
exemplo de restricao nao-holonomica. Restricoes nao-
holonomicas deste tipo ocorrem quando as velocidades
instantaneas do sistema sao limitadas a um subespago
de dimensao n — k, porém o conjunto de configuragoes
atingiveis nao esta restrito a uma superficie n — k di-
mensional no espago de configuracao.

Deseja-se descobrir como a condi¢ao nao-holonémica das
restricoes pode ser explorada para se obter deslocamen-
tos entre configuracoes diferentes, ou seja, verificar se é
possivel deslocar por um caminho ¢(¢) do ponto gy ao
ponto gy satisfazendo as restricoes nao-holonémicas.

A determinagao se um sistema é ou nao holonémico nao
é uma tarefa facil. Seja o caso no qual existe uma tnica
restricao de velocidade (Murray et al., 1994):

w(g)q =Y wi(q)d; = 0.
J=1

Esta restricdo é integravel se existe uma funcao h :
R" — R tal que

w(g)g=0 <= h(g)=0.

Se a restricao Pfaffiana é holonémica, diferenciando
h(g) = 0 com relagao ao tempo, segue entao que:

ij(Q)Qj =0 = Z 90 1 = 0.
i=1 =19

Por sua vez, isto implica que existe alguma funcao a(q),
chamada de fator de integracao, tal que:

oh
a(q)w;(q) = 7—(q) j=1,...n.
J aq]
Logo, uma restrigao Pfaffiana é holonomica se e somente
se existir um fator de integragao a(q) tal que a(q)w(q)
seja a derivada de alguma funcdo h. Para facilitar a
verificagao pode-se usar o fato de que

Oh 0%k
0q;:0q;  0q;0q;

para obter

Olaw;)
0q; dq;

que é equivalente & afirmagdo de que h(q) = 0 se existir
algum fator de integragdo a(q) que satisfaca a equagao
acima. A situacgdo se complica ainda mais para o caso
de multiplas restrigoes Pfaffianas. Para um conjunto de
k equagoes de restricao, deve-se ndo apenas verificar a
integrabilidade de cada uma mas também a de combina-
¢oes linearmente independentes destas. Assim, podem
existir fungoes h; para i =1,...,p com p < k tal que

var { G @) G20 | € var (w1(0) 1))

para todo ¢, onde o operador var{.} indica a varredura
ou base criada pelos vetores especificados. Se for possi-
vel achar estas funcoes, o movimento do sistema estard
restrito a superficies de nivel de h. Se p = k, entao
as restrigoes sao holonomicas. Quando p < k, as res-
trigoes nao sao holonémicas porém os pontos atingiveis
do sistema continuam restritos. Logo, as restrigoes sao
parcialmente holonémicas. Para fins de controle, esta-
se interessado em situacOes nas quais as restrigoes nao
limitam as configuragoes atingiveis. Estes casos sao cha-
mados de completamente nao-holonémicos.

3 FERRAMENTAS BASICAS PARA
O ESTUDO DE SISTEMAS NAO-
HOLONOMICOS

Em varios casos, é necessario converter problemas com
restrigoes ndo-holonémicas para uma outra forma, ou
seja, ver o problema nao do ponto de vista das dire-
¢oes onde o movimento nao é possivel e sim o contra-
rio. Isto pode ser conseguido escolhendo-se uma base
para o espago nulo a direita das restrigoes, denotado
por gj(¢) e R, j=1,..,n—k =: m. Por construgéo
esta base satisfaz

1=1,...,k
wild)gi (@) =0, 4"

e as trajetdérias permissiveis para o sistema podem ser
escritas como as possiveis solugoes do sistema de con-
trole

i=g1(Qu1 + .. + g (Q)tm. (1)

Isto é, q(t) é uma trajetéria realizdvel para o sistema
se e somente se ¢(t) satisfaz & equacao (1) para algum
valor dos controles u(t) € R™. Neste contexto, uma
restricao é completamente nao-holonémica se os estados
do sistema correspondente podem ser deslocados de um
estado inicial a outro final qualquer. Logo, o espago de
atingibilidade das configuragoes do sistema nao esta res-
trito. Por outro lado, se a restricao é holonémica, entao
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todos os movimentos do sistema estao confinados numa
superficie limitada e os estados do sistema correspon-
dente s6 podem se mover sobre esta variedade. Assim,
pode-se estudar a natureza das restrigoes Pfaffianas es-
tudando as propriedades de controlabilidade da equacao

(1)

Para facilitar o entendimento desta abordagem serao
considerados sistemas de controle sem deriva (em que
os estados dependem apenas das entradas corresponden-
tes) em R™. Seja T,R" o espago tangente a R™ no ponto
g € R™. Um campo vetorial sobre R™ é um mapa su-
ave que atribui a cada ponto ¢ € R™ um vetor tangente
flq) € T,R™, tal que

fi1(q)
flg) = :
fn(Q)

Um campo vetorial serd suave se cada vetor f;(q) for
suave. Campos vetoriais podem ser imaginados como o
lado direito de equagoes diferenciais:

q=f(q). (2)

Associado a um campo vetorial, define-se o fluxo de
um campo vetorial como a representagao da solugao da
equacdo diferencial (2). Especificamente ¢7 (q) repre-
senta o estado da equagao diferencial no instante t par-
tindo de ¢ no instante 0. Assim ¢{(¢) : R — R”"
satisfaz

Sol@=fol@) qer".

A taxa de variagdo de uma fungdo suave V : R® — R
ao longo do fluxo de f é dada por

1% "9V
V = — = ——Ji-
34 f(q) ;:1 8qif

A derivada no tempo de V ao longo do fluxo de f é
referenciada como a derivada de Lie de V ao longo de f
e denotada por L;V:

oV
LV = a—qf(Q)-

Um mapeamento T : D — R"™ é um difeomorfismo
(Khalil, 1996) sobre D se ele for invertivel sobre D, isto
é, existe uma fungao T~ 1(z) tal que T-1(T(x)) = =
para todo z € D, e tanto T'(x) quanto T~!(z) sao con-
tinuamente diferencidveis. Se a Matriz Jacobiana [g—z]
for nao-singular num ponto g € D, entao segue do teo-
rema da funcao inversa que existe uma vizinhanga N de

o tal que T restrito a N é um difeomorfismo sobre N.

Um campo vetorial é dito ser completo se seu fluxo estd
definido para todo t. Pelo teorema da existéncia e uni-
cidade das equagoes diferenciais ordinarias, para cada t
fixo, (,25{ é um difeomorfismo local de R™ sobre ele pré-
prio. Além disto, ele satisfaz & propriedade de grupo:

¢tf © ¢{(q) = ¢{+s7

para todo t e s, onde "0”indica a composi¢ao de dois

fluxos (¢f (81(q)))-

Define-se a operagao denominada colchete de Lie
(Dubrovin et al., 1984) como:

[,]: VXV —V
A, B — [A, B]

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Bilinearidade

[A+AB,C] = [A,C] + \[B,C]
[A, B+ A\C] = [A, B] + \[A, C]

2. Anticomutatividade

[A, B] = —[B, 4]

3. Identidade de Jacobi

[Av [Ba OH + [Cv [A’ B” + [Bv [Cv A]] =0

O colchete de Lie para dois campos vetoriais f e g é
definido como

_ Y
= %

(q) — g—gg(Q)-

[, 9l(a)
e pode ser interpretado como o movimento infinitesimal
resultante do fluxo em torno de um quadrado definido
por dois campos vetoriais f e g. Se este movimento
for nulo, diz-se que os campos comutam. Isto pode ser
melhor visualizado para operadores lineares (matrizes),
onde o colchete de Lie é definido como produto vetorial

[A, B] = AB — BA;

se A e B comutarem, o colchete de Lie serd nulo. O
colchete de Lie algumas vezes é chamado de comutador.

Uma distribuicao atribui um subespaco do espago tan-
gente a cada ponto em R™ de um modo suave. Seja
g1, 92, ---, gk campos vetoriais sobre V' C R". Em qual-
quer ponto fixo ¢ € V', ¢1(q), 92(q), ---, gr(¢) so vetores
em R" e

A(q) = var{gi(q), 92(q), -, gx ()} € T,R"
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é um subespagco de R". Para cada ponto ¢ € R”,
atribui-se um subespago A(q), referenciado como

A= Uar{gla.927 "'7gk}-

Em outras palavras, uma distribuicao A é uma colegao
de todos os espacos vetoriais A(q) para g € V.

Uma distribuicao é dita ser regular se a dimensao do
subespaco A(g) nao varia com ¢g. Uma distribuigao é
involutiva se ela for fechada sob o colchete de Lie, isto

7

€,

A dnvolutiva <= VYf,g€ A, [f,g] € A.

Para uma distribuicdo de dimensoes finitas é suficiente
verificar se os colchetes de Lie dos elementos-base estao
contidos na distribuicao. O fechamento involutivo de
uma distribuicdo, denotado por A, é o fechamento de
A sob a operacao colchete de Lie; ou seja, A é a menor
distribuigao contendo A tal que se f,g € A entdo [f, g] €
A.

Um espago vetorial real V onde a operagao colchete
de Lie estd definida é denominado de dlgebra de Lie e
aqui denotado por X(R"™). Seja g1, ..., gm um conjunto
de campos vetoriais suaves, A a distribuicdo definida
por estes campos vetoriais, e A o fechamento involutivo
de A, logo A é uma &lgebra de Lie e é denotado por
L(g1, .-y gm). Os elementos de L(g1, ..., gm) s@0 obtidos
tomando-se todas as combinagoes lineares dos elemen-
tos de g1, ..., gm, tomando-se os colchetes de Lie destes,
tomando-se todas as combinagoes lineares destes, e as-
sim por diante. Define-se o posto de L(g1, ..., gm) UM
ponto g € R™ como sendo a dimensao de Aq como uma
distribuicao.

Uma distribuicao A de dimensao k constante é dita ser
integrdvel se, para todo ponto ¢ € R, existe um con-
junto de fungoes suaves h; : R" — R,i =1, ..., n—Fk tal
que os vetores linha 86}” sao linearmente independentes

em ¢, e para todo f € qA
on;
dq

As hiper-superficies definidas pelos conjuntos niveis

Lyh; =

fl@)=0 i=1,...,n—k (3)

{q : hl = (1, “~7hn7k‘(q) = C’nfk}

sao chamadas wariedades integrais da distribuigao.
Imagina-se uma variedade integral como uma superficie
suave em R"™, entao a equagdo (3) requer que a distri-
buigao seja igual ao espaco tangente desta superficie no
ponto q.

Variedades integrais estao relacionadas com distribui-
¢oes involutivas pelo célebre teorema de Frobenius

(Arnol’d and (Eds.), 1994) que afirma que uma dis-
tribuigdo regular é integravel se e somente se ela for
involutiva. Assim, se A é uma distribuigdo involutiva
k-dimensional, entao localmente existem n — k funcoes
h; : R — R tal que variedades integrais de A sao
dadas pelas superficies de nivel de h = (h1, ..., hp—_k).

Associado com o espago tangente T,R"™ estd o espago
dual TyR", o conjunto de fungoes lineares sobre T;R™.
Tal como foram definidos campos vetoriais sobre R",
define-se uma uma-forma como um mapa que atribui
a cada ponto ¢ € R" um covetor w(q) € TyR". Em
coordenadas locais representa-se uma uma-forma suave
como um vetor linha

w(q) = [wi(q) w2(q) ... wn(q)]-

Diferenciais de funcoes suaves sao bons exemplos de
uma-forma. Por exemplo, se § : R — R, entao a
uma-forma dg é dada por

_ )] B )]
AB=| 50 % T an

Uma uma-forma age sobre um campo vetorial para gerar
uma funcao real sobre R™ tomando o produto interno
entre um vetor linha w e um vetor coluna f:

w'fzzwifi-

Uma codistribui¢ao atribui um subespago de TR sua-
vemente a cada ¢ € R™. Um caso especial é uma codis-
tribuicao obtida como uma varredura de um conjunto
de umas-forma,

Q =var{wy,...,w,},

onde a varredura estd sobre o conjunto de fungoes su-
aves. O posto da codistribuicdo é a dimensao de €2,.
A codistribuicao €2 é dita ser regular se seu posto for
constante.

No planejamento de movimento para sistemas nao-
holondmicos, a primeira tarefa é converter as restrigoes
dadas como umas-forma num sistema de controle equi-
valente. Para isto, considere o problema de construir
um caminho ¢(t) € R™ entre um dado go e ¢y sujeito as
restrigoes

wi(q)g=0 i=1,... k.

Os w;’s sao fungoes lineares sobre os espagos tangentes
de R"™, isto é, umas-forma. Considerando que os w;’s
sao suaves e linearmente independentes sobre o conjunto
de fungoes suaves, a seguinte proposicao (Murray et al.,
1994) é uma formalizagao da discussao da Introdugéo.
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Proposicao 1.
coes

Distribuicao aniquilando restri-

Dado um conjunto de umas-forma w;(q),i = 1,...,k,
existem campos vetoriais suaves, linearmente indepen-
dentes g;(q),j = 1,...,n — k tal que w;(q) - gj(¢) = 0
para todo i e j.

Na linguagem de distribuigoes e codistribuicoes, os re-
sultados desta proposicao sao expressos definindo a co-
distribuicao

Q =var{wy,...,w;}

e a distribuicao
A =var{g1,...,gn-k}

e declarando que
A =0

Diz-se que a distribuicdo A aniquila a codistribuigao 2.
O sistema de controle associado com a distribuigdo A é
da forma

qd=g1(Qui + ... + gn—r(Q)Un—p,

com os controles u; a serem livremente especificados.
Estes resultados podem ser usados para determinar se
um conjunto de restrigoes sao holonomicas através da
proposicao seguinte:

Proposicao 2. Integrabilidade de restrigcoes Pfaf-
fianas

Um conjunto de restrigoes Pfaffianas suaves € integrdvel
se e somente se a distribuicao que aniquila as restri¢oes
€ involutiva.

Considerando a proposicao 1, que produz um conjunto
de campos vetoriais ortogonais a um dado conjunto de
umas-forma, fica claro que o problema do planejamento
de movimento é equivalente ao do deslocamento dos es-
tados de um sistema de controle. Assim, restringe-se a
atencao a sistemas de controle da forma

X dg=g1(Qui + ... + gm(@Qum
g€ R (4)
ueUCR™.

Este sistema é dito livre de deriva, o que significa di-
zer que quando os controles sdo colocados em zero os
estados do sistema nao se alteram. Considerando g;
campos vetoriais suaves, linearmente independentes so-
bre R"™ e que seus fluxos sao definidos durante todo o
tempo, deseja-se determinar as condigoes sob as quais
pode-se deslocar o sistema de go € R™ paraum ¢y € R"
arbitrério, pela escolha de um sinal u(.) adequado.

Um sistema X ¢é controldvel se para qualquer go, gy € R"
existe um T > 0 e u : [0,7] — U tal que X sati-
faz ¢(0) = qo ¢ ¢(T) = gy. Um sistema é dito ser
localmente controldvel a curto tempo em qg se pontos
préximos podem ser atingidos num intervalo de tempo
arbitrariamente curto e permanecer sempre proximo
de go. Dado um conjunto aberto V' C R", define-se
RY (qo,T) como sendo o conjunto de estados g tal que
exista u : [0,7] — U que desloca ¥ de ¢(0) = ¢ até
q(T') = gy e satisfaz ¢(t) € V para 0 <t <T. Também
define-se

RV(g0,t <T)= |J RV(g0,7)

0o<r<T

como sendo os estados atingiveis até o tempo 7. Um
sistema ¢é localmente controlavel a curto tempo se
RY(qo,t < T) contém uma vizinhanga de g para to-
das as vizinhancas de V de gg e T' > 0.

O Teorema de Chow (Murray et al., 1994) afirma que
um sistema de controle (4) é localmente controldvel em
qg € R"” se Aq = T,R". Este resultado comprova que
um sistema sem deriva ¥ é controldvel se o posto da
matriz de controlabilidade da &lgebra de Lie for n. A
condi¢ao do teorema de Chow consiste em verificar o
posto da &lgebra de Lie de controlabilidade e sera aqui

referenciado como condig¢do de posto de controlabilidade.

Em principio, tem-se agora uma receita para resolver
o problema do planejamento de movimento para siste-
mas que satisfacam a condigao de posto de controlabi-
lidade. Dado um ponto inicial gy e um ponto final gy,
encontra-se um numero finito de caminhos intermedis-
rios q1,q2, ..., ¢p € R™ e vizinhancas de V; tal que

p

URVi(qivt < T)

i=1

contenha segmentos de linha reta conectando gg a gy.
Entao existe uma lei de controle com p segmentos que
desloca o sistema de gy até gy. A dificuldade deste pro-
cedimento (e dos teoremas aqui apresentados) é que eles
nao mostram como construir o caminho juntando ¢g a
gf, s6 provam sua existéncia.

4 APLICACAO A UM ROBO MOVEL
COM ACIONAMENTO DIFERENCIAL

Um rob6 que se move com acionamento diferencial é
o exemplo utilizado como base de comparacao no de-
senvolvimento de estratégias de controle para sistemas
nao-holonoémicos. Para reduzir o espago de configuragao,
considera-se que o rob6 possui trés rodas, duas aciona-
das individualmente e uma terceira que gira livremente,
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yo

Figura 1: Robo no sistema de coordenadas

cuja fungdo é apenas servir de suporte para o robo (evi-
tar que ele se incline quando se move sobre um plano).
Considera-se que esta terceira roda tem efeitos desprezi-
veis na dindmica do veiculo. As duas rodas acionadas in-
dividualmente sao responsaveis pelo movimento do robo
e diferencas de velocidade entre as mesmas fazem com
que o robo mude sua orientagdo. No caso limite, uma
roda girando em sentido contrario ao da outra com o
mesmo moédulo de velocidade provocam a rotagao do
rob6 em torno do seu eixo. O corpo do robd tem uma
forma simétrica e o centro de massa estd no centro geo-
métrico do corpo.

Tal sistema esté representado na Figura 1, onde a posi-
¢ao do mesmo estd representada tanto em coordenadas
retangulares quanto polares. A posicao do centro geo-
métrico em coordenadas retangulares é dada por (xo, yo)
e ¢ é o angulo entre o eixo central do rob6 (sentido lon-
gitudinal) e o eixo x do sistema de coordenadas, repre-
sentando a direcao a frente. O sistema também pode
ser representado em coordenadas polares (p,6). A ve-
locidade linear do robdo é dada por v,, e w, indica a
velocidade angular.

A postura do robo, ¢, é definida (Yang and Kim, 1999b)
como

q= [0, Y0, ¢]".

O robd movel tem restricdo nao-holonémica ja que as
rodas acionadas apenas giram para frente ou para tras
e nao deslizam lateralmente, podendo esta ser escrita
como

Yo c08(P) — Tosen(d) = 0.

Portanto o sistema tem espaco de configuracao tri-
dimensional (n = 3) e uma restricdo (p = 1) o que leva
a um vetor de velocidade de dimensao m =n —p = 2.
Escolhendo v, e w, como as varidveis de estado internas
tais que

2 = [V, o7,

obtém-se a equagao na forma (4) como:

%: _ cies;(lg(b?) § H } (5)

Logo, tem-se que (Victorino, 1998)

—sen(¢) 0
gi=| cos(¢) |: g2=]0
0 1

O posto da matriz formada por (g1,g2) é dois e infe-
rior ao espaco de configuragao, portanto, deve-se gerar
o colchete de Lie [g1, g2] para verificar se o sistema é ho-
lonémico e a possibilidade de completar a distribuigao
para verificar se o sistema é controlavel. Logo

cos(9)

sen(¢) |,
0

[91,92] = g3 = Vg2g1 — Vg192 =

e do teorema de Frobenius, se o sistema ¢ = G.u é com-
pletamente integravel (holonémico) entéo ele é involu-
tivo, ou seja

Posto(g1  g2) = Posto(gr g2 [91,92])].
A verificacdo leva a:
—sen(p) 0 cos(¢)
Posto cos(¢p) 0 sen(¢) =3.
0 1 0

Com isto conclui-se que o sistema é nao-holonémico.
Pelo teorema de Chow (condi¢do de posto da &lgebra
de Lie) tem-se que o posto do sistema acrescido de g3
é igual ao do espago de configuracao, logo o sistema é
controlavel.

5 FORMAS CANONICAS

Esté-se principalmente interessado na construgao de sis-
temas ndo-holondémicos que sejam canoénicos (Murray
and Sastry, 1993) no sentido de que permitam a expan-
sao maxima por colchete de Lie dos campos vetoriais
G = (91,92,---,9m). Bases que sejam algebras de Lie
possuem esta propriedade inerente. A base de Philip
Hall (Kreyszig, 1991) é uma &lgebra de Lie e permite
tal expansao além de levar em consideragao as proprie-
dades anti-simétrica e a identidade de Jacobi durante a
expansdo (Murray et al., 1994). Classes bem conhecidas
de sistemas nao-holonémicos sao aquelas na forma en-
cadeada (Kolmanovsky and McClamroch, 1995) dadas
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por sistemas do tipo

21 = Y192,
Z2 = 21Y2,
Z3 = 2202,

Zpn—m = Zn—m—1Y2,
Y1 = ua,
Y2 = U2.

e de sistemas na forma de poténcia, dadas por

21 = Y19,
o = 3(11)%02,

Zn—m = m(yl)n_my%
yl = Ui,
Y2 = Ua.

Ambas as classes acima satisfazem a condigao de néo-
holonomicidade completa do teorema de Chow, por-
tanto, sao controlaveis. As duas formas sao equivalentes
através de uma transformacao de estados.

A forma de integrador nao-holonémico ou sistema de
Heisenberg ou integrador de Brockett é dada por:

{tl = U1
{tg = U2 (6)
T3 = T1U2 — T2Uy,

onde x1,u1, T2, us, x3 € R. Este sistema pode ser repre-
sentado na forma compacta empregando a definicao de
colchete de Lie como (Bloch et al., 2000):

Tr=u

Y = [u, 2] (™)

)

0
onde u = (u1,uz), x = (z1,72) e Y = < —I5 3%3 > '

Sistemas na forma cartesiana como o do rob6é mével
com acionamento diferencial podem ser convertidos para
a forma do integrador nao-holonémico (6) através da
aplicacao da seguinte transformagao de coordenadas
(Hespanha et al., 1999a):

1 = x.cos(0) + y.sen ()

To = 0
x3 = 2(x.sen(f) — y. cos(h))—

’ O(x. cos(0) + ye.sen(6)) ' (8)
up = v — w(z.sen(l) — y. cos(d))

Ao invés de representar o robé mével com acionamento
diferencial na forma cartesiana, Aicardi et al. (1995) su-
gerem a representacao do mesmo em termos de coorde-
nadas polares, envolvendo o erro de distancia e > 0 e
sua orientagao ¢ em relacao a origem da base < g >,
desta forma obtém-se:

é = —ucos(¢p —0),
(;.5 _ usen(d)fe),

0 =w.

Fazendo oo = ¢ — 0 como sendo o angulo medido entre o
eixo principal do veiculo e o vetor distancia e, chega-se
a:

é = —ucos(a),
sen(a)

&= —w+u—, (9)
é _ usen(a) )

Utilizando esta ultima forma, o projeto de leis de con-
trole lineares, invariantes no tempo, em malha fechada
se torna direto. Entretanto, deve ser observado que as
equagoes somente sao validas quando o erro do vetor
distancia é diferente de zero ou que simultaneamente
sen(«) também seja zero.

6 CONTROLE DE SISTEMAS NAO-
HOLONOMICOS

O controle de sistemas nao-holonémicos pode ser agru-
pado como na teoria classica de controle em: métodos de
malha aberta e métodos de malha fechada. Os métodos
de malha aberta sao também conhecidos como planeja-
mento do movimento para sistemas nao-holonémicos e
buscam leis de controle em malha aberta que desloque o
sistema de um estado inicial até um estado final. J4 os
métodos de malha fechada sdo aqueles que possuem al-
guma lei de realimentagao para estabilizar o sistema em
torno de um ponto de equilibrio, seguir uma trajetoria,
ou rejeitar distirbios.

6.1 Meétodos de malha aberta

Tais métodos, em contraste com técnicas tradicionais,
devem levar em consideracao as restri¢coes instantaneas
ao movimento. As técnicas mais difundidas sao as ba-
seadas em:

e Geometria diferencial e dlgebra diferencial

e Fase geométrica

e Parametrizacao da entrada
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e Controle 6timo do movimento

e Planejamento do movimento evitando-se obstaculos

Métodos empregando geometria diferencial e al-
gebra diferencial

Utilizam extensivamente o conceito de colchete e dlgebra
de Lie para o planejamento do movimento, encontra-
se entre seus maiores defensores pesquisadores como
G. Lafferriere e Héctor J. Sussmann. O primeiro mé-
todo neste grupo utiliza entradas constantes por parte
para gerar movimentos nas diregoes dos colchetes de
Lie e é chamado de método de aproximacao nilpotente
(Lafferriere and Sussmann, 1991). Baseia-se no fato de
que, se um sistema de controle pode ser expandido pelo
colchete de Lie (é uma &dlgebra de Lie), entdo tém-se
duas situagoes: se o sistema é nilpotente existe uma so-
lugdo unica para o problema, caso contrario, pode-se
aplicar um método de nilpotencializagao por realimen-
tagao através de um pré-compensador e fazer com que
um algoritmo de controle produza uma solucao exata
num numero finito de passos.

O método de aproximagao nilpotente considera que o
sistema é completamente controldvel, nao possui deriva
e é formado por campos vetoriais reais e analiticos. A
primeira condigao é equivalente a condi¢ao do posto da
algebra de Lie (LARC) ou condicao de posto de contro-
labilidade. Uma &lgebra de Lie é dita ser nilpotente se
existe um inteiro k > 0 com a propriedade de que todos
os colchetes de Lie [vy, [ve, ..., [Ug, Ug+1] se anulam. O
menor deste k é a ordem de nilpoténcia da dlgebra de
Lie, e a édlgebra de Lie ¢é dita ser nilpotente de ordem k.
Para ilustrar, o sistema serd de ordem um se [f;, f;] =0
para todo i,j, ou seja, se o sistema for abeliano (co-
mutativo). Lafferriere and Sussmann (1991) mostraram
que, se a ordem de nilpoténcia for igual ou maior que o
numero de estados do sistema, pode-se entao criar um
sistema estendido, achar um controle v que desloca p
para q para o sistema estendido e entdao achar u que
desloca p para ¢ no sistema original. Para facilitar a ex-
pansdo do sistema (evitar termos anti-simétricos e que
satisfazem a identidade de Jacobi) é utilizada a base de
Philipp Hall.

Muitos sistemas que nao sao nilpotentes podem ser
transformados em sistemas nilpotentes através de rea-
limentagao que consiste numa mudanga linear dos con-
troles

u; = Z Bij(x)vy,
j=1

tal que () seja uma matriz nao singular para cada =,
e B(z) seja suave como funcao de z.

Considerando o rob6 descrito anteriormente, em que os
controles sao a velocidade de acionamento e a velocidade
angular, as equagoes para o sistema sao:

&1 = cos(z3)uy,
Zo = sen(z3)uy,
T3 = Uz,

onde (x1,x2) sdo as coordenadas cartesianas do cen-
tro do robo e x3 é o angulo que seu eixo principal
faz com o eixo x1. Pode-se reescrever o sistema como
& = uy f1(x) + us fo(z) onde

fi(x) = (cos(x3), sen(x3),0) fo(z) = (0,0,1).

Vé-se que os vetores f1(z), f2(), [f1, fo](x) varrem R3
préximo de x = 0, de forma que o sistema € nilpotencia-
lizavel porém o mesmo nao ¢ nilpotente. O sistema pode
ser tornado nilpotente usando a seguinte realimentacao

_ 1
up = cos(azg)wl’
U = 0052(353)’[02.

O sistema é transformado entao em

i.l = wsq,
&9 = tan(xz)w
i3 = cos?(x3)wo

o qual é nilpotente de ordem 2. Calculam-se entao os si-
nais de controle desejados como segue. Primeiro aplica-
se o procedimento ao sistema nilpotente para obter os
controles w;; entdao usando a realimentacao calcula-se
os controles para o sistema original. A solucao para o
sistema estendido sera da forma

S(T) = e f1oBf2 Y f1.f2]

O movimento no sentido de [f1, f2] é equivalente ao des-
locamento do sistema na direcao de f; por At segundos,
seguida na diregao fo por At segundos, na diregao — f;
por At segundos, e finalmente na direcao —fo por At
segundos.

Sussmann and Liu (1997) propuseram um método que
emprega entradas altamente oscilatérias. A idéia deste
método ¢é tomar um caminho v : [0,7] — M tal que
v(0) = p,v(T) = ¢, que néo precisa ser admissivel, e
tentar-se aproximar deste caminho total através de uma
seqiiéncia {v;} de caminhos admissiveis, também defi-
nidos sobre [0, 7], e também satisfazendo as condigoes
iniciais. Para tal, estende-se o sistema original empre-
gando o colchete de Lie e entao expressa-se o caminho
v como uma trajetéria no novo sistema correspondente
a alguma entrada estendida v. Tenta-se encontrar uma
seqiiéncia de entradas comuns u/ cujas trajetérias con-
vergem para as entradas estendidas. Usam-se entradas

254 Revista Controle & Automacdo/Vol.15 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2004



de controle periédicas de alta freqiiéncia e alta ampli-
tude para gerar movimento na dire¢cao dos novos campos
vetoriais (gerados pelos colchetes de Lie). O resultado
do movimento médio do sistema, obtido no limite destas
entradas de alta freqiiéncia, é um deslocamento preciso
(dentro de uma determinada tolerancia). Os sinais de
controle sdo do tipo u¥ = 1y (t) +/jns(t)senjt. Deve-se
tomar cuidado para escolher freqiiéncias e coeficientes de
forma que os sinais de controle resultantes sejam reais.
Este método tem uso limitado devido ao tipo de sinal
de controle utilizado. Pode ser utilizado como aproxima-
¢ao inicial para problemas em que seja necessario evitar
obstaculos.

Método usando fase geométrica

Este método se aplica a sistemas de controle nao-
holonémicos do tipo cinematico de Chaplygin. Consiste
na determinagao da alteracao resultante no vetor fibra
baseado na integral de linha ao longo do caminho do
vetor base quando este é submetido a um movimento ci-
clico. O valor desta integral de linha independe de qual-
quer parametrizagao do caminho, dependendo apenas
da geometria do mesmo; assim, este valor é referenciado
como a geometria de fase (Kolmanovsky and McClam-
roch, 1995). O problema entao se reduz a determinagao
de um caminho base que produza a desejada geometria
de fase.

O emprego do teorema de Stokes e a expansdo em sé-
rie de Taylor permitem a expansao da integral de linha
utilizando colchetes de Lie. Para um sistema nilpotente
esta série termina ap6s um numero finito de termos, for-
necendo desse modo uma expressao explicita para a ge-
ometria de fase.

Este método foi usado para resolver problemas de re-
orientacao de satélites no espago e para explicar como
os movimentos ciclicos dos cilios sobre a superficie do
paramecium provoca o movimento do mesmo (Murray

et al., 1994).
Métodos de Parametrizacao da entrada

Brockett mostrou (Murray et al., 1994) que para sis-
temas de controle descrito por equagdes como (1), os
sinais de controles que levam uma funcao de energia a
ser otimizada da forma:

L(g,q) = (47 + @) + Ads — qrdz + ¢2qn),

onde a primeira parte do lado direito representa o qua-
drado do sinal de entrada e a segunda parte corres-
ponde as restrigoes ao movimento; sao sinais periodi-
cos, mais especificamente, sendides. O sinal 6timo é
obtido aplicando-se as equagoes de Euler-Lagrange para

minimizar a func¢ao Lagrangeana acima. A solucao do
sistema indica que A é constante e que os sinais que
satisfazem o sistema resultante (uma matriz real anti-
simétrica, portanto, possuindo autovalores complexos
conjugados) s@o sendides de freqiiéncia A.

Baseados nestes resultados, Murray and Sastry (1993)
propuseram um método de deslocamento por parame-
trizacao da entrada usando sendides. Para sistemas que
se tornam completamente nao-holonémicos com apenas
o primeiro nivel de colchete de Lie ([g;,g;]) o método
consiste basicamente em: deslocar os x;’s até que seus
valores finais sejam atingidos usando um sinal qualquer
e ignorando a evolucao dos estados x;;’s; usando sendi-
des com freqiiéncias multiplas, encontrar ug que desloca
os estados x;;’s até o valor objetivado. Esta tltima agao
mantém os estados z;’s inalterados (sinal periédico) en-
quanto gera um deslocamento nos estados z;;’s. O mé-
todo pode ser estendido a sistemas de segunda ordem
(onde é necessério um segundo nivel de colcheteamento
para varrer todo o espago tangencial em ¢). Neste caso,
os dois passos anteriores sao aplicados acrescidos de um
terceiro: utilizam-se entradas senoidais uma segunda vez
para mover todos os estados previamente deslocados e
gerar movimento apenas nas diregoes x;;z’s.

Método de controle 6timo do movimento

Sussmann (1991) considera o controle étimo um método
natural para problemas de busca de caminhos para sis-
temas nao-holonémicos. Em muitos casos, existe uma
funcao que se deseja minimizar ou quase minimizar. E,
mesmo que a escolha desta funcao nao seja 6bvia, a
transformacao artificial do problema de encontrar um
caminho em um de otimizacao é desejada.

A principal limitacdo do método por controle 6timo é
que, exceto em alguns casos muito especiais, os sinais
de controle 6timo s@o muito dificieis de se calcular. En-
tretanto, usando métodos recentes da geometria dife-
rencial, algum progresso pode ser obtido para sistemas
que nao podem ser tratados pelos métodos classicos de
controle 6timo.

Pode-se aplicar o método de controle 6timo por mini-
mos quadrados para sistemas na forma da equacao (1),
quando o mesmo atende a condigao de posto de contro-
labilidade. A fungao de custo a ser minimizada sera do

tipo
1! )
- t)||“dt.
5 | o

Murray et al. (1994) apresentam uma derivacao heuris-
tica das condigoes necessarias para otimalidade usando
calculo de variagoes. Neste caso a funcao de custo deve
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incorporar as restrigoes usando uma fungao multiplica-
dora de Lagrange p(t), obtendo

J(q,p,u) =

S AT (ut) = pT (4 — S, gi(g)ui) } dt.

Prova-se (Murray et al., 1994) que a norma da entrada
otima é constante, isto é,

lu@)]* = u()[* ¥t € [0,1].

Desenvolvendo o sistema acima obtém-se
u = Q(q, p)u
onde Q(g,p) é uma matriz anti-simétrica dada por

Qq,p) =

0 g1, 92] P (91, Gm)
*pT [91, 92] 0 PT [927 gm]
=T g1,9m] DT lg2,9m] - 0

A solucao da equacao 4 é da forma
u(t) = U(t)u(0)

para algum U(t) € SO(m). Brockett e Dai
(Kolmanovsky and McClamroch, 1995) demostraram a
otimalidade de sinais de controle senoidais e elipticos
que satisfazem o sistema acima.

Métodos de planejamento do movimento

evitando-se obstaculos

Existe uma distingao entre método de deslocamento e de
planejamento do caminho evitando-se obstaculos. En-
quanto o primeiro busca funcoes de entradas para se-
guir uma trajetéria utilizando tanto métodos de malha
aberta quanto de malha fechada, o segundo preocupa-
se em gerar uma trajetoria livre de obstdculos. Pode-
se citar como métodos de deslocamentos aqueles que
buscam caminhos 6timos, sistemas com entradas senoi-
dais (Sekhavat and Laumond, 1998) e na forma enca-
deada, métodos de deslocamento baseado na planici-
dade para robos méveis com reboques, dentre outros
(Laumond, 1998). Para o planejamento de caminhos na
presenga de obstaculos, destacam os métodos: derivacao
a partir de caminhos holonémicos, probabilistico, utili-
zando técnicas de otimizacao, espaco de caminho, multi-
nivel, empregando técnicas de inteligéncia artificial (al-
goritmo A estrela), etc. Métodos desenvolvidos para sis-
temas na auséncia de obstaculos podem ser estendidos

para sistemas com obstaculos dependendo de algumas
propriedades topolégicas destes (Laumond et al., 1994).

A grande maioria destes métodos inicia a construgao
do caminho desprezando as restricoes nao-holondmicas,
buscando apenas um caminho realizdvel. Nesta fase,
os métodos descritos anteriormente para deslocamento
do sistema e outros mais comuns sao empregados. En-
contrada uma trajetdria realizdvel, sao introduzidas as
restrigoes nao-holondmicas e um caminho livre de obs-
taculos sujeito a restrigoes nao-holonémicas é obtido.

Para sistemas nao-holonémicos simples do tipo rob6é mé-
vel é possivel planejar caminhos melhores usando esque-
letos (Mirtich and Canny, 1992; Kolmanovsky and Mc-
Clamroch, 1995). Um esqueleto é uma colecdo de ca-
minhos fixos (geralmente nao realizdveis) que estdo de
forma méaxima livres de obstdculos. O sistema é forgado
a seguir o esqueleto de um estado inicial até um estado
final enquanto evita obstdculos. Uma vez que o esque-
leto fica de forma méaxima livre de obstaculos, o caminho
resultante tende a ser de baixa complexidade.

6.2 Métodos em malha fechada

Muitas vezes é necessaria a utilizacao de controle por re-
alimentacao. Dependendo do tipo de resposta desejada
existem diversas formulagoes para o problema de con-
trole. Pode-se destacar trés abordagens mais comuns
(Khalil, 1996): estabilizacdo, rastreamento, e rejeicao /
atenuagao de disturbios (e vérias combinagoes das mes-
mas). No caso da estabilizagdo, procura-se leis de rea-
limentagao (variantes ou invariantes no tempo) que es-
tabilizem um sistema para um determinado ponto de
equilibrio. Para o rastreamento, a meta béasica é proje-
tar um sinal de controle de forma que a saida controlada
y siga um sinal de referéncia yp, isto é,

e(t) = y(t) —yr(t) = 0,

onde tg é o instante em que o controle se inicia. Como
o valor inicial de y depende do estado inicial (xg), é
necessario partir de um estado "pré-estabelecido”.

vt >t

Um postulado bem conhecido dos pesquisadores em
controle nao-linear proposto por Brockett (1983) diz
que: Um sistema nao-holonémico, embora seja comple-
tamente controlavel, nao pode ser estabilizado para uma
configuracao final de repouso através de leis suaves de
realimentacdo nos estados. Este postulado se aplica a
estabilizacao em torno de um ponto de equilibrio e leis de
controle invariantes no tempo, porém nao é valido para o
rastreamento de uma trajetéria (Victorino, 1998). Neste
ultimo caso, pode-se usar as leis de controle conhecidas
se o sistema for linearizavel por realimentagao estatica
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ou dinamica de estados, e uma vez que a trajetoria de
referéncia nao contenha configuragoes de repouso.

Para sistemas lineares invariantes no tempo, se os au-
tovalores instaveis do sistema sdo controldveis, entao a
origem pode ser estabilizada de forma assintotica. Siste-
mas nao-holonoémicos apresentam caracteristicas que o
diferenciam consideravelmente do caso anterior. Mesmo
que linearizado em torno de um ponto de operagao, o
sistema nao é assintoticamente estavel, logo, as estraté-
gias tradicionais ndo podem ser empregadas. As princi-
pais técnicas de controle desenvolvidas para vencer esta
limitacao sao:

e Estabilizagao variante no tempo;

e Estabilizacao usando sinais nao continuos ou trans-
formagoes nao-lineares;

e Leis hibridas de realimentacao.

Restringe-se a abordagem aqui a exemplos da utiliza-
¢ao do método de rastreamento de trajetéria por linea-
rizagao dinamica, estabilizacao variante no tempo e nao
continua em um ponto de equilibrio e uma lei hibrida.

Rastreamento de trajetérias mnao-singulares
usando realimentagao dinamica de estados

Seréd considerado aqui o rob6é mével com acionamento
diferencial, constituido por duas rodas acionadas indivi-
dualmente e uma terceira de apoio com giro livre, cons-
truido de tal forma que o mesmo possa girar em torno
do proprio eixo, conforme é mostrado na Figura 1. O
seguinte modelo cinemético descreve o comportamento
deste robo:

—senf 0
cosf 0 [ n ]
0 1 T2

=l 2]-13]

onde ¢ é o vetor de saida (z,y) a posigdo do robo, 6
a orientagdo do mesmo, 7; sua entrada para a veloci-
dade linear associada e 79 para a respectiva velocidade
angular. Este vetor de entradas de controle n; esta re-
lacionado com as velocidades das rodas por

-l e ] w
ou de forma inversa
[ sle } - [ 1?: —[L//Tr ] : [ " ] (12)

O método de linearizagao por realimentagao estatica
pode ser resumido, em poucas linhas, como a seguir
(Slotine and Li, 1991).

Considere o seguinte sistema nao-linear:

# = [(2) + Gla)u
& = fi(x) + 3052, gijug,

onde i = 1,...,n, f(x) é um vetor de dimensdo n de
fungoes suaves, G(z) é uma matriz de dimensao n X m
de funcoes suaves de elementos g;;. Os vetores x e u
de dimensoes n e m, respectivamente, sao os vetores de
estado e de entrada de controle. O projeto de uma lei
de controle que linearize o sistema com realimentacao
estatica é entao estabelecido seguindo-se os passos:

e escolher uma funcao de saida de dimensao m, y =
h(z) = (y1(x)...ym(x)) que corresponda a uma ma-
triz de controlabilidade desacoplada nao-singular
apos a realimentacao estatica de estados;

e diferenciar as saidas y até que uma entrada u apa-
rega;

e escolher uma entrada de controle u de modo que as
nao-linearidades sejam canceladas e a convergéncia
seja garantida durante o movimento de seguimento.

Aplicando este método ao modelo (10), deve-se diferen-
ciar a saida ¢, obtendo:

. | x| _ | —senf 0 m

‘p{g }{ cosf 0 }'{ng
O sistema resultante é singular e independe da en-
trada 2. Isto indica que a linearizacao por realimen-
tagao estatica para robds nao-holonémicos nao é pos-
sivel. Prossegue-se entao aplicando a linearizagao por
realimentagao dinamica de estados. Considerando o sis-
tema ¢ = EU, adiciona-se integradores até que a matriz
FE seja invertivel. Portanto, para se obter uma solugao

para o mesmo, é necessario utilizar uma expansao do
modelo (Slotine and Li, 1991) da forma:

| s

T = —nsend,

Y= 771 cos 0,

i (14)
n = 773~

Dando prosseguimento ao procedimento de linearizagao
do sistema através da realimentacao dinamica, deriva-se
novamente o vetor de saida ¢, utilizando agora o modelo
estendido, obtendo-se:
5= [ a: ] _ [ —1n1 cos 6
Y

—n1senf

—senb 72
cos | ons

e
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Esta matriz serd invertivel sempre que 71 # 0, ou seja,
sempre que a velocidade do robo for diferente de zero.
Se o sistema (15) for escrito de forma reduzida como
¢ = E.U, deseja-se determinar o valor de U que linearize
o sistema, assim:

—cosf —senf
U = m m . 16
—senfl  cost v (16)

com ¢ = v indicando que o sistema esté linearizado.

Considerando ¢,y como a trajetéria de referéncia a ser
seguida pela funcao de saida ¢, e k1 e ky ganhos de
realimentagao escolhidos de forma que o sistema resul-
tante seja estavel, entao, utiliza-se um controlador au-
xiliar com a seguinte lei de controle:

v=§=Gres — ko — k1 (17)
onde ¢ = ¢ — @5 é 0 erro de convergéncia; portanto,
este ultimo terd a seguinte equacgao caracteristica

S+ kop+hkip=0

em que os valores de ky e ko implicarao na velocidade
de convergéncia até a trajetéria desejada.

Compondo o modelo (10) com o vetor de entradas de
controle, para resultar num modelo dependente das ve-
locidades das rodas (1 e ¢, obtém-se o seguinte modelo
para o robd mével

T —5senf  —gsent) .
g | =| Scos®  Lcosh { 71 ] (18)
0 o o P2

2L 2L

O resultado da aplicagao do sistema de rastreamento por
linearizacao dinamica pode ser visto na Figura 2, onde
foram utilizados pdlos rdpidos (-20 e -21). Vé-se que
o sistema converge rapidamente para a trajetéria dese-
jada. O angulo de orientagao inicial do robé foi de 37 /4.
Observa-se ainda que apenas dois estados foram estabi-
lizados (x,y), a orientagdo do robo (#) pode néo ser a
desejada, ou seja, o robo pode estar navegando para tras.
Entretanto, pode-se estender os conceitos apresentados
para o controle dos trés estados.

Estabilizagcao suave variante no tempo

A técnica apresentada no item anterior é de grande va-
lia para seguir uma trajetoria, nao servindo para a es-
tabilizagao numa configuragao final. Para resolver este
problema algumas técnicas foram desenvolvidas nos 1l-
timos anos, tais como: realimentagao suave variante no
tempo (Samson and Ait-Abderrahim, 1990) (idéia ex-
plorada inicialmente por Sontag and Sussmann (1980)) e

Rastreamento de trajetdria
035 T T

L L L L L L L
0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Eixo x

Figura 2: Seguimento de trajetoria por linearizacao es-
tatica

realimentagao continua por partes (Bloch and McClam-
roch, 1989). O que se destaca entre estas duas técnicas é
que a estratégia nao continua proporciona uma conver-
géncia exponencial e global para o ponto de equilibrio,
enquanto a primeira a convergéncia é assintética mas
nao exponencial (Samson and Ait-Abderrahim, 1991).
A técnica de "Backsteping”tem sido utilizada para ob-
tencao de estabilizagao exponencial para sistemas nao-
holonémicos (Morin and Samson, 1996).

O método de realimentagao suave e variante no tempo
(Pomet, 1992) consiste de dois pontos basicos:

- Escolha de uma fungao variante no tempo «(t, x) que
tenha as seguintes propriedades:

1. Seja periddica

a(t+2m,3) = alt,z) (1) (19)
2. Seja par
a(—t,z) = —alt, z) ¥(z, t) (20)
3. Se anule para = 0
a(t,0) = 0 ¥(x, t) (21)

- Solugao da seguinte equacao diferencial para V', onde
V' é uma fungao candidata de Lyapunov:

0 0
com condigao inicial em t = 0:
1

V(0,2) = 5l (23)
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Para as condigdes impostas a «a(t, z), garante-se que a
funcao de Lyapunov serd decrescente para o sistema em
malha fechada que utilize o seguinte vetor de entradas:

up (t,x) = a% x‘)/— Ly V(t )
?Q(tax) = —Lf (t,ZL') (24)

U (t,x) = =Ly, V(t,x)

Onde Lyg = Vgf é o operador derivada de Liee f e g
sao fungoes suaves.

Uma forma mais simples de se chegar a lei de controle
é através do método simplificado (Pomet, 1992). Este
é mais restrito em relagdo ao caso geral, mas quando
aplicavel oferece um modo mais facil de se obter a fungao
candidata de Lyapunov V(¢,z), sem a necessidade de
resolver qualquer relagao diferencial, e assim obter a lei
de controle (uy,us,...,uy,). Ele se baseia na suposigao

de que existe um sistema de coordenadas (1, T2, ..., Ty)
tal que,
1
9 0
= — = 25
=g | (25)
0

Se esta condigao for satisfeita para o sistema, entao
é sempre possivel escolher uma fungao de Lyapunov
V(t,z) da forma:
Vit,z) = %[ml +h(t, w2, ..., x0)]2+
(26)
+ixd 4.+ 122,

Impoem-se algumas condigdes sobre a fungao h, tal que,
ao invés de se tomar o como pardmetro de projeto e
resolver a equagao diferencial para a fungao de Lyapunov
V (equagao (22)), toma-se h como parametro de projeto
e calcula-se a funcdo « para satisfazer (22), sendo V em
(22) dada agora por (26). Para o robd em estudo, se a
condigdo (25) for satisfeita, entdo para qualquer fungéo

h(t,za, x3,...,2,) satisfazendo as seguintes condigoes:
h(t+ 2w, za,...,2,) Y(t, ) (27)
h(t,0) =0 V(t,x) (28)

a fungao de Lyapunov V dada por (26) e a fungio «
dada por

alt,r) = —%h(t,ﬂ?g, cooxp) VE (29)

sao tais que as condigoes (19), (20), (21) e (22) sdo ve-
rificadas, e assim pode-se calcular a lei de controle (24).

Exemplo: O robé mével KHEPERA (Pomet, 1992)

O modelo reduzido deste robo6 é dado por

1 =up
1‘2:.1‘11@. (30)
.i‘gZUQ
Logo:

1 0

f1: 0 f2: il
0 1

0 0 0 0

VAi=1]0 0 0 Vfs = 0
0 0 0 0

1 0
fifolfi, foll]=| 0 a1
0 1 0

Como o determinante deste tltimo sistema ¢ igual a —1
tem-se que o posto ¢é igual a 3 que ¢ igual a ordem do
sistema; portanto, o sistema é controlavel. Tomando a
fungdo de Lyapunov da forma (26) para n = 3 e esco-
lhendo a fungao A como:

h(t, xo,x3) = w2 coST,
as condigdes (27) e (28) sao satisfeitas e V' é dada por:
1 1

1
V(t,z) = 5[951 + 29 cost]? + 5 5

x5 + - 3. (31)

Determina-se, entao:
Ly V =VV fi =21 +xycost

L,V =VVfy=(x1+z2cost)zicost + z122 + 3

e a funcao « é calculada como:

a(t,r) = ——h(t,xe,x3) = wo8€Nt;
ot
logo, o vetor de controle com realimentagao de estados,
suave e variante no tempo que estabiliza o sistema para
a origem sera:

ur = aft,h) — Ly V(t,z)
ug = —Lp,V(t,2)

u; = xosent — (x1 + x2 cost)
us = —(x1 + xacost)xy cost — (X122 + 3)

Pomet (1992) utiliza a lei de estabilizacdo que é aplicada
ao rob6 KHEPERA , dada por:

up = xsen(d) — y cos(d)
uz = Axsen(t) + cos(t)sen(0)ui]—
— (6 + Az cos(t)).
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Estabilizagéo na origem
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Figura 3: Estabilizacao suave variante no tempo

Esta lei de controle foi obtida com a utilizagao de uma
nova fungao de Lyapunov ligeiramente diferente da aqui
proposta:

[@ + x cos(t)]? + %xQ + %1’3

N |

V(t,z) =

com « sendo uma constante real positiva e ¥ uma fungao
real suave com ¢’ > 0 e 1(6) = 0 para 6 = 0.

A Figura 3 mostra resultados de simulagdo utilizando
esta estratégia. Observa-se que a trajetdria € irregular e
isto torna este tipo de controlador impraticavel quando
o estado inicial estd longe do estado final. Adotou-se um
tempo de 50 segundos de simulagao. Mesmo com este
tempo tao longo o robd nao conseguiu atingir o estado
final. Nota-se que nos instantes finas de simulagao o
robd oscila em diregao a origem.

Em Pomet et al (1992) é realizada uma andlise da in-
fluéncia dos pardmetros de projeto 1(0) e \. Verifica-se
que para A = 20 (um valor grande), a velocidade de con-
vergéncia de (z,y) para (0,0) é maior que para o caso
A =1, e que para o caso de ¥(f) = 6 o movimento é
erratico e a trajetdria apresenta maior numero de ”"pon-
tas”que para o caso de, por exemplo, ¥(0) = tan(f/a),
com a > 2.

Estabilizagao usando sinais nao continuos ou
transformacgoes nao-lineares

Através da escolha adequada de um sistema de equacoes
de estado (Aicardi et al., 1995), a utilizagdo de fungoes
de Lyapunov na forma quadratica leva ao projeto direto
de leis de controle simples e suaves para o rob6 movel
com acionamento diferencial. O sistema utilizado é o
representado pela equagdo (9) e a funcgao candidata de

Evolucao dos estados

—e
— - alfa
1 theta

. . . . . . . . .
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo [s]

Figura 4: Estabilizagdo empregando transformagoes

nao-lineares

Lyapunov é dada por:
1
2
Considerando que a derivada de V' deve ser negativa e
através de manipulagoes algébricas chega-se as seguintes
leis de controle:

1
V:EMW+(J+w&x A\ h > 0.

u = (ycosa)e; v>0

w = ka + 7 SRane (o L hg); k> 0.

Um exemplo de veiculo localizado em (z,y,0) =
(—1,1,3m/4) em relacdo a base de referéncia é mostrado
na Figura 4. O objetivo é atingir a origem (z,y,0) =
(0,0,0). Utilizando coordenadas polares, as condigoes
iniciais serao (e(0), a(0), #(0)) = (v/2, —m, —7/4), foram
aqui utilizados v =3;h =1; e k = 6.

A principal limitacao deste controlador esta na dificul-
dade de estender esses resultados (principalmente a re-
presentagao em coordenadas polares) para sistemas com
mais de trés graus de liberdade, como veiculos articula-
dos, carros, etc. Entretanto o comportamento do sis-
tema é bem superior ao de outras técnicas, produzindo
uma resposta assintoticamente estavel com um excelente
tempo de acomodagcao.

Controladores hibridos

Tipicamente, controladores hibridos combinam caracte-
risticas de continuidade no tempo com caracteristicas a
eventos discretos ou de tempo discreto. A operacio de
controladores hibridos é baseada no chaveamento em in-
tervalos de tempo discreto entre diversos controladores
continuos no tempo. Os instantes de tempo nos quais o
chaveamento pode ocorrer podem tanto ser especificados
a priori quanto determinados no processo de operagao
do controlador (Kolmanovsky and McClamroch, 1995).
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Para projetar um controlador hibrido, Hespanha and
Morse (1999) e Hespanha et al. (1999b) partem do prin-
cipio de que todo sistema nao-holonémico com trés va-
ridveis e duas entradas pode ser transformado no duplo
integrador de Brockett. Assim, sdo propostos contro-
ladores hibridos empregando supervisao e chaveamento
baseado em légica discreta. Um controlador usando con-
ceitos semelhantes também é proposto por Aguiar and
Pascoal (2000) e aplicado a um rob6 mével com acio-
namento diferencial. Piccoli et al. (1998) propoem um
controlador hibrido empregando autématos finitos que
é estavel no sentido de Lyapunov, e é projetado de ma-
neira a garantir que os sinais de controle mantenham-se
uniformemente limitados e tenham no maximo um nu-
mero finito de descontinuidades em qualquer intervalo
finito.

Um bom exemplo de controle hibrido para o rob6é com
acionamento diferencial é dado por Bloch et al. (2000).
A partir das equagoes transformadas para a forma de
integrador de Brockett ou sistema de Heisenberg:

T=u

.k

Z = xv, — yu,,
utilizam-se sinais de controle semelhantes a:

u=—azxr+ Bzy
v=—ar— [Bzx,

levando o sistema a assumir a forma

= —ax+ Bzy
Y =—ax — fzx
2= —pz(z? +y?).

Se a funcdo de energia for tomada como V = 22 + 32,
entdo, sua derivada serd V = —2aV. Se inicialmente for
escolhidos « = 0 e 8 > 0, entdo para x ou y diferentes
de zero, z sera levado assintoticamente a zero enquanto
V' permanecerd fixo. Se a > 0 e § = 0, entao V serd
levado a zero.

O sinal de controle utilizado para estabilizar o robd mo-
vel com acionamento diferencial tem a forma:

U= —ar+ ﬂ[Y7 Qf] - ’Y[Ya [K J?]]
onde define-se [Y,z] = —[z,Y] =Y.

(32)

O algoritmo de controle pode entao ser assim descrito
(com A, denotando o maior autovalor YTY, z,. deno-
tando a projecao de x sobre o auto-espaco de YTV, e
Y. denotando a projecao de Y sobre o espaco nulo de
M(x); § estabelece a tolerancia de erro):

inicio
enquanto ||Y|| >§

1. Com r = ||z||, implementar a lei de controle (52)
com a = \pk,y = Kk e 8 = 0. Entao Y evolui
isoespectralmente com morma constante, enquanto
T converge para a constante x.. Se x, # 0 ir para
0 passo 3.

2. Com z. denotando um autovetor fizo A e ||z.]| =
r(1—1/dim(m))"/2, escolher u = —a(x — z,), onde
a > 0. Entdo x converge para z, enquanto Y per-
manece constante.

3. Implementar a lei de controle (32) com o = v =
0,0e < 0. Entao x evolui isoespectralmente com
norma constante, e Y converge para o valor cons-
tante Y.
fim enquanto
se ||z|| > 4, entao

4. implementar o controle (32) com a > 0,8 =~ =0.
Entao x convergird para zero radialmente, enquanto
Y permanece em zero.

fim

O sistema descrito foi simulado a partir das condigoes
iniciais 1 = 1,292 = 1,0 = 3*pi/4 e p} = p; = 1.5, com
os ganhos chaveados a cada 3 segundos conforme matriz

abaixo:
« 0 0 2
61=10 30
~y 00 0
A trajetéria do sistema real obtida (x1,x2) e 0o compor-
tamento dos estados transformados (z,y, z) podem ser
vistos na Figura 5.

Os principais problemas de estratégias envolvendo o con-
trole hibrido sao: preservagao da estabilidade apds o
chaveamento; instabilidade do chaveameamento (comu-
tagdo intensa); e definigdo do instante onde deve ocorrer
o chaveamento. Algumas estratégias utilizam tempo,
distancia (ou norma), regides de operagao, e superficies
(modos deslizantes) para determinar o instante de cha-
veamento. A verificacdo da estabilidade pode utilizar:
funcao global de Lyapunov, multiplas fungoes de Lyapu-
nov, critério algébrico de estabilidade, passividade, etc.
O desempenho do controlador dependera da metodolo-
gia adotada, e as trajetorias dos estados podem nao ser
tao naturais quanto esperado.

7 CONCLUSAO

Sistemas nao-holonémicos constituem uma classe de sis-
temas com caracteristicas especiais, impondo desafios ao
desenvolvimento da teoria de controle. Nota-se que na
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Figura 5: Estabilizacao empregando fluxo isoespectral

fase de analise sao utilizadas ferramentas da geometria
diferencial. Isto fica transparente no projeto de con-
troladores quando se empregam formas candnicas com
propriedades de controlabilidade e atingibilidade ja ve-
rificadas.

O projeto de leis de controle para malha fechada utiliza
principalmente fungoes de Lyapunov. No inicio dos anos
90, os controladores sintetizados eram estaveis e assin-
toticamente estaveis, porém, o tempo para a convergeén-
cia poderia ser estendido indefinidamente. A partir de
1995, foram desenvolvidas técnicas para a estabilizacao
exponencial.

Quanto & estabilizacdo num ponto de equilibrio, o em-
prego da realimentagao suave variante no tempo gera sis-
temas estaveis, mas sua trajetoria tende a ser oscilatéria.
A realimentagdo ndo continua tende a gerar trajetdrias
mais naturais. O controle hibrido ainda apresenta pro-
blemas para sintese de leis de controle exponencialmente
estdveis e tém sido objeto de intimeras contribuigoes nos
iltimos anos.

Como temas ainda em desenvolvimento e que requerem
mais pesquisas, podem-se citar:

e projeto de sistemas robustos que considerem incer-
tezas no modelo, sensores e na propria condigao de
nao-holonomicidade;

e desenvolvimento de novas técnicas de projeto de sis-
temas de controle hibrido que gerem sistemas expo-
nencialmente estdveis;

e emprego desta teoria na andlise, projeto e controle
de sistemas tolerantes a falhas;

e necessidade de novos avangos na teoria do controle

geométrico e em ferramentas de geometria diferen-
cial, facilitando a andlise e projeto de sistemas de
controle;

e desenvolvimento de sistemas de pilotagem automa-
tica que considerem as restrigoes nao-holonoémicas,
melhorando a confiabilidade e estendendo o grau
de automatismo de veiculos terrestres, aquaticos e
aeroespaciais.

No artigo foram apresentados os desenvolvimentos mais
recentes e significativos por area e apresentada uma con-
tribuicao relativa a comparagao de algumas técnicas de
estabilizac@o e dreas a serem desenvolvidas em futuros
trabalhos assim como conceitos basicos fundamentais
para entendimento do comportamento de sistemas nao-
holonémicos.
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