
CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES COM COMUTAÇÃO

Grace S. Deaecto∗
grace@dsce.fee.unicamp.br

José C. Geromel∗
geromel@dsce.fee.unicamp.br

∗DSCE / Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação
UNICAMP, CP 6101, 13083 - 970

Campinas, SP, Brasil

ABSTRACT

This work aims at studying the stability of switched lin-
ear systems with impulsive disturbances and at designing a
state feedback switched control. The conditions are based
on Lyapunov-Metzler inequalities, which assure that stabil-
ity is preserved even if the system evolves on a sliding mode.
A slight modification of these inequalities is introduced to
cope with a guaranteed cost performance. In order to ana-
lyze the quality of the proposed solution, a lower bound for
the actual cost is calculated. The theoretical results are ap-
plied to a multiobjectiveH2 control design problem with a
number of possibly conflicting criteria. It is shown that the
use of switched linear systems theory in multiobjectiveH2

control problems provides better results than others methods
available in the literature. Academic examples are used for
illustration.

KEYWORDS: switched systems,H2 control, continuous-
time systems, Lyapunov-Metzler inequalities.

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo de estabilidade de
sistemas lineares com comutação sujeitos à perturbações im-
pulsivas tendo em vista o projeto de controle via realimen-
tação de estado com comutação. As condições obtidas são
baseadas nas desigualdades de Lyapunov-Metzler, que asse-
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guram a estabilidade mesmo quando o sistema evoluir sobre
um modo deslizante. Estas desigualdades permitem levar
em conta um custo garantido de desempenho. De forma a
analisar a qualidade do resultado, um limitante inferior para
o custo verdadeiro é determinado. A teoria desenvolvida é
aplicada em um problema de controleH2 multiobjetivo com
critérios possivelmente conflitantes. É mostrado que, neste
contexto, o uso de controle com comutação fornece resulta-
dos melhores quando comparados com outros métodos en-
contrados na literatura. Exemplos acadêmicos são usados
para ilustração.

PALAVRAS-CHAVE : sistemas com comutação, controleH2,
sistemas a tempo contínuo, desigualdades de Lyapunov-
Metzler.

1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, o interesse no estudo de sistemas com co-
mutação tem sido bastante significativo. A motivação deve-
se ao fato de que a comutação entre subsistemas pode melho-
rar o desempenho global, além de permitir o surgimento de
propriedades importantes que não são encontradas nos sub-
sistemas isolados. Em princípio, a teoria de sistemas lineares
com comutação pode ser dividida em dois grupos. No pri-
meiro a regra de comutação, denotadaσ(·), é independente
dos estados e corresponde a uma incerteza variante no tempo.
Neste caso, as condições de estabilidade devem garantir a ro-
bustez para qualquerσ(·) ∈ {1, 2, · · · , N}, sendoN a quan-
tidade de subsistemas. Veja (Hespanha e Morse, 2002) para a
síntese de controladores que estabilizam sistemas com comu-
tação em um contexto bastante geral. O segundo grupo é ca-
racterizado pelo fato deσ(·) ser uma variável de controle que
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pode, inclusive, depender do estado do sistema em estudo.
O objetivo consiste na determinação de uma regra de comu-
taçãoσ(·) de tal forma a assegurar a estabilidade assintó-
tica global. Em (Liberzon e Morse, 1999), (Liberzon, 2003),
(DeCarlo et al., 2000), (Wirth, 2005), (Shorten et al., 2007) o
leitor pode encontrar conjuntos de resultados bastante com-
pletos sobre sistemas lineares com comutação a tempo contí-
nuo, em especial, para o caso de comutação envolvendo ape-
nas dois subsistemas lineares. O artigo (Hespanha, 2005)
utiliza extensões do Princípio da Invariância de LaSalle e for-
nece uma discussão interessante sobre resultados referentes à
estabilidade uniforme de sistemas com comutação. Sistemas
com comutação a tempo discreto são tratados em (Geromel
e Colaneri, 2006b) e resultados sobre a construção de fun-
ções de Lyapunov estão disponíveis em (Daafouz e Bernus-
sou, 2001), (Johansson e Rantzer, 1998).

Este trabalho tem como objetivo principal generalizar as
condições de estabilidade obtidas em (Geromel e Colaneri,
2006a) para tratar sistemas com comutação mais gerais, su-
jeitos à perturbações impulsivas e realizar o projeto conjunto
de uma regra de comutaçãoσ(t) = g(x(t)) ∈ {1, 2, · · · , N}
e de ganhos de realimentação de estado{K1, · · · , KN} que
permitem construir a lei de controleu(t) = Kσ(t)x(t). Mos-
tramos que as condições de estabilidade dependem da solu-
ção de um conjunto de desigualdades de Lyapunov-Metzler
mais gerais do que aquelas introduzidas em (Geromel e Co-
laneri, 2006a). Estas desigualdades possuem natureza não-
convexa devido à existência de produtos de variáveis, entre
matrizes simétricas definidas positivas{P1, · · · , PN} e uma
matriz de MetzlerΠ. Assim sendo, não é possível resolvê-
las através da utilização de ferramentas disponíveis na litera-
tura para tratar LMIs, (Boyd et al., 1994). No entanto, apre-
sentamos uma versão alternativa mais simples, embora mais
conservadora, que é baseada nos resultados de (Geromel e
Colaneri, 2006a) e consiste na utilização de uma subclasse
de matrizes de Metzler caracterizada por apresentar elemen-
tos iguais na diagonal principal. Neste caso, a solução das
referidas desigualdades não-convexas é conseguida através
da manipulação de LMIs em conjunto com uma busca unidi-
mensional. Em seguida, o problema de minimização de um
custo garantido é tratado e, para evidenciar a qualidade do
resultado final, calculamos limitantes superior e inferior(ver
(Spinelli et al., 2006) para uma proposta alternativa) do custo
ótimo.

As condições obtidas garantem a estabilidade inclusive na
presença de possíveis modos deslizantes e não exigem que
isoladamente cada subsistema seja estável. A teoria desen-
volvida é ilustrada através de alguns exemplos. Em um deles,
projetamos o controle para dois subsistemas instáveis e não
controláveis para mostrar que a atuação conjunta de ambas
as variáveis de controle, a saber, a regra de comutação e os
ganhos de realimentação de estado, faz com que a origem do

sistema em malha fechada seja globalmente assintoticamente
estável. Em outro exemplo, projetamos um controleH2 mul-
tiobjetivo com comutação e o comparamos com as alternati-
vas de controle propostas em (Khargonekar e Rotea, 1991) e
(Eker e Malmborg, 1999). Resultados complementares, bem
como uma discussão mais detalhada daqueles aqui apresen-
tados podem ser encontrados em (Deaecto, 2007).

A notação usada é padrão. Para matrizes ou vetores reais
(′) indica o seu transposto. Para matrizes quadradastr(X)
denota a função traço deX . Para facilitar a notação de ma-
trizes simétricas particionadas, o símbolo (•) denota gene-
ricamente cada bloco simétrico. O símboloδ(t) denota o
impulso unitário. A normal2 de uma trajetóriaξ(t) definida
para todot ≥ 0 é dada por||ξ||22 :=

∫∞

0
ξ(t)′ξ(t)dt. O

conjunto{1, · · · , N} é denotado porK. Finalmente, a con-
volução de dois sinaisξ1(t) eξ2(t) definidos para todot ≥ 0
é indicada porξ1 ∗ ξ2.

2 ESTABILIDADE E DESEMPENHO

Para dar embasamento à teoria a ser desenvolvida em se-
guida, alguns resultados preliminares já apresentados em
(Geromel e Colaneri, 2006a) são expostos. Considere o sis-
tema

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(0) = x0 (1)

definido para todot ≥ 0, em quex(t) ∈ R
n é o estado e

é suposto disponível para a realimentação,σ(t) é a regra de
comutação ex0 ∈ R

n é a condição inicial. Em cada instante
de tempo a regra de comutaçãoσ(t) ∈ K seleciona uma ma-
triz Aσ(t) ∈ R

n×n dentre aquelas pertencentes ao conjunto
{A1, ..., AN}. As condições de estabilidade global, isto é,
as condições sob as quais a origemx = 0 é um ponto de
equilíbrio globalmente assintoticamente estável, são obtidas
adotando-se a seguinte função de Lyapunov

v(x) = min
i∈K

x′Pix = min
λ∈Λ

(

N
∑

i=1

λix
′Pix

)

(2)

sendoPi, ∀i ∈ K matrizes simétricas definidas positivas e
λ ∈ R

N um elemento do conjunto convexoΛ,

Λ =

{

λ ∈ R
N :

N
∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0

}

(3)

Um aspecto relevante a ser considerado é que a função (2)
não é diferenciável para todox ∈ R

n. De fato, pode-se veri-
ficar1 que ela deixa de ser diferenciável em todos os pontos
onde a minimização indicada em (2) não for única. Para faci-
litar os desenvolvimentos posteriores, definimos o conjunto
de índicesI(x) = {i ∈ K : v(x) = x′Pix} ⊂ K e notamos

1Para maiores detalhes o leitor deve consultar o apêndice.
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que para os casos em que a minimização (2) não for única, o
conjuntoI(x) contém mais de um elemento.

Nosso objetivo é encontrar uma regra de comutaçãog(x) :
R

n → K, e as condições para queσ(t) = g(x(t)) faça com
que a origem do sistema (1) seja um ponto de equilíbrio glo-
balmente assintoticamente estável. O teorema dado a seguir
apresenta estas condições e, além disso, estabelece um limi-
tante superior para um custo que depende quadraticamente
das variáveis de estado do sistema em malha fechada. Sua
prova decorre da utilização da função de Lyapunov (2) e de
uma classe de matrizes de Metzler denotada porM e com-
posta por todas as matrizesΠ ∈ R

N×N tais que
{

πji ≥ 0 , i 6= j ∈ K × K
∑N

j=1 πji = 0 , i ∈ K
(4)

Observe, como uma conseqüência imediata, que para qual-
quer matriz desta classe, todos os elementos da sua diagonal
principal são não-positivos, isto éπii ≤ 0 para todoi ∈ K.

Teorema 1 ConsidereQi para todoi ∈ K matrizes simé-
tricas semi-definidas positivas. Se existirem um conjunto de
matrizes simétricas definidas positivas{P1, ..., PN} e uma
matriz Π ∈ M satisfazendo as seguintes desigualdades de
Lyapunov-Metzler

A′
iPi + PiAi +

N
∑

j=1

πjiPj + Qi < 0, i ∈ K (5)

então a regra de comutação

σ(t) = arg min
i∈K

x(t)′Pix(t) (6)

faz com que a origem do sistema (1) seja um ponto de equi-
líbrio globalmente assintoticamente estável. Ademais, para
qualquer condição inicial a seguinte desigualdade

∫ ∞

0

x(t)′Qσ(t)x(t)dt < min
i∈K

x′
0Pix0 (7)

é verdadeira.

Prova: Embora a prova já tenha sido apresentada em
(Geromel e Colaneri, 2006a), vamos aqui repeti-la para co-
modidade do leitor. Devido ao fato de que a função (2) não é
diferenciável para todox ∈ R

n, calculamos sua derivada de
Dini, dada por (Garg, 1998)

D+v(x(t)) = lim
h→0+

sup
v(x(t + h)) − v(x(t))

h
(8)

Assim sendo, considerando que em um instante de tempo
genérico temosσ(t) = i ∈ I(x(t)), os desenvolvimentos
apresentados no apêndice levam a

D+v(x(t)) = min
l∈I(x(t))

x(t)′(A′
iPl + PlAi)x(t)

≤ x(t)′(A′
iPi + PiAi)x(t) (9)

Lembrando quex(t)′Pjx(t) ≥ x(t)′Pix(t) e queπji ≥ 0
para todoj 6= i ∈ K, utilizando (5) obtemos

D+v(x(t)) < x(t)′



−
N
∑

j=1

πjiPj − Qi



x(t)

< −





N
∑

j=1

πji



x(t)′Pix(t) − x(t)′Qix(t)

< −x(t)′Qix(t)

< 0 (10)

fazendo com que a origem do sistema (1) seja globalmente
assintoticamente estável. A determinação do limitante supe-
rior segue também da desigualdade (10) pois, lembrando que
σ(t) = i, temos

D+v(x(t)) < −x(t)′Qσ(t)x(t) (11)

Integrando ambos os lados desta desigualdade entre os ins-
tantes0 e t, fazendo em seguidat → ∞ obtemos (7), já
que a estabilidade assintótica global do sistema (1) implica
v(x(∞)) = 0. 2

Um ponto relevante a ser levado em consideração é que as
condições definidas em (Geromel e Colaneri, 2006a) assegu-
ram a estabilidade do sistema inclusive na presença de possí-
veis modos deslizantes, já que para cadat ≥ 0, I(x(t)) pode
conter mais de um elemento. Neste caso,σ(t) utiliza apenas
um deles selecionado arbitrariamente dentre os elementos de
I(x(t)). Outro ponto a ser levado em consideração é que as
condições apresentadas no Teorema 1 não exigem nenhuma
propriedade de estabilidade das matrizes{A1, · · · , AN} to-
madas individualmente. De fato, comoπji ≥ 0 parai 6= j,
uma condição necessária para que as desigualdades (5) sejam
factíveis é que

(

Ai +
πii

2
I
)′

Pi + Pi

(

Ai +
πii

2
I
)

< 0 (12)

para todoi ∈ K. ComoPi > 0 para todoi ∈ K, isto só
pode ocorrer se as matrizesAi + (πii/2)I, i ∈ K forem
assintoticamente estáveis. Além disso, tendo em vista que
πii ≤ 0, i ∈ K, a factibilidade de (12) não exige a estabili-
dade de nenhuma das matrizes do conjunto{A1, · · · , AN}.
Em outras palavras, as desigualdades de Lyapunov-Metzler
(5) podem ser satisfeitas mesmo que as matrizesAi, i ∈ K

não sejam assintoticamente estáveis. Este importante aspecto
será ilustrado através de exemplos.

Vale ressaltar que a escolha da função de Lyapunov não é
única. As condições para a estabilidade do sistema (1) po-
dem, com uma certa condição adicional, ser obtidas através
da utilização de uma função de Lyapunov diferente. Uma de-
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las, ver (Liberzon, 2003) para maiores detalhes, é a seguinte

V (x) = max
i∈K

x′Pix = max
λ∈Λ

(

N
∑

i=1

λix
′Pix

)

(13)

em quePi é uma matriz simétrica definida positiva perten-
cente ao conjunto{P1, ..., PN}. De maneira similar ao caso
anterior definimosI(x) = {i ∈ K : V (x) = x′Pix} e
consideramos o conjunto de desigualdades matriciais

A′
iPi + PiAi −

N
∑

j=1

πjiPj + Qi < 0, i ∈ K (14)

que ao serem resolvidas em relação às matrizes simétricas
definidas positivas{P1, · · · , PN} e à matriz de MetzlerΠ,
permitem definir a regra de comutação

σ(t) = arg max
i∈K

x(t)′Pix(t) (15)

Seria de se esperar, dada a simetria min / max das soluções
propostas, que ambas fornecessem sistemas globalmente as-
sintoticamente estáveis. Infelizmente, este não é o caso, a
não ser que assumamos que o conjuntoI(x(t)) contenha
apenas um elemento para todot ≥ 0. Para verificar esta
afirmação, considerando que em um instante genéricot ≥ 0
temosσ(t) = i ∈ I(x(t)), a partir dos resultados apresenta-
dos no apêndice obtemos

D+V (x(t)) = max
l∈I(x(t))

x(t)′(A′
iPl + PlAi)x(t)

= x(t)′(A′
iPi + PiAi)x(t) (16)

Novamente, lembrando quex(t)′Pjx(t) ≤ x(t)′Pix(t) e que
πji ≥ 0 para todoj 6= i ∈ K, utilizando (14), vem

D+V (x(t)) < x(t)′





N
∑

j=1

πjiPj − Qi



 x(t)

<





N
∑

j=1

πji



 x(t)′Pix(t) − x(t)′Qix(t)

< −x(t)′Qix(t)

< 0 (17)

o que comprova a estabilidade assintótica global do sistema
com a regra de comutação (15). Note que a segunda igual-
dade em (16) depende fortemente do fato de existir apenas
um elemento emI(x(t)) em todot ≥ 0. Se esta hipótese
não se verificar, por exemplo, na eventual ocorrência de mo-
dos deslizantes,I(x(t)) necessariamente contém mais de um
elemento e a estabilidade do sistema não pode ser estabele-
cida. Nesta situação, verifica-se através de exemplos que o
sistema torna-se instável, (Deaecto, 2007). Entretanto, em

alguns casos, a estabilidade assintótica ainda pode ser veri-
ficadaa posterioriatravés de testes suplementares que per-
mitam assegurar que o conjuntoI(x(t)) contém apenas um
elemento, (Ishii et al., 2004). Infelizmente, estes testessão
muito difíceis de serem aplicados sobretudo quando o nú-
mero de subsistemas é maior do que dois.

De acordo com o Teorema 1, as condições para a estabili-
dade assintótica de (1) dependem da solução das desigual-
dades de Lyapunov-Metzler (5). Estas desigualdades pos-
suem natureza não-convexa devido ao produto das variáveis
(Π, {P1, ..., PN}) e não é possível resolvê-las através de ro-
tinas numéricas disponíveis na literatura para a solução de
LMIs. No entanto, em (Geromel e Colaneri, 2006a) foi pro-
posta uma versão mais conservadora que pode ser resolvida
utilizando-se LMIs e uma busca unidimensional. Ela é ob-
tida quando restringimos as matrizes de Metzler do Teorema
1 a terem uma estrutura particular com todos os elementos
iguais na diagonal principal.

Corolário 2 ConsidereQi para todoi ∈ K matrizes simé-
tricas semi-definidas positivas. Se existirem um conjunto de
matrizes simétricas definidas positivas{P1, ..., PN} e um es-
calar positivoγ satisfazendo as desigualdades modificadas
de Lyapunov-Metzler

A′
iPi +PiAi + γ(Pj −Pi)+Qi < 0, j 6= i ∈ K×K (18)

então a regra de comutação (6) faz com que a origem do
sistema (1) seja um ponto de equilíbrio globalmente assinto-
ticamente estável e a desigualdade (7) seja satisfeita.

Prova: Considerando a subclasse de matrizes de Metzler
com elementos iguais na diagonal principal, isto éπii = −γ,
para todoi ∈ K temos

γ−1
N
∑

j 6=i=1

πji = 1 (19)

Levando em conta queπji ≥ 0 para todoi 6= j ∈ K × K,
multiplicando (18) porπji, somando para todos os elementos
i 6= j e finalmente multiplicando porγ−1, obtemos

A′
iPi + PiAi + Qi < −

N
∑

j 6=i=1

πji(Pj − Pi)

< −
N
∑

j=1

πjiPj (20)

para todoi ∈ K. Ou seja, as desigualdades de Lyapunov-
Metzler (5) são verificadas e a prova decorre imediatamente
do Teorema 1. 2

Embora mais conservadoras do que as desigualdades de
Lyapunov-Metzler, estas introduzidas no Corolário 2 são
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muito mais simples de serem resolvidas pois se reduzem a
N LMIs acopladas para cada valor deγ > 0 fixo. Ademais,
a condição necessária para a existência de solução continuaa
não exigir que as matrizes do conjunto{A1, · · · , AN} sejam
assintoticamente estáveis.

3 PERTURBAÇÕES IMPULSIVAS

Considere um sistema com comutação e condições iniciais
nulas, cuja realização no espaço de estado é dada por

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) + Gσ(t)w(t) (21)

ξ(t) = Cσ(t)x(t) (22)

em quex(t) ∈ R
n é o estado,w(t) ∈ R

m é a perturbação
externa eξ(t) ∈ R

p é a saída controlada. A regra de comu-
taçãoσ(t) = i ∈ K seleciona um determinado subsistema
definido por(Ai, Gi, Ci). Para cadaθ = 1, · · · , m, uma
entrada impulsiva da formaw(t) = eθδ(t), com eθ repre-
sentando aθ-ésima coluna da matriz identidadem × m, é
aplicada e a correspondente saída controladaξθ(t) é obtida,
o que permite determinar‖ξθ‖2

2. Desta forma, definimos o
custo total associado a uma determinada regra de comutação
σ(t) como sendo a soma das contribuições dos custos para
θ = 1, · · · , m, ou seja

Θ(σ) =

m
∑

θ=1

‖ξθ‖2
2 (23)

É importante salientar que na ausência de comutação, isto é,
quandoσ(t) = i ∈ K para todot ≥ 0, a quantidadeΘ(σ)
coincide com o quadrado da normaH2 da função de trans-
ferência entre a entradaw e a saídaξ do sistema dinâmico
linear com representação de estado definida pelas matrizes
(Ai, Gi, Ci), (Colaneri et al., 1997). O teorema a seguir apre-
senta condições para a estabilidade assintótica global do sis-
tema (21)-(22), bem como um limitante superior do custo
funcional (23).

Teorema 3 Se existirem um conjunto de matrizes simétricas
definidas positivas{P1, ..., PN} e uma matrizΠ ∈ M satis-
fazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-Metzler

A′
iPi + PiAi +

N
∑

j=1

πjiPj + C′
iCi < 0, i ∈ K (24)

então a regra de comutação (6) faz com que o ponto de equi-
líbrio x = 0 do sistema (21)-(22) seja globalmente assinto-
ticamente estável. Ademais, a seguinte desigualdade

Θ(σ) < min
i∈K

tr(G′
σ(0)PiGσ(0)) (25)

é verdadeira.

Prova: Podemos observar que para a mesma regra de co-
mutação, a solução de (21) comx(0) = 0 e w(t) = eθδ(t)
é igual à solução de (1) comx(0) = Gσ(0)eθ, pois ambas
satisfazem

x(t) =

∫ t

0

Aσ(τ)x(τ)dτ + Gσ(0)eθ (26)

Esta propriedade permite utilizar diretamente os resultados
do Teorema 1 no sistema (21)-(22). Substituindo as matrizes
Qi pelas matrizesC′

iCi para todoi ∈ K obtemos as desi-
gualdades (24) que asseguram a estabilidade assintótica bem
como a validade do limitante superior

‖ξθ‖2
2 < min

i∈K

e′θG
′
σ(0)PiGσ(0)eθ (27)

Conseqüentemente, somando as parcelas paraθ = 1, · · · , m
determinamos

Θ(σ) <
m
∑

θ=1

min
i∈K

e′θG
′
σ(0)PiGσ(0)eθ

< min
i∈K

m
∑

θ=1

e′θG
′
σ(0)PiGσ(0)eθ

< min
i∈K

tr(G′
σ(0)PiGσ(0)) (28)

o que prova o teorema proposto. 2

Uma discussão relevante a respeito do resultado deste teo-
rema refere-se à determinação do valor deσ(0) a ser usado
em (21)-(22). Note que no instantet = 0, imediatamente
anterior à aplicação do impulso, a regra de comutação

σ(0) = arg min
i∈K

x(0)′Pix(0) (29)

não especificaσ(0) poisx(0) = 0. Ou seja, podemos esco-
lher σ(0) = ℓ ∈ K da forma mais conveniente para reduzir
o custo garantido que aparece no lado direito de (25). Assim
procedendo, obtemos

Θ(σ) < min
i,ℓ∈K×K

inf
(Π∈M,Pi>0)∈Φ

tr(G′
ℓPiGℓ) (30)

em queΦ representa o conjunto de todas as soluções factíveis
de (24). O esforço computacional para resolver o problema
de otimização indicado no lado direito de (30) pode ser redu-
zido impondo-seℓ = i ∈ K. É claro que, assim procedendo,
o resultado final é um limitante superior mais conservador. O
corolário a seguir apresenta as condições para a estabilidade
assintótica global do sistema (21)-(22) utilizando a subclasse
de matrizes de Metzler com elementos iguais na diagonal
principal.

Corolário 4 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-
cas definidas positivas{P1, ..., PN} e um escalar positivo
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γ satisfazendo as desigualdades modificadas de Lyapunov-
Metzler

A′
iPi+PiAi+γ(Pj−Pi)+C′

iCi < 0, j 6= i ∈ K×K (31)

então a regra de comutação (6) faz com que a origem do sis-
tema (21)-(22) seja um ponto de equilíbrio globalmente as-
sintoticamente estável e a desigualdade (25) seja satisfeita.

Prova: A demonstração segue, em linhas gerais, aquela do
Corolário 2 e será, portanto, omitida. 2

Uma maneira de verificar se o custo garantido proposto no
Teorema 3 é preciso consiste em determinar a folga eventu-
almente existente entre ambos os lados da desigualdade (25).
Entretanto, como a determinação analítica do custoΘ(σ)
é virtualmente impossível, propomos um limitante inferior
paraΘ(σ) de forma a viabilizar aquela verificação, ainda que
não exatamente.

Teorema 5 Se existirem um conjunto de matrizes simétricas
definidas positivas{P1, · · · , PN} e uma matrizΠ ∈ M sa-
tisfazendo as seguintes desigualdades de Lyapunov-Metzler

A′
qPi +PiAq +

N
∑

j=1

πjiPj +C′
qCq > 0, i, q ∈ K×K (32)

então para qualquer regra de comutação que estabiliza o sis-
tema (21)-(22), a seguinte desigualdade é verdadeira

Θ(σ) > max
i∈K

tr(G′
σ(0)PiGσ(0)) (33)

Prova: Considerando que em um instante de tempot ≥ 0
temosσ(t) = q ∈ K sendoσ(·) uma regra de comutação
qualquer que estabiliza assintoticamente o sistema (1), a de-
rivada direcional da função de Lyapunov (13) permite con-
cluir que

D+V (x(t)) = max
l∈I(x(t))

x(t)′(A′
qPl + PlAq)x(t)

≥ x(t)′(A′
qPi + PiAq)x(t) (34)

para todoi ∈ I(x(t)). Por outro lado, levando em conta
que x(t)′Pix(t) ≥ x(t)′Pjx(t) e queπji ≥ 0 para todo
j 6= i ∈ K, usando (32), obtemos

D+V (x(t)) > x(t)′



−
N
∑

j=1

πjiPj − C′
qCq



x(t)

> −x(t)′C′
qCqx(t)

> −ξ(t)′ξ(t) (35)

que após integração em ambos os lados forneceV (x(0)) −
V (x(∞)) < ‖ξ‖2

2. Desta forma, com a condição inicialx0 =

Gσ(0)eθ ∈ R
n e levando em conta que a regra de comutação

estabilizante faz com queV (x(∞)) = 0, temos‖ξθ‖2
2 >

V (x0) = maxi∈N x′
0Pix0. Conseqüentemente,

Θ(σ) >

m
∑

θ=1

max
i∈K

e′θG
′
σ(0)PiGσ(0)eθ

> max
i∈K

tr(G′
σ(0)PiGσ(0)) (36)

o que prova o teorema proposto. 2

Note que é possível determinar o maior limitante inferior
paraΘ(σ) maximizando-se o lado direito de (33) o que nos
leva à desigualdade

Θ(σ) > max
i∈K

sup
(Π∈M,Pi>0)∈Ω

tr(G′
σ(0)PiGσ(0)) (37)

em queΩ representa o conjunto de todas as soluções factíveis
de (32).

Como já foi comentado anteriormente, encontrar uma solu-
ção para as desigualdades (32) não é uma tarefa simples. A
dificuldade reside no fato de que elas não são lineares de-
vido à presença dos produtos de variáveisπjiPj para todo
i, j ∈ K × K. Uma maneira de contornar esta dificuldade
é considerar apenas matrizesΠ ∈ M com elementos iguais
na diagonal principal. O corolário seguinte apresenta formal-
mente este resultado.

Corolário 6 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-
cas definidas positivas{P1, · · · , PN} e um escalar positivo
γ satisfazendo as seguintes desigualdades modificadas de
Lyapunov-Metzler

A′
qPi + PiAq + γ(Pj − Pi) + C′

qCq > 0, (38)

para todoi 6= j ∈ K × K e q ∈ K, então para qualquer
regra de comutação que estabiliza o sistema (21)-(22), a de-
sigualdade (33) é verdadeira.

Prova: Trata-se de prova idêntica àquela do Corolário 2,
sendo assim omitida. 2

O exemplo dado a seguir ilustra a teoria desenvolvida nesta
seção. Nosso objetivo, em particular, é aplicar os resultados
do Corolário 4 e do Corolário 6 para avaliar a folga existente
entre os limitantes superior (25) e inferior (33) do custoΘ(σ)
para uma regra de comutação específica.

Exemplo1 : Este exemplo foi proposto em (Geromel et al.,
2008). Considere o sistema (21)-(22), constituído porN = 2
subsistemas lineares definidos pelas matrizes

A1 =





0 1 0
0 0 1

−2 −2 0



 , A2 =





0 1 0
0 0 1
0 −2 −2
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Figura 1: Estados do sistema - Exemplo1

G = G1 = G2 =





1 0
−1 −1

0 1



 (39)

C1 =





1 0 0
0 1 0

0 0
√

2



 , C2 =





√
2 0 0
0 1 0
0 0 1





Nosso objetivo inicial é determinar uma regra de comutação
de tal forma quex = 0 seja um ponto de equilíbrio global-
mente assintoticamente estável. É importante notar que cada
subsistema isolado é instável.

A solução ótima do problema de otimização

min
i∈K

inf
Pi>0

{ tr(G′PiG) : (31)} (40)

com γ = 200, foi determinada sem dificuldades tendo em
vista que ele se reduz a dois problemas independentes des-
critos por LMIs. Desta forma determinamos as matrizes si-
métricas definidas positivas

P1 =





3.5511 3.5765 0.7500
3.5765 6.8926 2.0458
0.7500 2.0458 2.8212



 (41)

P2 =





3.5611 3.5867 0.7603
3.5867 6.8927 2.0358
0.7603 2.0358 2.7908



 (42)

bem como o limitante superior8.8925. A partir das ma-
trizesP1 e P2 a regra de comutação (6) foi implementada.
As trajetórias das variáveis de estadox(t) ∈ R

3 em função
do tempo, considerando uma pertubação impulsiva do tipo
w(t) = e1δ(t) com e1 sendo a primeira coluna da matriz
identidade, são apresentadas na Figura 1. Em seguida, o pro-

blema de otimização

max
i∈K

sup
Pi>0

{ tr(G′PiG) : (38)} (43)

com γ = 200 também foi resolvido para determinar o li-
mitante inferior4.2503. Com base nestes resultados pode-
mos afirmar que4.2503 ≤ Θ(σ) ≤ 8.8925 sendoσ a re-
gra de comutação (6) determinada com as matrizesP1 e P2.
Via simulação numérica determinamosΘ(σ) = 4.9730, o
que mostra uma maior precisão do limitante inferior. Por
outro lado, podemos também ressaltar que muito embora o
problema de controle ótimoinfσ Θ(σ), restrito ao conjunto
de todas as regras de comutação estabilizantes, seja pratica-
mente impossível de ser resolvido, sua soluçãoσ∗ satisfaz
4.2503 ≤ Θ(σ∗) ≤ 4.9730. Isto coloca em evidência a qua-
lidade do resultado obtido.

4 SÍNTESE DE CONTROLE

Como veremos, não há grandes dificuldades para projetar,
simultaneamente, um controle via realimentação de estado e
uma regra de comutação que minimizam o custo garantido
introduzido anteriormente. Neste sentido, considere o sis-
tema

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) + Bσ(t)u(t) + Gσ(t)w(t) (44)

ξ(t) = Cσ(t)x(t) + Dσ(t)u(t) (45)

com condições iniciais nulas, em quex(t) ∈ R
n é o estado,

u(t) ∈ R
r é o controle,w(t) ∈ R

m é a entrada externa
impulsiva eξ(t) ∈ R

p é a saída controlada. Como anteri-
ormente comentado, a regra de comutaçãoσ(t) = i ∈ K

seleciona um subsistema definido por(Ai, Bi, Gi, Ci, Di).
Nosso objetivo é determinar uma lei de controle da forma

u(t) = Kσ(t)x(t) (46)

e uma regra de comutaçãoσ(x(t)) = i ∈ K que seleciona,
a cada instante de tempot ≥ 0, um elemento do conjunto
K = {K1, · · · , KN}. Aplicando (46) em (44)-(45), o sis-
tema em malha fechada pode ser representado pelas equações
no espaço de estado

ẋ(t) = (Aσ(t) + Bσ(t)Kσ(t))x(t) + Gσ(t)w(t) (47)

ξ(t) = (Cσ(t) + Dσ(t)Kσ(t))x(t) (48)

com condições iniciais nulas. Trata-se de um sistema com a
mesma estrutura daquele já tratado. A única diferença reside
na presença dos ganhos de controle a serem determinados.

Teorema 7 Se existirem dois conjuntos de matrizes simétri-
cas definidas positivas{X1, · · · , XN}, Zij ∀ i 6= j ∈ K×K,
um conjunto de matrizes{L1, · · · , LN} e uma matrizΠ ∈

Revista Controle & Automação/Vol.19 no.4/Outubro, Novemb ro e Dezembro 2008 437



M tais que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas

[

Li +
∑N

j 6=i=1 πjiZij XiC
′
i + L′

iD
′
i

• −I

]

< 0, i ∈ K

(49)
[

Zij + Xi Xi

• Xj

]

> 0, i 6= j ∈ K × K (50)

[

Wi G′
σ(0)

• Xi

]

> 0, i ∈ K (51)

comLi = AiXi + BiLi + XiA
′
i + L′

iB
′
i, então a regra de

comutação (6) comPi = X−1
i e os ganhos de realimentação

Ki = LiX
−1
i fazem com que o sistema em malha fechada

seja globalmente assintoticamente estável. Ademais, a se-
guinte desigualdade

Θ(σ) < min
i∈K

tr(Wi) (52)

é verdadeira.

Prova: Admitindo que as desigualdades matriciais (49),
(50) e (51) sejam válidas, levando em conta queKi =
LiX

−1
i , aplicando o Complemento de Schur em (49) e mul-

tiplicando ambos os lados porPi = X−1
i , obtemos

PiLiPi +

N
∑

j 6=i=1

πjiPiZijPi +

+ (Ci + DiKi)
′(Ci + DiKi) < 0 (53)

para todoi ∈ K. Em seguida, aplicando o Complemento
de Schur em (50) e posteriormente multiplicando ambos os
lados porPi, obtemos

PiZijPi > Pj − Pi (54)

Utilizando as desigualdades (53) e (54) e lembrando que
∑N

j 6=i=1 πji = −πii, temos

PiLiPi +

N
∑

j=1

πjiPj +(Ci +DiKi)
′(Ci +DiKi) < 0 (55)

para todoi ∈ K. Como estas desigualdades, comPiLiPi =
(Ai + BiKi)

′Pi + Pi(Ai + BiKi), representam a aplicação
do Teorema 3 no sistema em malha fechada (47)-(48) con-
cluímos que ele é globalmente assintoticamente estável e que
Θ(σ) < mini∈K tr(G′

σ(0)PiGσ(0)) junto com (51) permitem
obter (52), o que prova o teorema proposto. 2

Podemos utilizar um resultado alternativo, porém mais con-
servador, para tornar o problema apresentado no Teorema 7
possível de ser resolvido através de LMIs e de uma busca uni-
dimensional, tal como foi feito anteriormente. O corolárioa
seguir apresenta as LMIs resultantes.

Corolário 8 Se existirem um conjunto de matrizes simétri-
cas definidas positivas{X1, · · · , XN}, um conjunto de ma-
trizes{L1, · · · , LN} e um escalar positivoγ satisfazendo as
seguintes desigualdades modificadas de Lyapunov-Metzler





Li − γXi XiC
′
i + L′

iD
′
i γXi

• −I 0
• • −γXj



 < 0, (56)

para todoi 6= j ∈ K × K

[

Wi G′
σ(0)

• Xi

]

> 0, i ∈ K (57)

comLi = AiXi + BiLi + XiA
′
i + L′

iB
′
i, então a regra de

comutação (6) comPi = X−1
i e os ganhos de realimentação

Ki = LiX
−1
i fazem com que o sistema em malha fechada

seja globalmente assintoticamente estável e a desigualdade
(52) seja verdadeira.

Prova: Imediata e será, portanto, omitida. 2

Para o cálculo do limitante inferior basta verificar que o Teo-
rema 5 ou o Corolário 6 podem ser aplicados imediatamente
para o sistema em malha fechada. Isto é, as matrizesAq

e Cq devem ser substituídas pelas matrizesAq + BqKq e
Cq+DqKq, respectivamente. Observe que os referidos resul-
tados permitem determinar limitantes inferiores para o custo
Θ(σ) correspondentes aos ganhos de realimentaçãoKq já
determinados. Como acabamos de verificar através do Teo-
rema 7 e do Corolário 8, a dificuldade de síntese está concen-
trada no cálculo deΘ(σ) e não na determinação dos ganhos
de realimentação que definem o controleu(t) = Kσ(t)x(t).
O exemplo dado a seguir ilustra os resultados apresentados
nesta seção.

Exemplo2 : Foi inspirado em um exemplo tratado em (Xie
e Wang, 2004). O objetivo é aplicar o procedimento de sín-
tese de controle do Corolário 8 ao sistema (44)-(45) com as
respectivas matrizes do seu modelo de estado dadas por

A1 =

[

−5 0
0 8

]

, A2 =

[

3 0
0 −2

]

G1 =

[

2
2

]

, G2 =

[

1
1

]

, B1 =

[

4
0

]

, B2 =

[

0
2

]

,

C1 =

[

2 0
0 0

]

, C2 =

[

0 4
0 0

]

, D1 = D2 =

[

0
2

]

Cabe notar que cada subsistema isolado é instável e não con-
trolável. Mesmo assim, será possível determinar uma regra
de comutação estabilizante. Fixandoγ = 500, o problema
de otimização

min
i∈K

inf
Xi,Li,Wi

{tr(Wi) : (56) − (57)} (58)
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Figura 2: Estados do sistema - Exemplo2

foi resolvido considerandoσ(0) = 1 e σ(0) = 2. A solução
com menor custo14.3278, que define um limitante superior
paraΘ(σ), correspondente aσ(0) = 2 é dada por

P1 =

[

0.6232 −0.0001
−0.0001 14.1500

]

P2 =

[

0.6308 −0.0001
−0.0001 13.6972

]

K1 =
[

−0.6232 0.0001
]

K2 =
[

0.0001 −6.8486
]

A Figura 2 apresenta as trajetórias dos estados do sistema
em malha fechadax(t) ∈ R

2 que convergem para zero em
um intervalo de tempo menor do que2 segundos. Para os
mesmos ganhos de realimentação, com o Corolário 6, deter-
minamos um limitante inferior deΘ(σ) igual a7.2892. Por-
tanto, este exemplo ilustra que mesmo com todos os subsiste-
mas instáveis e não controláveis, as condições do Corolário8
permitem determinar uma lei de controle estabilizante, cujo
custo pertence à faixa7.2892 ≤ Θ(σ) ≤ 14.3278. Na ver-
dade, via simulação numérica o valor exatoΘ(σ) = 7.8812
foi determinado, o que mais uma vez comprova a qualidade
do resultado, sobretudo a precisão do limitante inferior. Por
outro lado, aplicando as condições do Corolário 8 com os ga-
nhos de realimentação nulos, deixando atuar apenas a regra
de comutaçãoσ(t), não é possível fazer com que a origem
seja globalmente assintoticamente estável. Portanto, este
exemplo mostra a importância da síntese conjunta de ambas
as variáveis de controle, a saber, a regra de comutação e os
ganhos de realimentação de estado{K1, · · · , KN}.

w1

wN

u

z1

zN

y

G
... ...

Figura 3: Estrutura do sistema multiobjetivo

5 CONTROLE H2 MULTIOBJETIVO

Nesta seção, aplicamos os resultados desenvolvidos anteri-
ormente em problemas de controleH2 multiobjetivo tendo
em vista a real possibilidade de tratarmos sistemas com di-
versos critérios de desempenho possivelmente conflitantes.
Considere o sistema linear invariante no tempoG com múl-
tiplas entradas e múltiplas saídas apresentado na Figura 3 e
descrito pelas seguintes equações de estado

ẋ = Ax + Hw + Bu (59)

z = Cx + Du (60)

y = Ex + Gw (61)

com condições iniciais nulas. Os vetoresx, u, w, z e y re-
presentam o estado, o controle, a entrada externa, a saída
controlada e a saída medida, respectivamente. As matri-
zesH , C e D são particionadas de acordo com a partição
do vetor de entradaw′ = [w′

1 · · · w′
N ] e do vetor de saída

z′ = [z′1 · · · z′N ] da seguinte forma

H =
[

H1 · · · HN

]

(62)

C′ =
[

C′
1 · · · C′

N

]

(63)

D′ =
[

D′
1 · · · D′

N

]

(64)

A saída mediday é conectada à entrada de controleu através
de uma função de transferênciaK(s) definida pelo contro-
lador de tal forma que para cadai ∈ K denominamosTi(s)
a função de transferência em malha fechada entre a entrada
wi e a saídazi. O problemaH2 multiobjetivo consiste na
determinação de uma única função de transferênciaK(s) de
forma a estabilizar o sistema em malha fechada e minimizar
o vetorJ(K)

J(K) =
[

‖T1‖2
2 · · · ‖TN‖2

2

]

(65)

Esta minimização não é fácil, uma vez que geralmente, a mi-
nimização dos critérios‖Ti‖2

2 parai ∈ K apresenta objeti-
vos conflitantes, ou seja, a função de transferênciaK(s) que
minimiza cada um deles não é a mesma. A solução deste
problema foi estudada por vários autores, veja (Khargonekar
e Rotea, 1991) e suas referências. A estratégia utilizada por
(Khargonekar e Rotea, 1991) foi a utilização da parametri-
zação de Youla, que permite expressar as quantidades‖Ti‖2

2
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como funções afins de uma variávelQ ∈ RH∞. Graças à
convexidade de‖Ti(Q)‖2

2 com relação aQ ∈ RH∞, o con-
junto de todas as soluções ótimas de Pareto é obtido a partir
do seguinte problema de otimização escalar

inf
Q∈RH∞

N
∑

i=1

λi‖Ti(Q)‖2
2 (66)

comλ ∈ R
N representando um elemento do conjunto con-

vexoΛ definido em (3). Para cada valor deλ ∈ Λ dado, o
problema (66) fornece uma das soluções ótimas de Pareto,
sendo possível obter o valor ótimo deQo ∈ RH∞ e, por
conseqüência, o controlador ótimoKo, tal que a conexão
u = Ko∗y estabiliza o sistema em malha fechada e minimiza
a função objetivo escalar

∑N
i=1 λo

i ‖zi‖2
2, comzi sendo a res-

posta ao impulso doi-ésimo canal com entradawi e saídazi

para todoi ∈ K. O vetorλo é definidoa priori de forma a
selecionar uma solução de Pareto escolhida.

Nesta seção, pretendemos empregar os resultados anteriores
para resolver o problema multiobjetivo exposto em (65), a
partir de uma formulação mais abrangente que passamos a
discutir. Supondo que o sistema (59)-(61) possua apenas uma
entrada e múltiplas saídas, propomos uma lei de controle da
formau(t) = Kσ(t) ∗ y(t), em queσ(t) é a regra de comu-
tação que seleciona a cada instante de tempo um ganho de
realimentação específicoKσ(t) ∈ K = {K1, · · · , KN}. Di-
ferente do problema clássico multiobjetivo (Khargonekar e
Rotea, 1991), em que o vetorλ ∈ Λ é considerado invariante
no tempo, no presente caso,λ é variante no tempoλ(t) ∈ V ,
sendo queV representa o conjunto de todos os vértices deΛ,
e corresponde a uma variável adicional a ser determinada de
forma a minimizar a função objetivo

∑N

i=1 ‖
√

λizi‖2
2. Para

cadat ≥ 0, associada ao vetorλ(t) ∈ V , definimos a regra de
comutaçãoσ(t) = i seλi(t) = 1 eλj(t) = 0 para todoi 6= j
e a nova saída controladaξ(t) = Cσ(t)x(t) + Dσ(t)u(t). O
novo problema de otimização a ser resolvido é

inf
(σ,u)∈Y

‖ξ‖2
2 (67)

sendo queY representa o conjunto das informações disponí-
veis para a realimentação, ou sejaY = {y(τ) : ∀τ ≤ t}. O
problema (67) não é simples de ser resolvido devido à natu-
reza variante no tempo da lei de comutaçãoσ(t). Assim, em
(Eker e Malmborg, 1999) foi proposta uma estratégia para
resolver (67) composta de duas etapas. A primeira consiste
em encontrar o valor deKi para cadaσ(t) = i fixo

Ki = arg inf
(σ,u)∈Y

{

‖ξ‖2
2 : σ = i

}

, ∀ i ∈ K (68)

A segunda consiste na determinação da regra de comutação

σ(t) = arg min
i∈K

v̄i(x(t)) (69)

a partir da função custōvi(x) associada ao problema de oti-
mização resolvido na primeira etapa.

No contexto deste trabalho, propomos substituir o problema
de otimização (67), pela minimização de um limitante su-
perior adequado para‖ξ‖2

2 que fornece a regra de comu-
tação e um conjunto de ganhos de realimentaçãoK =
{K1, · · · , KN}. Neste sentido, considerando o sistema (59)-
(61) com a nova saídaξ, admitindo que todos os estados
estejam disponíveis para realimentação, o que implica em
E = I, G = 0 e substituindou(t) = Kσ(t)x(t) em (59)-
(61), obtemos

ẋ = (A + BKσ)x + Hw (70)

ξ = (Cσ + DσKσ)x (71)

com condições iniciais nulas. Note que este sistema em ma-
lha fechada tem uma estrutura idêntica àquele dado em (47)-
(48). Portanto, a solução do problema exposto pode ser ob-
tida aplicando-se o resultado do Corolário 8 que fornece

Jo = min
i∈K

inf
γ>0

inf
(Xi,Wi,Li)∈Φ(γ)

Tr(Wi) (72)

sendoΦ(γ) o conjunto de todas as matrizes(Xi, Wi, Li),
i ∈ K satisfazendo as desigualdades (56) e (57) paraγ > 0
fixo, de tal maneira queinf(σ,u)∈Y ‖ξ‖2

2 ≤ Jo pois, para a
mesma regra de comutação e os mesmos ganhos de reali-
mentação, sabemos que‖ξ‖2

2 = Θ(σ). Devemos notar que
o problema (72) é equivalente aN problemas independentes
que podem ser resolvidos fazendo uma busca unidimensional
emγ e resolvendo um conjunto de LMIs.

Teorema 9 Para o caso de realimentação de estado, as se-
guintes afirmações são verdadeiras:

a) O custoJo é menor ou igual ao custo da solução pro-
posta em (Eker e Malmborg, 1999).

b) O custoJo é menor ou igual ao custo de qualquer solu-
ção de Pareto dada em (Khargonekar e Rotea, 1991).

Prova: Considerandoγ > 0 arbitrariamente pequeno, as
restrições (56) são desacopladas e portanto

Jo ≤ min
i∈K

inf
Pi>0,Ki

Tr(H ′PiH) (73)

em quePi > 0 eKi são tais que

A′
kiPi + PiAki + C′

kiCki < 0 (74)

comAki = A + BKi e Cki = C + DKi, para todoi ∈ K.
Logo, da desigualdade (73) obtemos

Jo ≤ min
i∈K

inf
Ki

‖Cki(sI − Aki)
−1H‖2

2 (75)
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que prova o itema), uma vez que a solução de (75) em rela-
ção aKi satisfaz (68) ēvi(x) = x′Pix. Para provar o item
b) considereK um ganho estabilizante qualquer e introduza
no problema (72) as restrições adicionaisKXi = Li, para
todoi ∈ K. Comγ positivo arbitrariamente pequeno, (73) e
(74) são válidas paraK = K1 = · · · = KN e, conseqüente-
mente, de (75), temos

Jo ≤ inf
K

N
∑

i=1

λi‖Cki(sI − Aki)
−1H‖2

2 (76)

para todoλ ∈ Λ o que prova o teorema proposto. 2

A prova do Teorema 9 deixa claro que os métodos propostos
em (Khargonekar e Rotea, 1991) e (Eker e Malmborg, 1999)
são comparáveis ao deste artigo considerando o parâmetroγ
arbitrariamente pequeno. Logo, é de se esperar que com um
grau de liberdade adicional, introduzido porγ > 0, seja pos-
sível determinar uma solução com menor custo. Esta con-
clusão é natural pois em relação ao método (Eker e Malm-
borg, 1999) temos um grau de liberdade adicional (parâmetro
γ > 0) e, em relação a (Khargonekar e Rotea, 1991) temos
vários graus de liberdade adicionais (γ > 0 e N diferentes
ganhosK1, · · · , KN ). O exemplo a seguir ilustra os aspectos
teóricos discutidos nesta seção.

Exemplo3 : Este exemplo foi extraído de (Geromel e Dea-
ecto, 2007). Considere o sistema (59)-(61), comH = I e as
matrizes

A =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 , B =





0
0
1





C1 =





4 0 0
0 4 0
0 0 0



 , D1 =





0
0
1





C2 =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 , D2 =





0
0
8





que representa um triplo integrador com dois critérios con-
flitantes. Desejamos resolver o problemaH2 multiobjetivo
utilizando cada um dos métodos discutidos e comparando-os
entre si.

• Método I (Khargonekar e Rotea, 1991) - A Figura 4 apre-
senta o conjunto de todas as soluções de Pareto do problema
multiobjetivo. Foi verificado que elas têm custos entre51.33
paraλ = [1 0]′ e139.49 paraλ = [0.4 0.6]′.

• Método II (Eker e Malmborg, 1999) - A solução ótima do
primeiro critério tem um custo igual a51.33 enquanto que
o valor mínimo do segundo critério é95.40. Assim sendo,
o controle obtido por este método apresenta um custo não
superior a51.33.

50 100 150 200 250 300 350 400 450

100

200
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400

500

600

700

‖T1‖2

2

‖
T
2
‖
2 2

Figura 4: Soluções de Pareto

• Método Proposto - O problema (72) foi resolvido para
γ = {10−5, 10−1, 1, 2, 10} obtendo-se os custos associa-
dosJo = {51.33, 56.39, 57.70, 51.89, 42.16}. Note que
paraγ muito pequeno o custo obtido é praticamente igual ao
do método II. Paraγ superior a2.2 os custos obtidos são sem-
pre menores que os dos métodos I e II, indicando que o grau
de liberdade adicional devido ao parâmetroγ resulta, de fato,
em um sistema em malha fechada com melhor desempenho.
Se o problema (72) fosse resolvido para os mesmos valores
deγ, mas considerando o ganhoKi conhecido e igual ao ga-
nho ótimo de cada critério isolado parai = 1 e 2, os custos
obtidos seriamJo = {51.33, 58.87, 92.26, 93.37, 89.91}.
Note que eles seriam maiores que os obtidos pelos métodos
anteriores, indicando a importância de se projetar as duas va-
riáveis de controleKσ(t) eσ(t) conjuntamente.

A Figura 5 apresenta as trajetórias da variável de estadox3(t)
a partir da condição inicialx(0) = [1 1 1]′, com o controle
ótimo relativo a cada critério isolado, o controle do método
II e com aquele obtido pelo método aqui proposto paraγ =
10. Os custos correspondentes são102.16, 194.31, 102.16 e
57.25, respectivamente.

6 CONCLUSÃO

Neste trabalho, analisamos diversos aspectos de sistemas li-
neares com comutação. Dentre eles devemos citar o estudo
de estabilidade assintótica global e a determinação de um
custo garantido que se aplica quando o sistema estiver su-
jeito à perturbações externas impulsivas. Este último re-
sultado reduz-se à normaH2 quando não ocorrem comuta-
ções. As diversas condições são expressas por um conjunto
de desigualdades de Lyapunov-Metzler que possuem natu-
reza não-convexa sendo, portanto, de difícil solução. Para
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Figura 5: Simulação dex3(t)

contornar esta dificuldade propomos um método alternativo
que substitui a solução de desigualdades não-convexas por
uma busca unidimensional e a solução de um conjunto de
LMIs. Para evidenciar a qualidade do resultado final, cal-
culamos limitantes inferiores para o critério de desempenho
adotado. Um ponto interessante e ilustrado através de um
exemplo é a possibilidade de determinar um controle estabili-
zante mesmo que cada subsistema isolado seja instável e não
controlável. A teoria desenvolvida foi utilizada com sucesso
para propor uma solução alternativa para problemasH2 mul-
tiobjetivo. Neste particular contexto, o método proposto for-
nece resultados melhores que os existentes na literatura para
tratar esta classe de problemas. Um tópico interessante para
pesquisas futuras consiste na obtenção de resultados simila-
res para sistemas com comutação e realimentação de saída.
Neste caso, o objetivo principal continua sendo a determina-
ção de um conjunto de controladores dinâmicos e uma lei de
comutação que sejam capazes de assegurar a estabilidade as-
sintótica global do sistema em malha fechada. A dificuldade
central é que, não sendo o estado disponível, as regras de
comutação aqui apresentadas não podem ser adotadas. Uma
primeira abordagem deste problema foi feita em (Geromel
et al., 2008).

7 APÊNDICE

Sejaf(x, i) : R
n × K → R. Por hipótese,f(x, i) tem deri-

vadas parciais∂f/∂xi contínuas para todoi ∈ K. Defina a
funçãoν(x) : R

n → R como sendo

ν(x) = min
i∈K

f(x, i) = min
λ∈Λ

N
∑

i=1

λif(x, i) (77)

Trata-se de uma função contínua mas que não é necessaria-
mente diferenciável nos pontos em que o conjunto

Z(x) = {i ∈ K : ν(x) = f(x, i)} ⊂ K (78)

é composto por mais de um elemento. A derivada direcional
à direita da função (77) em um pontox ∈ R

n e em uma
direçãod ∈ R

n é definida na forma

D+ν(x, d) = lim
h→0+

ν(x + hd) − ν(x)

h
(79)

e é calculada com o auxílio do Teorema de Danskin cuja
prova pode ser encontrada em (Lasdon, 1970), pag. 420.

Teorema de Danskin A derivada direcional da funçãoν(x)
existe em qualquer pontox ∈ R

n, em qualquer direçãod ∈
R

n e é dada por

D+ν(x, d) = min
l∈Z(x)

∇f(x, l)′d (80)

A prova deste importante resultado mostra que a derivada di-
recionalD+ν(x, d) dada acima é conseguida tendo em vista
que os limiteslim sup e lim inf do lado direito de (79) coin-
cidem.

Suponha agora quex(t), t ≥ 0 seja uma trajetória qualquer
do sistema lineaṙx(t) = Ax(t). Parah → 0+, temosx(t +
h) = x(t) + hẋ(t) = x(t) + hAx(t) e portanto

D+ν(x(t)) = lim
h→0+

ν(x(t + h)) − ν(x(t))

h

= D+ν(x(t), Ax(t))

= min
l∈Z(x(t))

∇f(x(t), l)′Ax(t) (81)

No caso particular tratado neste artigo que corresponde a es-
colherf(x, i) = x′Pix comPi matrizes simétricas definidas
positivas para todoi ∈ K, obtemos

D+ν(x(t)) = min
l∈Z(x(t))

x(t)′(A′Pl + PlA)x(t) (82)

Este procedimento pode também ser aplicado para calcular a
derivada direcional da função

ϑ(x) = max
i∈K

f(x, i) = max
λ∈Λ

N
∑

i=1

λif(x, i) (83)

De fato, definindoZ(x) = {i ∈ K : ϑ(x) = f(x, i)} ⊂ K

e reescrevendo-a de forma equivalente

ϑ(x) = −min
i∈K

−f(x, i) (84)

o Teorema de Danskin fornece

D+ϑ(x, d) = − min
l∈Z(x)

−∇f(x, l)′d

= max
l∈Z(x)

∇f(x, l)′d (85)
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permitindo concluir que, em particular, para as funções qua-
dráticasf(x, i) = x′Pix comPi matrizes simétricas defini-
das positivas para todoi ∈ K, temos

D+ϑ(x(t)) = max
l∈Z(x(t))

x(t)′(A′Pl + PlA)x(t) (86)

Estes resultados são aplicados em diversos pontos deste ar-
tigo, sobretudo na prova do Teorema 1 e na discussão colo-
cada em seguida.
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