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†Licenciado do Departamento de Engenharia Elétrica, PUC-RS, Porto Alegre, RS, Brasil.

ABSTRACT

In this paper, we address the problem of analysing the
local stability of the equilibrium point of uncertain non-
linear systems and estimating its respective domain of
attraction. We derive LMI conditions for the local ro-
bust stability problem based on Lyapunov functions
which are polynomial functions of the state and uncer-
tain parameters. The problem of maximizing the es-
timation of the domain of attraction consists of maxi-
mizing a level surface of the Lyapunov function inside
a given polytope. Numerical examples show the perfor-
mance of our approach.

KEYWORDS: Uncertain nonlinear systems, linear ma-
trix inequalities, domain of attraction, polynomial
Lyapunov functions.

RESUMO

Neste artigo, aborda-se o problema de análise de estabi-
lidade local do ponto de equiĺıbrio de sistemas não linea-
res incertos e de seu respectivo domı́nio de atração. São
propostas condições em termos de inequações matriciais
lineares (LMIs) para o problema de estabilidade robusta
local baseadas em funções de Lyapunov que são funções
polinomiais dos estados e dos parâmetros incertos. O
problema de maximização da estimativa do domı́nio de
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atração consiste na maximização de uma curva de ńı-
vel dentro de um dado politopo. Exemplos numéricos
demonstram o desempenho desta metodologia.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas não lineares incertos, ine-
quacoes matriciais lineares, domı́nio de atração, funções
de Lyapunov polinomiais.

1 INTRODUÇÃO

Como determinar funções de Lyapunov é um problema
fundamental em sistemas de controle. Muitos mé-
todos têm sido propostos para obter obter tais fun-
ções no contexto de sistemas não lineares. Por exem-
plo, poderiamos mencionar as técnicas baseadas nas
equações de Riccati (Mracek e Cloutier, 1998; Sznaier
et al., 1998; Langson e Alleyne, 1999; Kazakova-Frehse
e Moor, 1999) e na resolução de problemas convexos em
termos de LMIs (El Ghaoui e Scorletti, 1996; Pettersson
e Lennartson, 1997; Dussy e El Ghaoui, 1997; Kiriaki-
dis, 1998; Johansen, 2000; Iwasaki, 2000).

Nestes métodos de determinação de funções de Lyapu-
nov, é importante que a formulação permita uma fácil
extensão para problemas de śıntese ou de desempenho,
como por exemplo H2 ou H∞. Outra caracteŕıstica de-
sejada é que a classe de sistemas abordados seja a mais
abrangente posśıvel.

Neste contexto, as técnicas LMI se mostram promissoras
por solucionar uma grande variedade de problemas na
teoria de controle com algoŕıtimos numericamente efi-
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cientes. Em geral, os métodos propostos na literatura
utilizam o conceito de estabilidade quadrática que apli-
cados a sistemas com incertezas conduzem a resultados
conservadores, pois não levam em consideração a taxa
de variação dos parâmetros. Por exemplo, o trabalho
de (El Ghaoui e Scorletti, 1996) que utiliza funções de
Lyapunov quadráticas apresenta resultados conservado-
res na análise de estabilidade de Sistemas Não Lineares
Incertos.

Em (Trofino, 2000b) foi proposto um método de análise
de estabilidade local de sistemas não lineares incertos,
utilizando funções de Lyapunov polinomiais nos estados
e parâmetros, na forma v(x, δ) = x′P(x, δ)x, introdu-
zindo o conceito de estabilidade Qr.

Neste trabalho, que é a versão completa do artigo
(Coutinho e Trofino, 2000), complementa-se o trabalho
de (Trofino, 2000b) sobre a análise de estabilidade Qr ,
com as seguintes contribuições: (i) realiza para o pro-
blema de estimativa da região de atração um estudo
comparativo entre algumas abordagens encontradas na
literatura; (ii) apresenta uma técnica para a estimativa
da taxa de convergência das trajetórias do sistema; e
(iii) extende os resultados para uma classe de sistemas
com não linearidades trigonométricas.

Notação

Neste artigo, utiliza-se a notação usual. In indica a ma-
triz identidade de ordem n×n, 0n×m indica uma matriz
de zeros de ordem n × m e 0n indica uma matriz de
zeros n × n. P > 0 (≥ 0) significa que P é uma ma-
triz simétrica definida positiva (semi-definida positiva).
P ′ é a matriz transposta de P . Sempre que posśıvel as
dimensões das matrizes são definidas pelo contexto. A
derivada temporal da função v(t) é simbolizada por v̇(t)
onde o argumento (t) será frequentemente omitido. RA

representa a fronteira exata da região de atração de um
ponto de equiĺıbrio e a região Υ é uma estimativa de
RA.

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Seja a classe de sistemas não lineares incertos

ẋ = A(x, δ)x (1)

onde x ∈ R
m0 denota o vetor de estados, δ ∈ R

nδ

são os parâmetros incertos do sistema e A(x, δ) é uma
função racional matricial de (x, δ). Assume-se que o lado
direito da equação diferencial (1) é limitado para todos
os valores de x, δ de interesse e x = 0 é um ponto de
equiĺıbrio.

Neste trabalho, estamos interessados em analisar as
propriedades locais da origem do sistema (1) numa
dada vizinhança representada por um dado politopo Bx.
Assume-se que o parâmetro δ e a sua taxa de variação δ̇
não são conhecidos mas limitados por um dado politopo
Bδ . A notação (x, δ, δ̇) ∈ Bx × Bδ implica que x ∈ Bx e
(δ, δ̇) ∈ Bδ .

Para analisar a estabilidade do sistema (1) utilizaremos
uma classe particular de funções de Lyapunov na carac-
terização da estabilidade exponencial. Para enfatizar
esse ponto, apresentaremos a seguinte definição de esta-
bilidade, proveniente de (Trofino, 2000b).

Definição 2.1 (Estabilidade Qr)

Seja B = Bx×Bδ um dado meta-politopo, definindo uma
vizinhança da origem e os valores admisśıveis de (δ, δ̇).
A origem do sistema (1) é denominada localmente Qr

estável se existem funções de classe K, φ1(·), φ2(·), φ3(·),
e uma função do tipo v(x, δ) = x′P(x, δ)x, onde P(x, δ)
é uma matriz polinomial de grau “ r ” em (x, δ), tais que
as seguintes condições estejam satisfeitas ∀ (x, δ, δ̇) ∈ B:

• φ1(‖x‖) ≤ v(x, δ) = x′P(x, δ)x ≤ φ2(‖x‖).
• v̇(x, δ) ≤ −φ3(‖x‖).

Em caso afirmativo, v(x, δ) = x′P(x, δ)x é denominada
de função de Lyapunov local para a origem.

Note que a noção de estabilidade Qr implica na esta-
bilidade exponencial da origem do sistema não linear
incerto (Khalil, 1996) com um tipo particular de função
de Lyapunov.

Para possibilitar uma formulação LMI do problema de
análise de estabilidade considere que o sistema (1) possa
ser reescrito na seguinte forma{

ẋ = A(x, δ)x =
∑q

i=0 Aiπi , Ω(x, δ)π = 0
π0 = x , πi+1 = θiπi , i = {0, . . . , d− 1} (2)

onde x ∈ R
m0 é o vetor de estados; δ ∈ R

nδ são os parâ-
metros incertos do sistema; πi ∈ R

mi são variáveis au-
xiliares que permitem rescrever as não-linearidades do
sistema, funções racionais de (x, δ), como uma função
linear do vetor auxiliar π =

[
π′

1 . . . π′
q

]′ ∈ R
m onde

m =
∑q

i=0 mi; Ai ∈ R
m0×mi , para i = {0, . . . , q},

são matrizes constantes associadas à dependência do sis-
tema em relação às variáveis πi; θi ∈ R

mi+1×mi , para
i = {0, . . . , d− 1}, são funções matriciais afins em (x, δ)
usadas para expressar as relações entre os vetores πi.
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Note que, definidos dessa forma, πi é uma função poli-
nomial de grau i em (x, δ). A matriz Ω(x, δ) ∈ R

mΩ×m é
uma função matricial afim em (x, δ) usada para expres-
sar relações adicionais entre os vetores πi. Por exemplo,
funções racionais em (x, δ) serão reescritas em termos
das variáveis π dessa forma.

Para simplificar a notação, não será mais explicitada a
dependência das funções auxiliares πi, θi e Ω em relação
às variáveis x, δ e o tempo. Assume-se que o ponto de
equiĺıbrio em análise é a origem do sistema x = 0, e
a representação do sistema em termos da variável π é
equivalente à representação (1), isto é, se a variável π
for eliminada se retorna à representação original (1).

Comentário 2.1 A classe de sistemas definida em (2)
é mais abrangente do que as classes de sistemas poli-
nomiais (Tibken, 2000) e engloba as representadas por
frações lineares (LFR) (Dussy e El Ghaoui, 1997), co-
mumente utilizadas em métodos que empregam LMIs,
além disso é posśıvel descrever vários tipos de não linea-
ridades não racionais nesta classe de sistemas, veja para
maiores detalhes a seção 6.

Note, a partir da definição do sistema (2), que as ma-
trizes θi são funções afins de (x, δ). Em particular, a
matriz θ0, que como veremos a seguir tem um papel im-
portante na construção da função de Lyapunov, pode
ser representada na forma:

θ0 =
m0∑
i=1

Tixi +
nδ∑
i=1

Uiδi + V (3)

onde Ti, Ui e V são matrizes constantes tendo as mes-
mas dimensões de θ0 e xi, δi são os i-ésimos termos dos
vetores x e δ.

O próximo teorema apresenta condições suficientes, para
o problema de análise de estabilidade, utilizando a defi-
nição de estabilidade Q2.

Teorema 2.1 (Estabilidade Q2)

Considere o sistema não linear incerto (2), a representa-
ção (3) da matriz auxiliar θ0, seja si a i-ésima linha da
matriz identidade Im0 e a seguinte notação auxiliar:

θ̃0 =

m0∑
i=1

Tixsi ; θ̂0 =

nδ∑
i=1

Uiδ̇i ;

Aa =

[
A0 A1

θ̂0 + (θ0 + θ̃0)A0 (θ0 + θ̃0)A1

]
;

Ab =

[
A2 · · · Aq

(θ0 + θ̃0)A2 · · · (θ0 + θ̃0)Aq

]
;

Cx =




x2 −x1 0 · · · 0

0 x3 −x2

. . .
.
.
.

.

..
. . .

. . .
. . . 0

0 · · · 0 xm0 −xm0−1


 ; (4)

Ca =

[
Cx 0
θ0 −Im1

]
; Cb =

[
Ω

C̃b 0

]
;

C̃b =




Cx 0 · · · · · · 0

θ0 −Im1

. . .
..
.

0
. . .

. . .
. . .

.

.

.
.
..

. . .
. . .

. . .
.
..

0 · · · 0 θd−1 −Imd




.

onde Cx é a matriz definida em (Trofino, 2000a), lema
2.1.

Seja Bx um dado politopo definindo uma região na vi-
zinhança da origem do sistema. Seja Bδ um politopo
definindo os valores admisśıveis de δ e de sua taxa de
variação δ̇. O sistema não linear incerto (2) é local-
mente Q2 estável se existem matrizes P = P ′, La e Lb

com as mesmas dimensões de Aa, Ca
′ e Cb

′ respectiva-
mente, tais que as seguintes LMIs sejam satisfeitas nos
vértices do meta-politopo Bx ×Bδ .

P + LaCa + C ′
aL′

a > 0 (5)[
A′

aP + PAa PAb

A′
bP 0

]
+ LbCb + C ′

bL
′
b < 0

Em caso afirmativo, a função v(x, δ) = x′P(x, δ)x, com
a matriz P(x, δ) abaixo definida, é uma função de Lya-
punov local para o sistema (2).

P(x, δ) =
[

Im0

θ0

]′
P

[
Im0

θ0

]
(6)

Observe que as condições propostas no teorema acima e
no trabalho (Trofino, 2000b) não são equivalentes apesar
de utilizarem a mesma noção de estabilidade.

3 REGIÃO DE ATRAÇÃO

Nesta seção, abordaremos o problema da determinação
de uma estimativa adequada da região de atração do sis-
tema não linear incerto (2). Para esse fim mostraremos
que a região delimitada por uma certa curva de ńıvel da
função de Lyapunov se torna positivamente invariante se
determinadas condições adicionais forem satisfeitas. A
idéia é que a curva de ńıvel deva estar contida no poli-
topo Bx onde a função de Lyapunov é testada. Visando
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obter uma formulação convexa, faremos inicialmente al-
gumas definições e considerações.

Por conveniência representaremos o politopo Bx pelos
seus vértices, ou por um conjunto de inequações lineares
na forma:

Bx = { x : a′
kx ≤ 1 , k = 1, . . . , nf } (7)

onde ak ∈ R
m0 são vetores dados associados as nf faces

do politopo Bx.

Desejamos encontrar condições para que a seguinte re-
gião seja uma estimativa da região de atração da origem
do sistema (2).

Υ = {x : v(x, δ) = x′P(x, δ)x ≤ 1} (8)

Observe que esta região não é um elipsóide usual, visto
que v(x, δ) não é uma função quadrática em x.

Para garantirmos a invariância da região acima definida,
devemos assegurar a seguinte relação de inclusão Υ ⊂
Bx . A partir de (Boyd et al., 1994) e (Trofino, 2000a),
a relação de inclusão é garantida se as seguintes LMIs[

1 b′k
bk (P + L1Ca1 + C′

a1L
′
1)

]
≥ 0 , ∀ k (9)

são satisfeitas, para k = {1, . . . , nf}, nos vértices do
politopo Bx, onde os vetores auxiliares bk são dados por:

bk =
[

ak

0

]
∈ R

m0+m1 (10)

Resumindo, a factibilidade das LMIs (9) garante a rela-
ção de inclusão Υ ⊂ Bx e a factibilidade de (4) garante
v(x, δ) > 0 e v̇(x, δ) < 0 ponto a ponto em Bx. Logo a re-
gião (8) é positivamente invariante. Para a região Υ ser
uma estimativa adequada da região de atração devemos
maximizá-la em relaçao a algum ı́ndice, por exemplo em
relação ao seu volume ou em relação ao semi-eixo maior,
veja maiores detalhes em (Boyd et al., 1994). Neste tra-
balho, a maximização desta região será feita através do
seguinte problema de otimização que deve ser resolvido
nos vértices do meta-politopo Bx ×Bδ .

min λ :

{
(5), (9), e
λ I − (

P + LaCa + Ca
′La

′) > 0
(11)

Exemplo 3.1 (Van der Pol em tempo reverso - VdPtr)

Aplicando a metodologia proposta no sistema Van der
Pol em tempo reverso (Khalil, 1996), abaixo represen-
tado, podemos obter uma estimativa de RA[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 −1
1 ε(x2

1 − 1)

] [
x1

x2

]
(12)

Estaremos assumindo que a constante de amortecimento
não-linear é conhecida e dada por ε = 1.

Considere que o politopoBx seja definido pelos seguintes
vértices {[

α
0

]
,

[
0
α

]
,

[ −α
0

]
,

[
0
−α

] }

onde α é uma constante a ser determinada tal que Bx

seja o maior posśıvel. Note que neste sistema não temos
incerteza, portanto Bx ×Bδ = Bx.

A figura 1 mostra os resultados para α = 1.82, consi-
derando o problema de otimização (11) e as seguintes
variáveis auxiliares

π0 =
[

x1 x2

]′
; π1 =

[
x2

1 x1x2 x1x2 x2
2

]′
;

π2 =
[

x3
1 x2

1x2

]′
; θ0 =

[
x1I2

x2I2

]
;

θ1 =
[

x1I2 02

]
; A0 =

[
0 −1
1 −1

]
;

A1 =
[

02 02

]
; A2 =

[
0 0
0 1

]
;

Ω = 0.

x1
-3 0 3

-3

0

3

-2.41-1.82-1.23-0.64 0.541.131.722.31

-2.41

-1.82

-1.23

-0.64

0.54

1.13

1.72

2.31 RA

Bx

Υ

x2

Figura 1: Região RA, politopo B e estimativa Υ

Exemplo 3.2 (VdPtr incerto)

Para ilustrar a aplicação da metodologia a sistemas in-
certos, considere que o coeficiente de amortecimento não
linear do exemplo anterior seja um parametro incerto
cujo valor é dado pela seguinte expressão:

ε = 0.8 + 0.2δ

onde δ ∈ [−1, 1]. Portanto, o sistema de VdPtr incerto
pode ser escrito na seguinte forma:[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 −1
1 (0.8 + 0.2δ)(x2

1 − 1)

] [
x1

x2

]
(13)
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Considere a mesma definição utilizada no exemplo 3.1
para o politopo Bx. Seja Bδ o segmento de reta definido
por [−1, 1].

A figura 2 mostra os resultados para α = 1.45, con-
siderando o problema de otimização (11) e a seguinte
formulação em termos das variáveis auxiliares

π0 =

[
x1

x2

]
; π1 =

[
x2
1 x1x2 x1x2 x2

2 δx1 δx2

]′
;

π2 =

[
x3
1

x2
1x2

]
; π3 = δx2

1x2 ; θ0 =


 x1I2

x2I2
δI2


 ;

θ1 = [ x1I2 02×4 ] ; θ2 =
[

0 δ
]

; Ω = 0

A0 =

[
0 −1
1 −0.8

]
; A1 =

[
01×5 0
01×5 −0.2

]
;

A2 =

[
0 0
0 0.8

]
; A3 =

[
0

0.8

]
.

-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

3.0

Bx

Υ

x2

x1

Figura 2: Politopo Bx e estimativa Υ para VdPtr com
incerteza

Visando aprimorar a estimativa da região de atração
analisaremos a influência da forma geométrica e do nú-
mero de vértices do politopo Bx, considerando o sistema
do exemplo 3.1 (Van der Pol em tempo reverso sem in-
certeza).

No exemplo 3.1 utilizamos um politopo na forma de um
losango simétrico em relação a origem. Pela forma geo-
métrica estimada, podemos considerar um politopo Bx

retangular com uma inclinação na direção do eixo maior
da estimativa Υ. A figura 3 apresenta a estimativa ob-
tida para este politopo com as mesmas condições do
exemplo 3.1.

Outro fator importante a considerar na melhoria da es-
timativa da região de atração é o número de vértices
do politopo Bx. Por exemplo, no caso do politopo da
figura 3 aparentemente a estimativa Υr esta limitada
na direção do seu eixo maior. A figura 4 mostra os re-
sultados obtidos para um politopo Bx com 6 vértices
considerando as mesmas condições do exemplo 3.1.

Υ

-3 0 3
-3

0

3

-2.41-1.82-1.23-0.64 0.54 1.13 1.72 2.31

-2.41

-1.82

-1.23

-0.64

0.54

1.13

1.72

2.31
x2

x1

RA

Bx

Figura 3: Região de atração RA, politopo (Br) e esti-
mativa Υ

-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

3.0
RA

Br2

Υr2

x1

x2

Figura 4: Região de Atração RA, politopo Br2 e estima-
tiva Υr2

Analisando as figuras 3 e 4 verificamos que devemos ex-
plorar a forma do politopo Bx para aprimorarmos a es-
timativa da região de atração. Intuitivamente, já era es-
perado que o aumento do número de vértices melhoraria
a estimativa da região de atração. Entretanto, devemos
ter um certo critério na escolha dos vértices, já que,
dependendo da situação, podemos piorar a estimativa.
Outro fator a considerar, como veremos na sequência
deste trabalho, é o aumento do esforço computacional
gerado pelo aumento de vértices.

4 ESTABILIDADE Q4

Para aumentarmos o grau de liberdade na escolha da
função de Lyapunov v(x, δ) = x′P(x, δ)x podemos ele-
var a ordem da matriz P(x, δ). Para tal, utilizaremos
a noção de estabilidade Q4, onde a matriz P(x, δ) é de
grau 4 em relação a (x, δ).

O seguinte teorema propõe condições suficientes para
estabilidade Q4 e pode ser visto como uma extensão do
teorema 4.1 de (Trofino, 2000a), Para isso vamos consi-
derar a seguinte notação para as matrizes θ0 e θ1 , que
por definição são afins em (x, δ).

θi =
m0∑
j=1

Tijxj +
nδ∑

j=1

Uijδj + Vi , i = {0, 1} (14)
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Teorema 4.1 (Estabilidade Q4 e região de atração)

Seja B um dado politopo, tal que (x, π1, δ, δ̇) ∈ B. Consi-
dere o sistema (2), a representação (14) para as matrizes
θ0 e θ1 , a notação auxiliar (4) e

θ̃i =

m0∑
j=1

Tijπisj e θ̂i =

nδ∑
j=1

Uij δ̇j para i = {0,1}

ck =
[

a
′
k 0

]′
∈ R

(m0+m1+m2)

Γ0 = θ̂0 + (θ0 + θ̃0)A0

Γ1 = (θ0 + θ̃0)A1

.

..

Γq = (θ0 + θ̃0)Aq

Aa =


 A0 A1 A2

Γ0 Γ1 Γ2

θ̃1A0 (θ̃1 + θ̂1)A1 θ̃1A2




Ab =


 A3 · · · Aq 0

Γ3 · · · Γq 0
0 · · · 0 θ1


 (15)

Ca =


 Cx 0 0

θ0 −Im1 0
0 θ1 −Im2




Cb =


 Ω 0

C̃b 0
Γ0 Γ1 · · · Γq −Imq+1




O sistema (2) é Q4 estável se existem matrizes P = P ′,
La e Lb, com as mesmas dimensões de Aa, C ′

a e C ′
b, e um

escalar λ, tais que as seguintes LMIs estejam satisfeitas
nos vértices do politopo B:

min λ sujeito à (16)
P + LaCa + Ca

′La
′ > 0[

(Aa
′P + PAa) PAb

Ab
′P 0

]
+ LbCb + Cb

′Lb
′ < 0[

1 ck
′

ck (P + LaCa + Ca
′La

′)

]
≥ 0 , ∀ k

λI − (P + LaCa + Ca
′La

′) ≥ 0

Em caso afirmativo, a função v(x, δ) = x′P(x, δ)x, com
a matriz P(x, δ) definida a seguir, é uma função de Lya-
punov local e Υ = {x : x′P(x, δ)x ≤ 1} é uma estimativa
da região de atração da origem do sistema (2).

P(x, δ) =


 Im0

θ0

θ1 θ0




′

P


 Im0

θ0

θ1 θ0


 (17)

O próximo exemplo ilustra a aplicação do teorema 4.1
e permite uma análise do compromisso entre o esforço
computacional e o conservadorismo dos resultados.

Exemplo 4.1 Podemos obter uma estimativa da região
de atração do sistema Van der Pol em tempo reverso
utilizando a noção de estabilidade Q4 para as mesmas
condições do exemplo (3.1). Para tal, consideraremos
que o politopo Bx seja definido pelos seguintes vértices:{[ −α

−4α

]
,

[
3α
0

]
,

[
3α
3α

]
,

[
α
4α

]
,

[ −3α
0

]
,

[ −3α
−3α

]}

onde α é uma constante a ser determinada tal que Bx

seja o maior posśıvel. Aplicando o teorema 4.1, obtem-
se a matrix P dada por (18).

A figura (5) mostra diversas estimativas do domı́nio de
atração considerando os seguintes resultados: Υa (El
Ghaoui e Scorletti, 1996); Υb (Davison e Kurak, 1971);
Υc (Q2, com α = 0.53) e Υd (Q4, com α = 0.60).

Υc

-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

3.0

-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

3.0

-2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

3.0

-2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
-3.0

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

1.8

2.4

0

x1

x2

RA

Υa

Υd

Υb

Figura 5: Diversas estimativas de RA.

Verificamos que o aumento da ordem de P(x, δ) produ-
ziu uma aproximação da Região de Atração da ordem de
grandeza da proposta em (Davison e Kurak, 1971) e me-
lhor do que a de (El Ghaoui e Scorletti, 1996). Podeŕıa-
mos tentar melhorá-la colocando novos vértices nos ex-
tremos das direções a1 =

[
1 1

]′ e a2 =
[

1 −1
]′.

Em contrapartida, o aumento do número de vértices e
o conceito de estabilidade Q4 produzem um grande au-
mento do esforço computacional.

A tabela 1 compara o esforço computacional para resol-
ver o exemplo 3.1 com as noções de estabilidade Q2 e
Q4. A coluna NE representa a noção de estabilidade,
NV o número de vértices, NL o número de LMIs e VD
o número de variáveis de decisão.

5 TAXA DE CONVERGÊNCIA

Utilizando o prinćıpio da invariância e o conceito de es-
tabilidade exponencial, como em (Slotine e Li, 1991),
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P =




0.54670 −0.23060 0.00000 −0.00001 0.00000 −0.09229 0.00000 0.00811
−0.23060 0.3420 0.00001 0.47732 −0.38502 0.00000 0.10197 −0.00072

0.00000 0.00000 −0.08711 −0.05815 0.01447 0.00544 0.00000 0.16394
−0.00001 0.47732 −0.05815 1.96711 −1.36825 −0.47213 0.00000 −0.07157

0.00000 −0.38502 0.01447 −1.36825 0.83333 0.44604 −0.16394 0.07157
−0.09229 0.00000 0.00544 −0.47213 0.44604 0.01179 0.00000 0.00000

0.00000 0.10197 0.00000 0.00000 −0.16394 0.00000 0.03398 0.00236
0.00811 −0.00072 0.16394 −0.07157 0.07157 0.00000 0.00236 −0.00013




(18)

NE NV VD NL
Q2 4 107 14
Q4 4 224 14
Q2 6 107 21
Q4 6 224 21

Tabela 1: Esforço computacional × noção de estabili-
dade

podemos obter estimativas da região de atração e da
taxa de convergência dos estados. É interessante notar
que a estabilidade exponencial implica em estabilidade
assintótica e fornece uma noção da localização dos esta-
dos em qualquer instante de tempo, similar ao conceito
de pólos em sistemas lineares.

Considere que a função de Lyapunov v(x, δ) =
x′P(x, δ)x e sua derivada são limitadas da seguinte ma-
neira:

λ‖x‖2
2 ≤ x′P(x, δ))x ≤ λ‖x‖2

2

v̇(x, δ) ≤ −ε‖x‖2
2 (19)

onde λ, λ e ε são constantes positivas.

Suponha que as trajetórias do sistema (2) satisfaçam a
seguinte relação

‖x(t)‖ ≤ β‖x(0)‖e−ρ t , ∀ x(0) ∈ Υ ⊆ Bx (20)

onde as constantes ρ (conhecida como taxa de conver-
gência) e β são positivas.

Então, podemos fazer as seguintes considerações:

λ‖x(t)‖2 ≤ v(x, δ) ≤ λ‖x(t)‖2

λ‖x(0)‖2 ≤ v(0) ≤ λ‖x(0)‖2

v(x, δ) ≤ α v(0) e−t/η (21)

onde α = β2λ
2

λ2 e η = 1
2ρ .

Utilizando o lema de convergência de (Slotine e Li,
1991), relacionamos η com v(x, δ) e v̇(x, δ) da seguinte
forma

η v̇(x, δ) + v(x, δ) ≤ 0 (22)

O interesse da expressão acima é que ela pode ser ex-
pressa tem termos de LMIs. Note-se que a constante
η está relacionada com a taxa de convergência ρ = 1

2η
que é uma garantia da rapidez com que os estados con-
vergem para a origem. Quanto menor η mais rápido os
estados convergem para a origem.

Com o mesmo procedimento da secção 4, podemos ob-
ter uma formulação LMI para o problema de estimar a
região de atração com minimização da variável η.

Teorema 5.1 (Taxa de Convergência)

Seja B um dado politopo, tal que (x, π1, δ, δ̇) ∈ B.

Considere o sistema (2) e as notações auxiliares (4), (15).

O sistema (2) é Q4 estável se existem matrizes P =
P ′, La, Lb e uma constante η > 0 tais que o seguinte
problema de otimização esteja satisfeito nos vértices do
politopo B.

min η sujeito a (23)

P + LaCa + Ca
′La

′ > 0

η ×
[

(Aa
′P + PAa) PAb

Ab
′P 0

]

+

[
(P + LaCa + Ca

′La
′) 0

0 0

]
+LbCb + Cb

′Lb
′ < 0[

1 ck
′

ck (P + LaCa + Ca
′La

′)

]
> 0 ∀ k

Em caso afirmativo, a função v(x, δ) = x′P(x, δ)x, onde
a matriz P(x, δ) é dada por (17), é uma função de Lya-
punov local, Υ = {x : x′P(x, δ)x ≤ 1} é uma estimativa
da região de atração da origem do sistema (2) e a taxa
de convergência satisfaz ρ ≥ 1

2η
.

Note que o teorema 5.1 foi formulado utilizando o
conceito de estabilidade Q4, mas também pode ser
aplicado ao conceito de estabilidade Q2. Para tal,
basta zerarmos partes espećıficas da matriz P(x, δ), veja
(Trofino, 2000b) para maiores detalhes.

Exemplo 5.1 (Taxa de Convergência) Para exemplifi-
car a aplicação do teorema 5.1 utilizaremos o sistema
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Van der Pol em tempo reverso. A figura 6 mostra os
resultados para as mesmas condições do exemplo 3.1.

Υ

-3 0 3
-3

0

3

-2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.6 1.2 1.8 2.4

-2.4

-1.8

-1.2

-0.6

0.6

1.2

1.8

2.4

x1

x2 RA

Bx

Figura 6: Estimativa Υ para ρ ≥ 1
76 , considerando um

politopo Br

O valor obtido para η = 38 indica que a taxa de conver-
gência satisfaz ρ ≥ 1

76 . Isto é, as trajetórias do sistema
(12) satisfazem a seguinte relação:

‖x(t)‖ ≤ β‖x(0)‖e−t/76 , ∀ x(0) ∈ Υ

6 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS

Com base no trabalho de (Trofino, 2000b), podemos
obter uma formulação do tipo (2) para sistemas que
possuam não linearidades trigonométricas. Devido à
sua simplicidade a metodologia será apresentada dire-
tamente no clássico exemplo do pêndulo.

Considere a representação por variáveis de estado do
pêndulo apresentada em (Slotine e Li, 1991)

ẋ1 = x2

ẋ2 = α1 sin x1 + α2x2 (24)

podemos definir duas variáveis auxiliares x3 = sin x1 e
z = cosx1. Aplicando em (24), obtemos duas novas
relações:

• Diferencial: ẋ3 = x2 z;

• Algébrica: x3
2 + z2 = 1.

Portanto, podemos construir o seguinte sistema auxiliar:

ẋ =


 0 1 0

0 α2 α1

0 z 0


 x , ∀ (x, z) : x3

2 + z2 − 1 = 0 (25)

Para as condições iniciais x1(0), x2(0), x3(0) =
sin(x1(0)), as trajetórias do sistema do sistema original
(24) se repetem no sistema auxiliar (25).

A escolha das matrizes θi da representação do sistema
(2) não é única e influencia nos resultados obtidos. Por-
tanto podemos explorar esta caracteŕıstica para melho-
rar a estimativa da região de atração do sistema (24).

Após vários testes, optamos pela seguinte formulação do
sistema (25).

θ0 =




0 0 x1

z 0 0
0 x2 0
0 0 x2

0 z 0


 = T1x1 + T2x2 + Tzz; θ̂0 = 0

θ̃0 = T1
[

x 0 0
]
+ T2

[
0 x 0

]
; (26)

Ω =
[ −1 0 0 x3 z 0 0 0

]
.

Pela formulação acima, o sistema auxiliar (25) é rees-
crito na forma: ẋ = A0π0 + A1π1, ∀x : Ωπ = 0, onde
π0 =

[
x1 x2 x3

]′ e π1 = θ0π0. Como neste caso
a matriz θ0 depende da variável algébrica z, fato não
previsto em (14), a matriz Aa da notação auxiliar (4)
sofre uma pequena modificação:

Aa =

[
A0 A1

(θ0 + θ̃0)A0 + θ̂0 (θ0 + θ̃0)A1 + θz

]
(27)

onde θz = Tz

[
0 0 0 −x 0

]
.

A justificativa formal da mudança está nos apêndices.

A figura 7 mostra os resultados da aplicação do pro-
blema de otimização (11), com a matriz Aa dada por
(27), para o pêndulo considerando α1 = −1 e α2 = −1,
a formulação equivalente (25), a notação auxiliar (26) e
o conceito de estabilidade Q2.

-3.20 -2.56 -1.92 -1.28 -0.64 0.00 0.64 1.28 1.92 2.56 3.20
-6.00

-4.81

-3.62

-2.43

-1.24

-0.05

1.14

2.33

3.52

4.71

5.90

politopo

x1

x2

região estimada

Figura 7: Estimativa da região de atração para o pên-
dulo considerando a noção de estabilidade Q2

7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, apresentou-se uma técnica para análise
de sistemas não lineares incertos, utilizando funções de
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Lyapunov polinomiais em relação aos estados e às in-
certezas do sistema. A classe de sistemas é bastante
genérica permitindo a aplicação em sistemas com não
linearidades racionais e algumas não racionais. Outra
vantagem da metodologia proposta é a possibilidade de
extensão desta aboradagem para problemas de śıntese
de controladores com custo garantido, veja para maio-
res detalhes (Coutinho et al., 2001).

Como principais contribuições, podemos citar o estudo
de técnicas de maximização da estimativa da região
de atração, aprimorando os resultados apresentados em
(Trofino, 2000a) e (Trofino, 2000b), e a determinação
de um limitante inferior da taxa de convergência do sis-
tema. Também pode-se destacar a apresentação de estu-
dos de casos, Van der Pol em tempo reverso (sem e com
incerteza) e pêndulo. Neste último mostrou-se como in-
cluir não linearidades trigonométricas na classe de sis-
temas proposta tratando do problema de determinação
de uma estimativa da região de atração. Atualmente,
estuda-se a extensão desta abordagem para problemas
de śıntese H∞.
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Coutinho, D. F., Trofino, A. e Fu, M. (2001). Guaran-
teed Cost Control of Uncertain Nonlinear Systems
via Polynomial Lyapunov Functions, Proceedings of
the 40th IEEE Conference on Decision and Con-
trol, Orlando.

Davison, E. J. e Kurak, E. M. (1971). A Computa-
tional Method for Determining Quadratic Lyapu-
nov Functions for Non-linear Systems, Automatica
1(7): 627–636.

Dussy, S. e El Ghaoui, L. (1997). Multi-objective Boun-
ded Control of Uncertain Nonlinear Systems: an In-
verted Pendulum Example, Lecture Notes in Con-
trol and Information Sciences (n.227), Springer-
Verlag.

El Ghaoui, L. e Scorletti, G. (1996). Control of Rati-
onal Systems using Linear-fractional Representati-
ons and LMIs, Automatica 32(9): 1273–1284.

Gomez, E. (1999). Engineering and Scientific Compu-
ting with Scilab, Birkhauser.

Iwasaki, T. (2000). Generalized Quadratic Lyapunov
Functions for Nonlinear/Uncertain Systems Analy-
sis, Proceedings of the 39th IEEE Conference on
Decison and Control, Vol. 3, Sydney, pp. 2953–
2958.

Johansen, T. A. (2000). Computation of Lyapunov func-
tions for Smooth Nonlinear Systems using Convex
Optimization, Automatica 36: 1617–1626.

Kazakova-Frehse, N. e Moor, T. (1999). Piecewise Cons-
tant Lyapunov Functions for the Construction of
Robust Regions of Attraction, International Jour-
nal of Robust and Nonlinear Control 9: 451–460.

Khalil, H. K. (1996). Nonlinear Systems, Prentice Hall.

Kiriakidis, K. (1998). An LMI Approach to the Con-
trol of a Class of Nonlinear Systems, Proceedings of
the 37th IEEE Conference on Decision and Con-
trol, Vol. 2, Tampa, pp. 1470–1475.

Langson, W. e Alleyne, A. (1999). A Stability Result
with Application to Nonlinear Regulation: The-
ory and Experiments, Proceedings of the American
Control Conference, Vol. 5, San Diego, pp. 3051–
3056.

Mracek, C. P. e Cloutier, J. R. (1998). Control De-
signs for the Nonlinear Benchmark Problem via the
State-dependent Riccati Equation Method, Inter-
national Journal of Robust and Nonlinear Control
8: 401–433.

Pettersson, S. e Lennartson, B. (1997). Exponential Sta-
bility Analysis of Nonlinear Systems using LMIs,
Proceedings of the 36th IEEE Conference on Deci-
sion and Control, Vol. 1, San Diego, pp. 199–204.

Slotine, J.-J. e Li, W. (1991). Applied Nonlinear Control,
Prentice Hall.

Sznaier, M., Cloutier, J., Hull, R., Jacques, D. e Mracek,
C. (1998). A Receding Horizon State Dependent

102 Revista Controle & Automação/Vol.13 no.2/Maio, Jun., Jul. e Agosto 2002



Riccati Equation Approach to SubOptimal Regu-
lation of Nonlinear Systems, Proceedings of the 37th
IEEE Conference on Decision and Control, Vol. 2,
Tampa, pp. 1792–1797.

Tibken, B. (2000). Estimation of the Domain of Attrac-
tion for Polynomial Systems via LMI’s, Proceedings
of the 39th IEEE Conference on Decision and Con-
trol, Vol. 4, Sydney, pp. 3860–3864.

Trofino, A. (2000a). Bi-quadratic stability of uncer-
tain nonlinear systems, Proceedings of the 3rd IFAC
Symposium on Robust Control Design, Prague.

Trofino, A. (2000b). Robust Stability and Domain of
Attraction of Uncertain Nonlinear Systems, Proce-
edings of the American Control Conference, Vol. 5,
Chicago, pp. 3707–3711.

Prova do Teorema 2.1

Visando simplificar a prova, vamos considerar a seguinte
particição do vetor auxiliar π,

π =
[

πa

πb

]
: πa =

[
π0

π1

]
e πb =




π2

...
πq


 (28)

onde πa ∈ R
ma (ma = m0 + m1), πb ∈ R

mb (mb =
m2 + · · ·+mq), e representar a primeira LMI de (5) por
M1 > 0 e a segunda por M2 < 0.

Suponha que as duas condições de (5) estejam satisfei-
tas nos vértices do politopo B = Bx × Bδ , então, por
convexidade, estão satisfeitas para ∀(x, δ, δ̇) ∈ B.

Seja Ya ∈ R
m0×ma uma matrix tal que Yaπa = x e de-

fina Yb = [ Ya 0m0×mb ]. Observe que por construção
Cx x = 0 e θ0 x − π1 = 0, portanto Caπa = 0.

Como a primeira LMI de (5) é estrita (M1 > 0), para
um escalar positivo ε1 suficientemente pequeno, é pos-
śıvel adicionar o termo −ε1Y

′
aYa sem que isso mude o

sinal da desigualdade, isto é, M1 − ε1Y
′
aYa ≥ 0. Pré e

pós multiplicando esta condição por π′
a e πa respectiva-

mente, pode-se reescreve-la da seguinte forma

π′
a P πa = x

′P(x, δ)x ≥ ε1x
′
x , ∀ (x, δ, δ̇) ∈ B

(29)

Visto que x, δ, δ̇ pertencem a um politopo, os elemen-
tos de M1 são limitados. Então existe um escalar po-
sitivo ε2 suficientemente grande tal que ε2Ima ≥ M1.
Logo ε2π

′
aπa ≥ π

′
aM1πa que leva a ε2(x

′
x + x

′
θ
′
0θ0x) ≥

x
′P(x, δ)x. Lembrando que x, δ, δ̇ pertencem a um po-

litopo, existe um escalar positivo ε3 suficientemente
grande tal que ε3Ima ≥ θ

′
0θ0. Portanto

x′P(x, δ)x ≤ ε2(1 + ε3)x
′
x , ∀ (x, δ, δ̇) ∈ B (30)

Considere a segunda LMI de (5). Como ela é estrita
(M2 < 0), para um escalar positivo ε4 suficientemente
pequeno, é posśıvel adicionar o termo ε4Y

′
b Yb tal que

M2 + ε4Y
′
b Yb ≤ 0 é satisfeita. Note que por construção

Cxx = 0, θiπi − πi+1 = 0 (i = 0, . . . , d − 1) e Ωπ =
0, portanto Cbπ = 0. Pré e pós multiplicando M2 ≤
−ε4Y

′
b Yb por π′ e π respectivamente, pode-se reescrever

esta inequação matricial da seguinte maneira

π
′
a(A

′
aP+PAa)πa+2π

′
aPAbπb ≤ −ε4x

′
x , ∀ (x, δ, δ̇) ∈ B

Utilizando as seguintes igualdades

π
′
aPAaπa = x

′P(x, δ)x [ A0 A1 ]πa

+ x
′
[

Im0

θ0

]′

P

[
0
θ̇0

]
x , e

πa
′PAbπb = x

′P(x, δ) [ A2 · · · Aq ]πb

mostra-se que v̇(x, δ) = π
′
a(A

′
aP +PAa)πa +2π

′
aPAbπb.

Portanto
v̇(x, δ) ≤ −ε4x

′
x (31)

Finalizando, as condições (29), (30) e (31) mostram que
a função v(x, δ) = x′P(x, δ)x é uma função de Lyapunov
local e que a origem do sistema (2) é Q2 estável.

�

Prova do Teorema 4.1

Suponha que as LMIs de (16) estejam satisfeitas nos
vértices do politopo B. Por convexidade, também estão
para ∀ (x, π1, δ, δ̇) ∈ B.

Definindo uma variável auxiliar πq+1 = π̇1 e conside-
rando o vetor π =

[
πa

′ πb
′ ]′, onde

πa =


 π0

π1

π2


 e πb =




π3

...
πq

πq+1




Observa-se que:

• π̇a = Aaπa + Abπb;
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• πq+1 =
[

Γ0 · · · Γq 0
]
π

E a prova segue de forma idêntica a do teorema 2.1.

�

Prova do Teorema 5.1

Defina as constantes λ e λ como

λ = min λ : {λIma − (P + LaCa + C
′
aL

′
a) ≥ 0}

(x, δ) (32)

λ = max λ : {P + LaCa + C
′
aL

′
a − λIma ≥ 0}

(x, δ)

Observe que λ, λ correspondem respectivamente aos
auto-valores mı́nimo e máximo, em (x, δ), da matriz
(P + LaCa + C

′
aL

′
a).

Seja a partição (28) do vetor π. Note que da mesma
maneira que na prova do teorema 2.1, por construção
tem-se que Caπa = 0 e Cbπ = 0.

Suponha que a condição 5.1 esteja satisfeita nos vérti-
ces do politopo B, logo, por convexidade, também está
satisfeita para ∀ x ∈ Bx e ∀ (δ, δ̇) ∈ Bδ .

Considere a primeira LMI de (23), aplicando a definição
(32) podemos reescreve-la como:

λIma ≤ (P + LaCa + C ′
aL′

a) ≤ λIma

Pré e pós multiplicando a expressão acima por π′
a e seu

transposto, tem-se que:

λπ′
aπa ≤ π′

a(P + LaCa + C ′
aL′

a)πa ≤ λπ′
aπa

Pela definição de estabilidade Qr, tem-se que v(x, δ) =
x′P(x, δ)x = π′

aPπa. Logo a expressão acima é equiva-
lente a:

λ‖πa‖2 ≤ v(x, δ) ≤ λ‖πa‖2 (33)

Considere a segunda LMI de (23). Pré e pós
multiplicando-a por π′ e seu transposto, tem-se que:

η(π̇′
aPπa + π′

aP π̇a) + π′
aPπa < 0

Visto que v̇(x, δ) = π̇′
aPπa + π′

aP π̇a, a condição acima
corresponde a:

ηv̇(x, δ) + v(x, δ) < 0 (34)

Por (33) e (34) o sistema (2) é Qr estável. Além disso,
v(x, δ) satistaz:

v(x(t), δ(t)) ≤ v(x(0), δ(0)) e−t/η , ∀ x ∈ Bx , (δ, δ̇) ∈ Bδ

Observe que ‖πa‖ ≥ ‖x‖, a partir de (33) a expressão
acima pode ser reescrita como:

‖x(t)‖2 ≤ λ

λ
‖πa(0)‖2 e−t/η , ∀ x ∈ Bx, (δ, δ̇) ∈ Bδ

(35)
Note que ‖πa(0)‖ é uma constante finita limitada pelo
politopo B.

Pela definição (3.5) de (Khalil, 1996) a expressão (35)
implica na estabilidade exponencial do sistema (2), onde
um limitante inferior da taxa de convergência é dado por
ρ ≥ 1

2η
.

Finalizando, a terceira LMI corresponde à relação de
inclusão Υ ⊂ Bx, completando a prova.

�

PROVA DO TEOREMA 2.1 COM VARIÁ-
VEL ALGÉBRICA

Seja z ∈ R uma variável algébrica do sistema (2). Su-
ponha que a matriz θ0 seja uma função afim em x, δ, z.
Logo pode-se representar a matriz θ0 da seguinte ma-
neira

θ0 =
m0∑
i=1

Tixi +
nδ∑
i=1

Uiδi + Tzz + V (36)

onde as matrizes Ti, Ui, V e os escalares xi, δi são com
em (3) e Tz é uma matriz constante com as mesmas
dimensões de θ0.

Na determinação da derivada temporal de v(x, δ) apa-
recerá o termo θ̇0x = θ̃0ẋ + θ̂0x + Tzxż. Sem perda
de generalidade, considere que ż é uma das componen-
tes do vetor π1 . Defina um vetor Nz ∈ R

m1 tal que
N

′
zπ1 = ż. Portanto, pode-se redefinir a matriz Aa em

(4 ) da seguinte maneira

Aa =
[

A0 A1

(θ0 + θ̃0)A0 + θ̂0 (θ0 + θ̃0)A1 + θz

]
(37)

onde θz = TzxN
′
z.

E a prova segue de forma idêntica a do teorema 2.1.

�
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