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ABSTRACT

In this paper, we address the problem of analysing the
local stability of the equilibrium point of uncertain non-
linear systems and estimating its respective domain of
attraction. We derive LMI conditions for the local ro-
bust stability problem based on Lyapunov functions
which are polynomial functions of the state and uncer-
tain parameters. The problem of maximizing the es-
timation of the domain of attraction consists of maxi-
mizing a level surface of the Lyapunov function inside
a given polytope. Numerical examples show the perfor-
mance of our approach.

KEYWORDS: Uncertain nonlinear systems, linear ma-
trix inequalities, domain of attraction, polynomial
Lyapunov functions.

RESUMO

Neste artigo, aborda-se o problema de anélise de estabi-
lidade local do ponto de equilibrio de sistemas nao linea-
res incertos e de seu respectivo dominio de atragao. Sao
propostas condigoes em termos de inequagoes matriciais
lineares (LMIs) para o problema de estabilidade robusta
local baseadas em fungoes de Lyapunov que sao fungoes
polinomiais dos estados e dos parametros incertos. O
problema de maximizagao da estimativa do dominio de
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atracdo consiste na maximizacao de uma curva de ni-
vel dentro de um dado politopo. Exemplos numéricos
demonstram o desempenho desta metodologia.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas nao lineares incertos, ine-
quacoes matriciais lineares, dominio de atragao, fungoes
de Lyapunov polinomiais.

1 INTRODUCAO

Como determinar fungoes de Lyapunov é um problema
fundamental em sistemas de controle. Muitos mé-
todos tém sido propostos para obter obter tais fun-
¢oes no contexto de sistemas nao lineares. Por exem-
plo, poderiamos mencionar as técnicas baseadas nas
equacoes de Riccati (Mracek e Cloutier, 1998; Sznaier
et al., 1998; Langson e Alleyne, 1999; Kazakova-Frehse
e Moor, 1999) e na resolucao de problemas convexos em
termos de LMIs (El Ghaoui e Scorletti, 1996; Pettersson
e Lennartson, 1997; Dussy e El Ghaoui, 1997; Kiriaki-
dis, 1998; Johansen, 2000; Iwasaki, 2000).

Nestes métodos de determinacao de funcoes de Lyapu-
nov, é importante que a formulagao permita uma facil
extensao para problemas de sintese ou de desempenho,
como por exemplo Hy ou Hs,. Outra caracteristica de-
sejada é que a classe de sistemas abordados seja a mais
abrangente possivel.

Neste contexto, as técnicas LMI se mostram promissoras
por solucionar uma grande variedade de problemas na
teoria de controle com algoritimos numericamente efi-
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cientes. Em geral, os métodos propostos na literatura
utilizam o conceito de estabilidade quadratica que apli-
cados a sistemas com incertezas conduzem a resultados
conservadores, pois nao levam em consideracao a taxa
de variacao dos parametros. Por exemplo, o trabalho
de (El Ghaoui e Scorletti, 1996) que utiliza fungoes de
Lyapunov quadraticas apresenta resultados conservado-
res na analise de estabilidade de Sistemas Nao Lineares
Incertos.

Em (Trofino, 2000b) foi proposto um método de andlise
de estabilidade local de sistemas nao lineares incertos,
utilizando fungoes de Lyapunov polinomiais nos estados
e parametros, na forma v(x,d) = z'P(z, )z, introdu-
zindo o conceito de estabilidade Q..

Neste trabalho, que é a versao completa do artigo
(Coutinho e Trofino, 2000), complementa-se o trabalho
de (Trofino, 2000b) sobre a anélise de estabilidade Q,.,
com as seguintes contribuigoes: (i) realiza para o pro-
blema de estimativa da regiao de atragao um estudo
comparativo entre algumas abordagens encontradas na
literatura; (i7) apresenta uma técnica para a estimativa
da taxa de convergéncia das trajetérias do sistema; e
(7i1) extende os resultados para uma classe de sistemas
com nao linearidades trigonométricas.

Notacao

Neste artigo, utiliza-se a notagao usual. I,, indica a ma-
triz identidade de ordem n x n, 0,,x,, indica uma matriz
de zeros de ordem n x m e 0,, indica uma matriz de
zeros n X n. P > 0 (> 0) significa que P é uma ma-
triz simétrica definida positiva (semi-definida positiva).
P’ ¢ a matriz transposta de P. Sempre que possivel as
dimensdes das matrizes sdo definidas pelo contexto. A
derivada temporal da funcao v(t) é simbolizada por ©(t)
onde o argumento (t) serd frequentemente omitido. R4
representa a fronteira exata da regiao de atragao de um
ponto de equilibrio e a regiao T é uma estimativa de
Ra.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja a classe de sistemas nao lineares incertos
z = Az, )z (1)

onde z € R™° denota o vetor de estados, 6 € R™
s@0 os parametros incertos do sistema e A(x,d) é uma
funcao racional matricial de (z, §). Assume-se que o lado
direito da equagao diferencial (1) é limitado para todos
os valores de z,d de interesse e x = 0 é um ponto de
equilibrio.

Neste trabalho, estamos interessados em analisar as
propriedades locais da origem do sistema (1) numa
dada vizinhanga representada por um dado politopo B,.
Assume-se que o parametro ¢ e a sua taxa de variacdo §
nao sao conhecidos mas limitados por um dado politopo
Bs. A notagao (w, 4, 5) € B, x Bs implica que = € B, e
(6,0) € Bs.

Para analisar a estabilidade do sistema (1) utilizaremos
uma classe particular de fungoes de Lyapunov na carac-
terizacao da estabilidade exponencial. Para enfatizar

esse ponto, apresentaremos a seguinte definicao de esta-
bilidade, proveniente de (Trofino, 2000b).

Definigao 2.1 (Estabilidade Q,)

Seja B = B, x Bs um dado meta-politopo, definindo uma
vizinhanga da origem e os valores admissiveis de (4, 9).
A origem do sistema (1) é denominada localmente Q,
estdvel se existem fungoes de classe K, ¢1(+), ¢2(+), d3(-),
e uma funcao do tipo v(z, ) = 'P(z, §)z, onde P(x, )
¢ uma matriz polinomial de grau “ r ” em (x, §), tais que
as seguintes condigoes estejam satisfeitas V (x, d,9) € B:

o ¢1(llz]]) < vlz,0) = 2"P(x,8)x < o[-

o 0(x,0) < —¢3(]x]).

Em caso afirmativo, v(x,d) = 2P (z, )z é denominada
de funcao de Lyapunov local para a origem.

Note que a nocao de estabilidade Q, implica na esta-
bilidade exponencial da origem do sistema nao linear
incerto (Khalil, 1996) com um tipo particular de funcao
de Lyapunov.

Para possibilitar uma formulacao LMI do problema de
andlise de estabilidade considere que o sistema (1) possa
ser reescrito na seguinte forma

T —
Ty =

onde z € R™° ¢ o vetor de estados; § € R™ sao os para-
metros incertos do sistema; m; € R™i sao varidveis au-
xiliares que permitem rescrever as nao-linearidades do
sistema, fungdes racionais de (x,d), como uma fungao

Az, 0)x =30 g Aimi , Qz,6)mr=0

2
Z , 7T1'+1=(91'7T1', i:{O,...,d—l} ()

linear do vetor auxiliar 7 = [r} .. .w;]/ € R™ onde
m = Y1 my; A € R™X™i para ¢ = {0,...,q},
sao matrizes constantes associadas a dependéncia do sis-
tema em relacdo as varidveis m;; 0; € R™i+1X™i para
i =1{0,...,d— 1}, sao fungdes matriciais afins em (z, J)
usadas para expressar as relacoes entre os vetores ;.
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Note que, definidos dessa forma, 7; € uma funcao poli-
nomial de grau i em (x, ). A matriz Q(z,0) € R™2X™ §é
uma fungao matricial afim em (z,d) usada para expres-
sar relagoes adicionais entre os vetores ;. Por exemplo,
fungoes racionais em (x,d) serdo reescritas em termos

das varidveis m dessa forma.

Para simplificar a notacao, nao serd mais explicitada a
dependéncia das fungoes auxiliares 7;, 6; e {2 em relagao
as variaveis z,0 e o tempo. Assume-se que o ponto de
equilibrio em andlise é a origem do sistema = = 0, e
a representagao do sistema em termos da variavel w é
equivalente & representagao (1), isto é, se a varidvel 7
for eliminada se retorna & representacao original (1).

Comentdrio 2.1 A classe de sistemas definida em (2)
é mais abrangente do que as classes de sistemas poli-
nomiais (Tibken, 2000) e engloba as representadas por
fracoes lineares (LFR) (Dussy e El Ghaoui, 1997), co-
mumente utilizadas em métodos que empregam LMIs,
além disso é possivel descrever varios tipos de nao linea-
ridades nao racionais nesta classe de sistemas, veja para
maiores detalhes a segao 6.

Note, a partir da definigdo do sistema (2), que as ma-
trizes 6; sao fungoes afins de (x,d). Em particular, a
matriz 6y, que como veremos a seguir tem um papel im-
portante na construcao da fungao de Lyapunov, pode
ser representada na formas:

90:§0:T1x1+§6:U151+V (3)
=1 =1

onde T;, U; e V sao matrizes constantes tendo as mes-
mas dimensoes de 0y e z;, §; sao os i-ésimos termos dos
vetores x e 9.

O préoximo teorema apresenta condigoes suficientes, para
o problema de anélise de estabilidade, utilizando a defi-
nicao de estabilidade Q5.

Teorema 2.1 (Estabilidade Qo)

Considere o sistema nao linear incerto (2), a representa-
¢ao (3) da matriz auxiliar 6y, seja s; a i-ésima linha da
matriz identidade I,,,, e a seguinte notacdo auxiliar:

mo ng
0y = Z Tizs; ; 0o = Z Uidi ;
im1 i=1
W [ Ao AT
“ 0o + (6o +60)A0 (6o + 60) A1

4 - [ Ay A, } _
b (6o +00)A2 -+ (60+00)Aq |’

[ o —T1 0 0
Cz _ 0 T3 —x9 . . . (4)

. . . 0
L O 0 Tmg —Tmgo—1 J
_JC o L Q

Ca = | g —Iml}’cb*{éb 0}’

[ C, 0 0

00 _Iml

Cy, = 0

T

onde C, é a matriz definida em (Trofino, 2000a), lema
2.1.

Seja B, um dado politopo definindo uma regiao na vi-
zinhanca da origem do sistema. Seja Bs um politopo
definindo os valores admissiveis de ¢ e de sua taxa de
variagdo §. O sistema nédo linear incerto (2) é local-
mente Qs estdvel se existem matrizes P = P/, L, e Ly
com as mesmas dimensdes de A, C,' e Cy' respectiva-
mente, tais que as seguintes LMIs sejam satisfeitas nos
vértices do meta-politopo B, x Bs.

P+ L,Cy+CLL, >0 (5)
AP+ PA, PA, .-
[A;)P O]+Lbcb+chb<o

Em caso afirmativo, a funcao v(zx,d) = «'P(z,d)x, com
a matriz P(z,d) abaixo definida, é uma fungéo de Lya-
punov local para o sistema (2).

Pla, 8) = [ Ig;o ]/P[ Ig;o ] 6)

Observe que as condigbes propostas no teorema acima e
no trabalho (Trofino, 2000b) ndo sdo equivalentes apesar
de utilizarem a mesma nocao de estabilidade.

3 REGIAO DE ATRACAO

Nesta secao, abordaremos o problema da determinagao
de uma estimativa adequada da regiao de atracao do sis-
tema nao linear incerto (2). Para esse fim mostraremos
que a regiao delimitada por uma certa curva de nivel da
funcao de Lyapunov se torna positivamente invariante se
determinadas condiges adicionais forem satisfeitas. A
idéia é que a curva de nivel deva estar contida no poli-
topo B, onde a fungao de Lyapunov é testada. Visando
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obter uma formulagao convexa, faremos inicialmente al-
gumas defini¢oes e consideragoes.

Por conveniéncia representaremos o politopo B, pelos
seus vértices, ou por um conjunto de inequagoes lineares
na forma:

B, ={z:a@x<1, k=1,...,n5} (7)

onde ar € R™? sao vetores dados associados as ny faces
do politopo B,.

Desejamos encontrar condigoes para que a seguinte re-
giao seja uma estimativa da regiao de atragao da origem
do sistema (2).

T = {z: vz, =2"P(z,8)r < 1} (8)

Observe que esta regiao nao é um elipséide usual, visto
que v(x, ) ndo é uma fungao quadrdtica em x.

Para garantirmos a invariancia da regiao acima definida,

devemos assegurar a seguinte relacao de inclusao T C

B, . A partir de (Boyd et al., 1994) e (Trofino, 2000a),
a relacao de inclusao é garantida se as seguintes LMIs

1 by

>0, VEk 9

{ by (P+L10a1+C¢;1L/1) } = )

sdo satisfeitas, para k = {1,...,ns}, nos vértices do

politopo B, onde os vetores auxiliares by sao dados por:

[ ak ] € R™Mo+m1

b = 0

(10)

Resumindo, a factibilidade das LMIs (9) garante a rela-
¢ao deinclusao YT C B, e a factibilidade de (4) garante
v(x,d) > 0ev(x,d) < 0 ponto aponto em B,. Logo a re-
gido (8) é positivamente invariante. Para a regiao T ser
uma estimativa adequada da regiao de atracao devemos
maximiza-la em relagao a algum indice, por exemplo em
relagao ao seu volume ou em relagao ao semi-eixo maior,
veja maiores detalhes em (Boyd et al., 1994). Neste tra-
balho, a maximizacao desta regiao sera feita através do
seguinte problema de otimizacao que deve ser resolvido
nos vértices do meta-politopo B, x Bs.

min A { (5), (9), e

M — (P+L,Ca+Ci'Ly") >0
(11)
Exemplo 3.1 (Van der Pol em tempo reverso - VdPtr)

Aplicando a metodologia proposta no sistema Van der
Pol em tempo reverso (Khalil, 1996), abaixo represen-
tado, podemos obter uma estimativa de R4

[2]: [(1) e(xf_il)] [2] (12)

Estaremos assumindo que a constante de amortecimento
nao-linear é conhecida e dada por ¢ = 1.

Considere que o politopo B, seja definido pelos seguintes
vértices

el Lel 3] L5

onde o é uma constante a ser determinada tal que B,
seja o maior possivel. Note que neste sistema nao temos
incerteza, portanto B, x Bs = B,.

A figura 1 mostra os resultados para a = 1.82, consi-
derando o problema de otimizacao (11) e as seguintes
varidveis auxiliares

’

7T0:[x1 xg]; le[x% T1T2 T1T2 x%],
! 11
mt s ae[2h]
0 -1
01 = [ x1l> 02 | ; AOZ[l_l];
0 0
A =1[0y 0z ]; AQ:[Ol];
Q=0
B e e e e e e e
2.31"2 Ry
172 *
1.13
0.54
d
-0.44
-1.23
-1.42
-2.41
z

"3 -2411.821.330.640 0.541.131.722.31 3
Figura 1: Regiao R4, politopo B e estimativa T

Exemplo 3.2 (VdPtr incerto)

Para ilustrar a aplicacao da metodologia a sistemas in-
certos, considere que o coeficiente de amortecimento nao
linear do exemplo anterior seja um parametro incerto
cujo valor é dado pela seguinte expressao:

e=0.8+0.20

onde § € [—1,1]. Portanto, o sistema de VdPtr incerto
pode ser escrito na seguinte forma:

[i; ] - [ (1) (o.8+o.;51)(x§_1) ] [ 2 ] (13)
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Considere a mesma definicao utilizada no exemplo 3.1
para o politopo B,. Seja Bs o segmento de reta definido
por [—1,1].

A figura 2 mostra os resultados para o = 1.45, con-

siderando o problema de otimizacao (11) e a seguinte
formulagao em termos das variaveis auxiliares

T = { ;; } ; m o= [2] zze w2 23 Oz
I3 Illg
o [ r%alsz } : ™y = dwiws ; bo = 3652112 ;
2
01 = [x112 Oxa]; 62=[0 6]; Q=0
_ 0 -1 . _ O1x5 0 .
Ao = { 1 —08 } P AL= { O1x5 —0.2 } :
0 0 0
- [0 0.8}’ A3*{0.8}'

w

I O R I e

Figura 2: Politopo B, e estimativa T para VdPtr com
incerteza

Visando aprimorar a estimativa da regiao de atragao
analisaremos a influéncia da forma geométrica e do ni-
mero de vértices do politopo B, considerando o sistema
do exemplo 3.1 (Van der Pol em tempo reverso sem in-
certeza).

No exemplo 3.1 utilizamos um politopo na forma de um
losango simétrico em relagao a origem. Pela forma geo-
métrica estimada, podemos considerar um politopo B,
retangular com uma inclinagao na diregao do eixo maior
da estimativa T. A figura 3 apresenta a estimativa ob-
tida para este politopo com as mesmas condigdes do
exemplo 3.1.

Outro fator importante a considerar na melhoria da es-
timativa da regiao de atracao é o nimero de vértices
do politopo B,. Por exemplo, no caso do politopo da
figura 3 aparentemente a estimativa Y, esta limitada
na diregdo do seu eixo maior. A figura 4 mostra os re-
sultados obtidos para um politopo B, com 6 vértices
considerando as mesmas condigoes do exemplo 3.1.

2.31
1.72 Ba
1.1
0.54

-0.4
-1.2

-1.§8
, .
-2.4
5172} ; xq ¢

13T 2411821330640

[~ RN CRNFN

0.541.131.722.31 3

Figura 3: Regido de atragdo Ra, politopo (B;) e esti-
mativa T

w

I I O R N e

xq
-3.0-2.4-1.8-1.2-0.6 6.0 d.6 1.2 1.8 3.4 3.0

Figura 4: Regido de Atracao R4, politopo B2 e estima-
tiva TTQ

Analisando as figuras 3 e 4 verificamos que devemos ex-
plorar a forma do politopo B, para aprimorarmos a es-
timativa da regiao de atragao. Intuitivamente, ja era es-
perado que o aumento do niimero de vértices melhoraria
a estimativa da regiao de atragao. Entretanto, devemos
ter um certo critério na escolha dos vértices, ja que,
dependendo da situagao, podemos piorar a estimativa.
Outro fator a considerar, como veremos na sequéncia
deste trabalho, é o aumento do esforco computacional
gerado pelo aumento de vértices.

4 ESTABILIDADE 9,

Para aumentarmos o grau de liberdade na escolha da
fungao de Lyapunov v(z,0) = z'P(x,0)x podemos ele-
var a ordem da matriz P(x,d). Para tal, utilizaremos
a nocao de estabilidade Qg4, onde a matriz P(z,d) é de
grau 4 em relacao a (z,9).

O seguinte teorema propoe condigoes suficientes para
estabilidade Q4 e pode ser visto como uma extensao do
teorema 4.1 de (Trofino, 2000a), Para isso vamos consi-
derar a seguinte notagao para as matrizes 6y e 61, que
por definicao sdo afins em (z,0).

mo ns
0, = ZTijxj‘FZUij(Sj‘FVi , iZ{O,l} (14)

Jj=1 Jj=1
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Teorema 4.1 (Estabilidade Q4 e regiao de atracdo)
Seja B um dado politopo, tal que (z, 71, 9, 5) € B. Consi-
dere o sistema (2), a representagao (14) para as matrizes
6o e 61, a notagao auxiliar (4) e

mo ns
> Tijmisj e ;=) Ui;é; para i={0,1}

0; =
=1 =1
c, = [ a;c 0 } c R(mot+mi+ma)
Lo = 6o+ (6 +6o)Ao
't = (6o+60)A1
Ty = (60+60)Aq
[ A() Ay Az
Aa = ~FO ~ I ~F2
| 6140 (01 +61)A1 6142
[ As - A, O
A = | Ty - T, 0 (15)
L0 - 0 &
[ C» 0 0
Cao = | 60 —Im, 0
L0 6 I,
[ Q 0
Cy, = Cy 0
| Do Ty oo Ty —Inyy,

O sistema (2) é Q4 estdvel se existem matrizes P = P/,
L, e Ly, com as mesmas dimensoes de 4,, C), e C}, e um
escalar A, tais que as seguintes LMIs estejam satisfeitas
nos vértices do politopo B:

min A sujeito a (16)
P+ L,Co+C,'Ly >0
(AP + PA,) PA,
AP 0

!/
[1 C’f]zo,w

] + LyCy, +Cy'Ly <0

cte (P+L,C,+C,L,)
M~ (P+L,Co+C,/L) >0

Em caso afirmativo, a funcao v(zx,d) = «'P(z,d)x, com
a matriz P(z, §) definida a seguir, é uma fungao de Lya-
punov locale T = {z : 2P (z, )z < 1} é uma estimativa
da regiao de atracdo da origem do sistema (2).

L, L,
P(x, 5) = (90 P (90 (17)
01 0o 01 0o

O préximo exemplo ilustra a aplicacao do teorema 4.1
e permite uma andlise do compromisso entre o esforgo
computacional e o conservadorismo dos resultados.

Exemplo 4.1 Podemos obter uma estimativa da regiao
de atracao do sistema Van der Pol em tempo reverso
utilizando a nogao de estabilidade Q4 para as mesmas
condigoes do exemplo (3.1). Para tal, consideraremos
que o politopo B, seja definido pelos seguintes vértices:

(AR SRR PR IR

onde o é uma constante a ser determinada tal que B,
seja 0 maior possivel. Aplicando o teorema 4.1, obtem-
se a matrix P dada por (18).

A figura (5) mostra diversas estimativas do dominio de
atragdo considerando os seguintes resultados: Y, (El
Ghaoui e Scorletti, 1996); T}, (Davison e Kurak, 1971);
Y. (Qz, com a =0.53) e Ty (Qq, com a = 0.60).

3.0

2.4

Figura 5: Diversas estimativas de R 4.

Verificamos que o aumento da ordem de P(z, ) produ-
ziu uma aproximacao da Regiao de Atracdo da ordem de
grandeza da proposta em (Davison e Kurak, 1971) e me-
lhor do que a de (El Ghaoui e Scorletti, 1996). Poderfa-
mos tentar melhora-la colocando novos vértices nos ex-
tremos das diregdes a; = [ 1 1 ]/eag =[1 -1 ]/.
Em contrapartida, o aumento do nimero de vértices e
o conceito de estabilidade Q4 produzem um grande au-
mento do esfor¢o computacional.

A tabela 1 compara o esfor¢o computacional para resol-
ver o exemplo 3.1 com as nogoes de estabilidade Qs e
Q4. A coluna NE representa a nocao de estabilidade,
NV o ntimero de vértices, NL o nimero de LMIs e VD
o numero de varidveis de decisao.

5 TAXA DE CONVERGENCIA

Utilizando o principio da invariancia e o conceito de es-
tabilidade exponencial, como em (Slotine e Li, 1991),
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0.54670 —0.23060 0.00000 —0.00001 0.00000 —0.09229 0.00000 0.00811
—0.23060 0.3420 0.00001 0.47732 —0.38502 0.00000 0.10197 —0.00072
0.00000 0.00000 —0.08711 —0.05815 0.01447 0.00544 0.00000 0.16394

p_ —0.00001 0.47732 —0.05815 1.96711 —1.36825 —0.47213 0.00000 —0.07157 (18)
0.00000 —0.38502 0.01447 —1.36825 0.83333 0.44604 —0.16394 0.07157
—0.09229 0.00000 0.00544 —0.47213 0.44604 0.01179 0.00000 0.00000
0.00000 0.10197 0.00000 0.00000 —0.16394 0.00000 0.03398 0.00236

| 0.00811 —0.00072 0.16394 —0.07157 0.07157 0.00000 0.00236 —0.00013 |

NE | NV | VD | NL O interesse da expressao acima é que ela pode ser ex-

Qo 4 107 | 14 pressa tem termos de LMIs. Note-se que a constante

Q 4 224 | 14 1 estd relacionada com a taxa de convergéncia p = %

Qo 6 107 | 21 que é uma garantia da rapidez com que os estados con-

9y 6 224 | 21 vergem para a origem. Quanto menor 7 mais rapido os

Tabela 1: Esfor¢co computacional x nogao de estabili-
dade

podemos obter estimativas da regiao de atragao e da
taxa de convergéncia dos estados. E interessante notar
que a estabilidade exponencial implica em estabilidade
assintética e fornece uma nogao da localizagao dos esta-
dos em qualquer instante de tempo, similar ao conceito
de polos em sistemas lineares.

Considere que a fungdo de Lyapunov wv(x,d) =
2'P(x,d)x e sua derivada sao limitadas da seguinte ma-
neira:

Azl < 2'P(z,6)z

o(x, 0) —elll3 (19)

onde A, \ e € sdo constantes positivas.

Suponha que as trajetérias do sistema (2) satisfagam a
seguinte relacao

lz@®)] < Bllz(0)lle™*, Yx(0) € T C B, (20)
onde as constantes p (conhecida como taxa de conver-
géncia) e B sdo positivas.

Entao, podemos fazer as seguintes consideracoes:

Al < o(z,0) < Ma@)|?
Alz(O)]* < v(0) < Az(0)]?

v(z,0) < awv(0)e /" (21)
(PN

_ _ 1
onde a = =5 e n= 3,

Utilizando o lema de convergéncia de (Slotine e Li,
1991), relacionamos 1 com v(z,0) e v(x,d) da seguinte
forma

no(x,d) +v(x,d) <0 (22)

estados convergem para a origem.

Com o mesmo procedimento da secgao 4, podemos ob-
ter uma formulagao LMI para o problema de estimar a
regiao de atracao com minimizagao da variavel 7.

Teorema 5.1 (Taxa de Convergéncia)
Seja B um dado politopo, tal que (z, 71, d,8) € B.
Considere o sistema (2) e as notagoes auxiliares (4), (15).

O sistema (2) é Q4 estavel se existem matrizes P =
P’ L,, Ly, e uma constante n > 0 tais que o seguinte
problema de otimizacgao esteja satisfeito nos vértices do
politopo B.

min m sujeito a
P+ LoCoa+Ca’La’ >0

(23)

n X (A'P+ PA,) PA,
AP 0
n (P4 LoCo +Co'Le") 0
0 0
+L,Cy + Cb/Lb/ <0
1 Ck/
[ cr (P4 LaCa+ Ca'La") ] >0 vk

Em caso afirmativo, a fungao v(z, d) = 2'P(x, §)x, onde
a matriz P(x,d) é dada por (17), é uma funcao de Lya-
punov local, T = {x : 2/P(x,d)x < 1} é uma estimativa
da regiao de atracao da origem do sistema (2) e a taxa
de convergéncia satisfaz p > %

Note que o teorema 5.1 foi formulado utilizando o
conceito de estabilidade Q4, mas também pode ser
aplicado ao conceito de estabilidade Qs. Para tal,
basta zerarmos partes especificas da matriz P(z, d), veja
(Trofino, 2000b) para maiores detalhes.

Exemplo 5.1 (Taxa de Convergéncia) Para exemplifi-
car a aplicacdo do teorema 5.1 utilizaremos o sistema
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Van der Pol em tempo reverso. A figura 6 mostra os
resultados para as mesmas condigoes do exemplo 3.1.

o r ~ N

o
v om o~ O

1

Figura 6: Estimativa T para p > =5, considerando um

politopo B,

O valor obtido para n = 38 indica que a taxa de conver-
géncia satisfaz p > %. Isto é, as trajetérias do sistema
(12) satisfazem a seguinte relacao:

lz(@)l| < Bllz(0)lle™*/™ , ¥ 2(0) € T

6 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Com base no trabalho de (Trofino, 2000b), podemos
obter uma formulagdo do tipo (2) para sistemas que
possuam nao linearidades trigonométricas. Devido a
sua simplicidade a metodologia serd apresentada dire-
tamente no classico exemplo do péndulo.

Considere a representacao por variaveis de estado do
péndulo apresentada em (Slotine e Li, 1991)
T1 = T2

a1 sinxy + aoTs (24)

Ty =

podemos definir duas varidveis auxiliares r3 = sinx; e
z = cosxi. Aplicando em (24), obtemos duas novas
relacoes:

e Diferencial: 3 = x5 z;

o Algébrica: w32 + 22 = 1.

Portanto, podemos construir o seguinte sistema auxiliar:

0 1 0

d=|0 o a1 |z,V(z,2):a’+2°—1=0 (25)
0 =z O

Para as condigoes iniciais x1(0),22(0),23(0) =

sin(z1(0)), as trajetérias do sistema do sistema original
(24) se repetem no sistema auxiliar (25).

A escolha das matrizes 0; da representagao do sistema
(2) ndo é tinica e influencia nos resultados obtidos. Por-
tanto podemos explorar esta caracteristica para melho-
rar a estimativa da regido de atracdo do sistema (24).

Apos varios testes, optamos pela seguinte formulagao do
sistema (25).

0 0 1
z 0 0 R
00 = 0 o 0 = lel + TQIQ + TZZ; 00 =0
0 0 o
\_0 z OJ
o =Ti[z 0 0]+T2[0 = 0]; (26)
Q=[-1 0 0 23 z 0 0 0].

Pela formulagdo acima, o sistema auxiliar (25) é rees-

crito na forma: & = Agmg + A1m, Vo : Qr = 0, onde
Ty = [ 1 To X3 ]/ e m1 = Hymy. Como neste caso
a matriz 6y depende da varidvel algébrica z, fato nao
previsto em (14), a matriz A, da notacao auxiliar (4)
sofre uma pequena modificagao:

A() Al

Aq = - ; ;
(6o + 60) Ao + 6o (6o 4+ 60) A1 + 6.

(27)

onde . =T.[0 0 0 —z 0].
A justificativa formal da mudanga estd nos apéndices.

A figura 7 mostra os resultados da aplicacdo do pro-
blema de otimizacdo (11), com a matriz A, dada por
(27), para o péndulo considerando a; = —1 e g = —1,
a formulagao equivalente (25), a notagao auxiliar (26) e
o conceito de estabilidade Qs.

politopo

regido estimada

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
-3.20 -2.56 -1.92 -1.28 -0.64 0.00 0.64 1.28 1.92 2.56 3.20

Figura 7: Estimativa da regiao de atragao para o pén-
dulo considerando a nogao de estabilidade Q5

7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentou-se uma técnica para andlise
de sistemas nao lineares incertos, utilizando fungoes de
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Lyapunov polinomiais em relagao aos estados e as in-
certezas do sistema. A classe de sistemas é bastante
genérica permitindo a aplicacao em sistemas com nao
linearidades racionais e algumas nao racionais. Outra
vantagem da metodologia proposta é a possibilidade de
extensao desta aboradagem para problemas de sintese
de controladores com custo garantido, veja para maio-
res detalhes (Coutinho et al., 2001).

Como principais contribuigoes, podemos citar o estudo
de técnicas de maximizacao da estimativa da regiao
de atragao, aprimorando os resultados apresentados em
(Trofino, 2000a) e (Trofino, 2000b), e a determinagao
de um limitante inferior da taxa de convergéncia do sis-
tema. Também pode-se destacar a apresentacao de estu-
dos de casos, Van der Pol em tempo reverso (sem e com
incerteza) e péndulo. Neste tltimo mostrou-se como in-
cluir nao linearidades trigonométricas na classe de sis-
temas proposta tratando do problema de determinagao
de uma estimativa da regido de atragdo. Atualmente,
estuda-se a extensao desta abordagem para problemas
de sintese Ho.
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Prova do Teorema 2.1

Visando simplificar a prova, vamos considerar a seguinte
particigao do vetor auxiliar 7,

onde m, € R™e (mg, = mog +mq), m € R™ (my =
mg +---+myg), e representar a primeira LMI de (5) por
My > 0 e a segunda por My < 0.

Suponha que as duas condigoes de (5) estejam satisfei-
tas nos vértices do politopo B = B, x Bs, entao, por
convexidade, estao satisfeitas para V(z,d,d) € B.

Seja Y, € R™0*™a yma matrix tal que Y7, = x e de-
fina Yy, = [ Yy  Omgxm, |- Observe que por construgao
Croz=0ebyz — m = 0, portanto C,m, = 0.

Como a primeira LMI de (5) é estrita (M; > 0), para
um escalar positivo £; suficientemente pequeno, é pos-
sivel adicionar o termo —E1Y;Ya sem que isso mude o
sinal da desigualdade, isto é, M; — €1Y;Ya > 0. Prée
pés multiplicando esta condigao por 7/, e 7, respectiva-
mente, pode-se reescreve-la da seguinte forma

V (x,6,0) € B
(29)

7 Pry = P(z,0)x > 1z x

Visto que z, 5,5 pertencem a um politopo, os elemen-
tos de M; sao limitados. Entao existe um escalar po-
sitivo €2 suficientemente grande tal que eol,,,, > M;.
Logo sgﬂ;ﬂa > 7T;M17Ta que leva a & (x,x + x,t%t%x) >

x,P(x, 0)x. Lembrando que x, 8,4 pertencem a um po-
litopo, existe um escalar positivo e3 suficientemente
grande tal que e31,,, > 0,0y. Portanto

V (x,6,0) € B

2Pz, 8)x < ex(1 4 e3)z w0 (30)

Considere a segunda LMI de (5). Como ela é estrita
(Mz < 0), para um escalar positivo g4 suficientemente
pequeno, é possivel adicionar o termo 54Yb,Yb tal que
Moy + 54Yb,Yb < 0 € satisfeita. Note que por construgao
Crx = O, (91'7'('1'—7'('1'4_1 =0 (’L = 0,...,d— 1) e Qmr =
0, portanto Cpm = 0. Pré e pdés multiplicando My <
—54Yble por ' e  respectivamente, pode-se reescrever
esta inequacao matricial da seguinte maneira

ﬂ;(A;P+PAa)7Ta+27T;PAb7Tb < —54x,x , ¥V (x,0, 5) €

Utilizando as seguintes igualdades

W;PAaTra = zPx,0)x] Ay A1 ]7m,
T 0
+ x[ B ] P[éo]x,e
To' PAymy, = ' P(x,0)] Ag Ay

mostra-se que 0(z, ) = w;(A;P +PA)T.+ 27T;PAb7Tb.
Portanto

b(z,0) < —eqx (31)
Finalizando, as condicoes (29), (30) e (31) mostram que
a funcao v(z, §) = 2’'P(zx, 0)x é uma funcdo de Lyapunov
local e que a origem do sistema (2) é Qg estavel.

Prova do Teorema 4.1

Suponha que as LMIs de (16) estejam satisfeitas nos
vértices do politopo B. Por convexidade, também estao
para V (z,m1,d,0) € B.

Definindo uma varidvel auxiliar 741 = 71 e conside-

/

/
rando o vetor m = [ T ™ ] , onde

3
o
Tg = T e Tp =
o Tq
Tg+1

Observa-se que:

o T, = AgTa + Apmy;
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07Tq+1=[r() Fq O]TI’

E a prova segue de forma idéntica a do teorema 2.1.

Prova do Teorema 5.1
Defina as constantes A e A como

P A: {M, — (P + LoCa + C,L,) > 0}

min

(z,9) (32)
A= maz X:{P+ L,Cq+C,L, — A,,, >0}

(x,0)

Observe que A, A\ correspondem respectivamente aos

auto-valores minimo e mdximo, em (x,d), da matriz
7 7

(P+L,C,+C,L,).

Seja a particdo (28) do vetor . Note que da mesma
maneira que na prova do teorema 2.1, por construcao
tem-se que Cymy =0 e Cym = 0.

Suponha que a condigao 5.1 esteja satisfeita nos vérti-
ces do politopo B, logo, por convexidade, também esta
satisfeita paraV x € B, e V (4,0) € Bs.

Considere a primeira LMI de (23), aplicando a definigao
(32) podemos reescreve-la como:

My, < (P4 LoCq+ CLLL) < Xy,

Pré e p6s multiplicando a expressdo acima por 7/, e seu
transposto, tem-se que:

Mg <7l (P + LoCy + CLL )Ty < Al

Pela definigao de estabilidade Q,., tem-se que v(z,d) =
2'P(x,0)x = 7l Pry. Logo a expressdo acima é equiva-
lente a:

Almall® < w(z,8) < X|ma|? (33)
Considere a segunda LMI de (23). Pré e pds
multiplicando-a por 7’ e seu transposto, tem-se que:

(7l Prtg + l, Pitg) + 7, Py < 0
Visto que 9(z,0) = 7, Pr, + 7, P4, a condi¢do acima
corresponde a:

no(zx,d) + v(x,d) <0 (34)

Por (33) e (34) o sistema (2) é Q, estavel. Além disso,
v(x, ) satistaz:

v(a(t),(t)) < v(2(0),6(0)e~*/"

Observe que ||mq|| > ||z||, a partir de (33) a expressao
acima pode ser reescrita como:

[ma(O)[IP e, V& € By, (5,0) € Bs

(35)
Note que ||7,(0)| é uma constante finita limitada pelo
politopo B.

l=(@®)]* <

> >I

Pela definicao (3.5) de (Khalil, 1996) a expressao (35)
implica na estabilidade exponencial do sistema (2), onde
um limitante inferior da taxa de convergéncia é dado por
P> g

Finalizando, a terceira LMI corresponde a relacao de
inclusao T C B, completando a prova.

A

PROVA DO TEOREMA 2.1 COM VARIA-
VEL ALGEBRICA

Seja z € R uma varidvel algébrica do sistema (2). Su-
ponha que a matriz 6y seja uma fungao afim em z, 9, z.
Logo pode-se representar a matriz 6, da seguinte ma-
neira

mo ns
b = > Tiwi+» Uibi+T.z+V (36)
i=1 i=1
onde as matrizes T;, U;, V e os escalares x;, J; sao com
em (3) e T, é uma matriz constante com as mesmas

dimensoes de 6.

Na determinacao da derivada temporal de v(z,d) apa-
recerd o termo éox = 503'3 + éox + T,zZ. Sem perda
de generalidade, considere que Z é uma das componen-
tes do vetor m; . Defina um vetor N, € R™! tal que
N, ;771 = 2. Portanto, pode-se redefinir a matriz A, em
(4 ) da seguinte maneira

Ao Ay

(60 + 00) Ao + 6o (60 + 00) A1 + 6.
(37)

A, =

onde 0, = TZxNZ'.

E a prova segue de forma idéntica a do teorema 2.1.
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