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Educacao

THE BEHAVIOR OF THE ELECTRON: AN ANALYSIS OF THE COMPTON EFFECT AND THE DE BROGLIE’S RELATION.
The De Broglie’s relation was a fundamental step in the development of a wave nature for matter. Therefore, we have examined it

from the perspective of the new atomic theory. This relation makes successful predictions of the stable energy levels for electrons

orbiting a nucleus. The formulation of the de Broglie’s relation is a fundamental application of the theory of wave-particle duality for
a material particle. In this work, the direct demonstration employing the equations E = mc? and E=hc/A, was avoided. We provide a
complete analysis of this relation considering features of the special theory of relativity.
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INTRODUCAO

Arthur H. Compton, em 1922, observou o aumento do com-
primento de onda de raios X, devido ao espalhamento da radiagio
incidente sobre elétrons livres. Este efeito, conhecido atualmente
como efeito Compton, ilustra claramente o conceito de particula para
a radiacdo eletromagnética. Por esta descoberta Compton ganhou o
Prémio Nobel de Fisicaem 1927. Esta observacao € bastante interes-
sante, pois se a radiagdo eletromagnética possui caracteristicas de luz
e particula, a principio deveria se esperar que particulas reais também
pudessem ser descritas em termos de ondas. Em 1924 De Broglie,
combinando as idéias de Planck e Einstein, estabeleceu uma relacio
entre massa e freqiiéncia, comprovada experimentalmente em 1927
por Davisson e Germer. Em 1929 Louis de Broglie, pela descoberta
de caracteristicas de onda de elétrons, ganhou o Nobel de Fisica,
assim como Davisson em 1937, “por suas descobertas experimentais
da difragdo de elétrons por cristais”, compartilhou o mesmo prémio
com George Paget Thomson.!

A partir desta nova abordagem para a descri¢do, tanto de parti-
culas como de radiag@o, foi possivel estabelecer um novo modelo de
atomo, expresso em 1926 pela equagdo de Schrodinger, base para o
modelo atual de estrutura eletronica. Erwin Schrodinger e Paul A.
M. Dirac dividiram o Nobel em Fisica de 1933, pela descoberta e
elaboracio desta nova teoria atdmica.’

A apresentagdo de uma abordagem mais detalhada sobre o efeito
Compton e a relacdo de De Broglie, envolvendo a descri¢ao fenome-
noldgica do comportamento do elétron, € o objetivo deste trabalho.
A motivacio para isto foi adquirida em sala de aula, nas disciplinas
de graduagdo oferecidas pelo Instituto de Quimica aos alunos do
curso de quimica e de outros cursos da UNICAMP, onde conceitos
introdutdrios de estrutura eletronica sdo apresentados.

Em muitas situacdes, tem sido observada alguma confusdo
no tratamento matemadtico para derivar a relagdo onda-particula, e
expressa-la em termos do momento da particula (p) e do comprimento
de onda (A) associado a ela, representada por

h
_h (1)
LAY
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A importancia da obten¢do desta expressdo, vai além de uma
simples manipulagdo matemadtica das Equagdes

E=mc® e E=hy 2)
A questdo ndo ¢ fazer apenas a igualdade destas equagdes

mc? =P o= 3)

A A

parav=c/A e "assumindo-se" p=mc, originando-se a Equac@o 1. Este
tratamento simplificado, em algumas situagdes pode até ser feito,
porém com alguma restri¢ao.

De modo geral, os livros textos tangenciam na demonstrag@o das
relagdes de Compton e de De Broglie, para os fendmenos corpuscular
(da luz) e ondulatério (do elétron), respectivamente. Vale destacar, que
ndo se trata de uma critica pura e simples, pois muitas vezes a abor-
dagem mais rigorosa foge do foco, do escopo do texto apresentado
nestes livros, ou mesmo da apresenta¢do de conhecimentos bdsicos
de relatividade. Algumas abordagens, presentes em textos selecio-
nados em niveis diferentes (Quimica Geral e Quimica Quéntica),
sdo mostradas a seguir, enfatizando-se que, enquanto na primeira a
idéia € apresentada mais em termos de modelo atdmico, na segunda
ha um rigor maior, ja que o tratamento aprofundado se d4 em termos
matemdticos explorando contetidos de Célculo Diferencial e Integral.
Para uma abordagem histérica, sobre o inicio do desenvolvimento do
modelo atdmico atual, recomenda-se a leitura dos trabalhos de Rosa
e Martins,>* que exploram o conceito onda-particula, do inicio do
século XX até o surgimento da teoria de Louis de Broglie.

Nos livros introdutérios de Quimica Geral sdo comuns explica-
¢des bem sucintas como:

e ...No inicio deste século as, hoje familiares, relacoes
desenvolvidas por Einstein (E = mc?) e Planck (E = hv) jd
eram conhecidas ... De Broglie igualou estas duas equacgoes,
obtendo a seguinte relacdo: mc? = hv. E importante obser-
varmos aqui que ndo obtivemos esta relagdo simplesmente a
partir da igualdade de duas relagcdes envolvendo energia;*
e ...Em 1925, De Broglie propds que um elétron livre de
massa m, que se move com uma velocidade v, deve ter um
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comprimento de onda associado, dado pela equa¢do: A=h/
mv. Essa idéia era revoluciondria porque ligou as proprie-
dades de particula do elétron (m e v) a uma propriedade de
ondas (\),” ou

e ...De Broglie sugeriu que o elétron, em seu movimento
ao redor do niicleo, tinha associado a ele um comprimento
de onda particular. Ele propds que o comprimento de onda
caracteristico do elétron ou qualquer outra particula depende
de sua massa, m, e de sua velocidade, v. De Broglie usou o
termo ondas de matéria para descrever as caracteristicas
ondulatérias das particulas materiais.®

Em alguns livros de Fisico-Quimica também notamos um trata-
mento superficial sobre o assunto:

e ...Podemos entender a hipotese de De Broglie equacionan-
do a expressdo da energia a partir da relacdo da relatividade
especial e da teoria quantica: E = mc? e E=hv ... De Broglie
sugeriu que esta relagdo se aplicava as particulas, para as
quais o momento é igual a massa vezes a velocidade (p =
my )7’.

e ... Some progress towards coordinating these properties
had already been made by Louis de Broglie when, in 1924,
he had suggested on theoretical grounds that any particle, not
only photons, traveling with a momentum p should have (in
some sense) a wavelength given by the De Broglie’s relation:
A=h/p;S ou

e ... De Broglie argued that both light and matter obey the
Equation 1. Because the momentum of a particle is given by
myv, this equation predicts that a particle of mass m moving
with a velocity v will have a De Broglie wavelength given by
A=h/mv.?

E até mesmo em alguns textos introdutérios de Quimica Quantica
observam-se deficiéncias:

e ... Antes de terem sido realizadas as primeiras experiéncias
de difracdo de elétrons, De Broglie jd havia proposto em sua
tese de doutoramento (1924) a relagdo: hp = h;"°

e ... Hence Louis de Broglie suggested in 1923 that the mo-
tion of electrons might have a wave aspect; that an electron
of mass m and speed v would have a wavelength \ = h/mv
=h/p — Eq. (1.4), associated with it, where p is the linear
momentum. De Broglie arrived at Eq. (1.4) by reasoning in
analogy with photons. The energy of any particle (including
a photon) can be expressed, according to Einstein’s special
theory of relativity, as E = mc?, where c is the speed of light
and m is the particle’s relativistic mass (not its rest mass).
Using E,,,,, = hv, we get mc* = hv = he/A and h = h/mc =
h/p for a photon traveling at speed c. The Eq. (1.4) is the
corresponding equation for an electron;'' ou

e Em 1924, Louis de Broglie associava, através do estudo
da relatividade de Einstein, o comprimento de onda com
uma particula, A= h/p, mas de antemdo jd se sabia que a
luz poderia se comportar como particula.””

Como pdde ser observado nos excertos extraidos dos livros
citados, a abordagem adotada ¢ bastante superficial, mesmo em
livros textos destinados a alunos mais avangados nos cursos de
graduacdo ou pds-graduacdo. Assim, neste trabalho apresentare-
mos uma abordagem um pouco mais detalhada da obtengdo das
expressoes, que evidenciam a natureza de particula da luz (efeito
Compton) e a natureza de onda do elétron (relacio de De Broglie),
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embora como assinala Richard Feynman (Prémio Nobel de Fisica
de 1965)"" em The Relation of Wave and Particle Viewpoints," o
elétron ndo deve ser considerado nem sob o ponto de vista de onda,
nem de particula.

Transformada de Lorentz

No final do século XIX, houve um interesse crescente em es-
tudos de fendmenos de eletricidade, eletromagnetismo e luz, que
culminaram nas equacdes de Maxwell para um sistema movendo-se
uniformemente. No entanto, posteriormente verificou-se que tais
equagdes pareciam ndo obedecer ao principio da relatividade de Eins-
tein-Poincaré, definido adiante.'® Assim, elas poderiam estar erradas
e deveriam ser mudadas, de modo que sob a transformada de Galileu
este principio pudesse ser satisfeito. Este tipo de transformagao pode
ser representada de modo bem simplificado, considerando-se o siste-
ma de coordenadas (x, y, z, t) definido inicialmente pelo conjunto de
variaveis espaciais (x, y, z) e temporal (7), e posteriormente como (x’,
y’, 7', ') a velocidade constante v ao longo do eixo x, mantendo-se
y’' =yez =z Assim, tem-se

X=x"+vt
y=y’
z=27"
t=t"

Como dito anteriormente, as Equacdes de Maxwell, neste tipo
de transformac@o de coordenadas, levavam ao surgimento de novos
termos, que por sua vez levavam a previsdes de novos fendmenos
elétricos, que ndo eram observados experimentalmente. Deste modo,
abandonou-se esta tentativa de transformacdo."* Neste meio tempo,
H. A. Lorentz (Prémio Nobel de Fisica de 1902)" aplicou as seguintes
substitui¢des nas Equacdes de Maxwell

x=(x"+vt)y
y=y’
2=z vx’
t=(+ oy

C

onde ¢ € a velocidade da luz no vicuo e y € conhecido por fator (ou
termo) de Lorentz definido por

T2 “

Ele notou que elas permaneceram da mesma forma sob estas
transformacdes. As equacdes acima ficaram conhecidas como trans-
formada de Lorentz. Posteriormente Einstein, seguindo sugestiao
formulada previamente por Poincaré, generalizou esta observagio
propondo que, fodas as leis da fisica deveriam de tal modo, permane-
cer inalteradas sob uma transformada de Lorentz. Em outras palavras,
ndo apenas as leis da eletrodindmica (verificada por Lorentz) em
particular, mas as leis da mecanica de um modo geral. Em situacdes

VZ
ordindrias, onde v « ¢, — = 0 e yaproxima-se da unidade, levando-se
c

a transformada galileana. Para uma descri¢do mais detalhada deste
tépico recomenda-se uma leitura do capitulo 15 da ref. 13.

Energia e momento relativisticos

Com base na transformada de Lorentz, podem ser deduzidas
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expressdes para outras grandezas, como massa (m = m, ) e freqiién-
cia de onda (v = v, 7). Grandezas estas, medidas considerando-se o
referencial S em movimento relativo a um referencial S, (em repouso).
Novamente, no caso onde v « ¢, as grandezas m tornam-se n, € V,
v, respectivamente.'*

Diferentemente das situagdes consideradas “cotidianas”, bem
descritas pela transformada de Galileu, o comportamento de sistemas
microscopicos, principalmente a altas velocidades, € bastante singu-
lar, sendo entdo necessario o uso da transformada de Lorentz. Vale
salientar que existem muitas situagcdes microscopicas que ocorrem
a “velocidades” baixas.

O comportamento do elétron livre em movimento pode ser apro-
ximado pela descri¢do da mecanica cldssica, e sua energia expressa
em fung¢do da sua massa de repouso (mm,) e de sua velocidade (v), ou
seja, descrita apenas pela componente cinética. No entanto, existem
outras situagdes distintas, onde o elétron se comporta de modo “nio
convencional” como, por exemplo, quando ele estd sujeito a um
campo, descrito por um poco de potencial (modelo da particula na
caixa), em ambientes atdmico ou molecular, etc, tendo deste modo
comportamento mecéanico-quantico (comportamento de onda e
particula); ou quando ele apresenta v = ¢, onde hd necessidade de
componentes relativisticas para uma descricio mais precisa.

Segundo a teoria da relatividade, a massa relativistica efetiva da
particula (no nosso caso o elétron) a v = ¢, é dada por

m=mgy (5)

Como a particula move-se a uma velocidade v, € possivel rees-
crever a Equagio 5 em termos de seu momento linear'>: !’

p =mvmyvy 6)

Expandindo-se y a partir da Equacao 4

p= myv
T @)
CZ

Elevando-se ao quadrado a Equagdo 7 e multiplicando-se ambos
os lados por ¢?, obtém-se

2 +¥
22 MYV, 22_m"c c?
pc = ¢ ou pc= P (8)
Y
l1-— I-— 2
C 2 4
¢ moc 5
Adicionando-se e subtraindo-se o termo 75 no lado direito
da Equacgio 8, tem-se 1_L
2
c
2
2.4V
moc B 2 4 2 4
pzcz _ L my,c  myc
- 2 2 2
1 v v )
c? c c?

Rearranjando-se a Equagdo 9 de modo que o termo m c? fique
em evidéncia, dd como resultado a expressao

2
2 4,V
2 2 moc (072_1) mgc4 (10)
pc = 2 + 2
v

Substituindo-se a expressdo de Yy - Equacdo 4, na Equagio 10,
obtém-se
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2
v
m§c4(—2—1) (11)
20 c 2 4.2
pc=——g——+tmycy
v
-1
c

Finalmente, fazendo-se uso da substituigdo de m,y por m dada
pela Equacio 5, tem-se

m
pc :—m§c4+?c4yz (12)

que leva a expressao'®

pe=+/(mc*)’ —mc* (13)

O termo mc? estd relacionado a expressdo de energia relativistica,
oriunda da Teoria da Relatividade Restrita (ou Especial), para uma
particula de massa m

E=mc* =p’c+m)c* (14)
Energia cinética

Outra maneira, de expressar a energia relativistica de uma par-
ticula em movimento, € através da inclusdao de ambos os termos de
energia de repouso e cinética (associada a este movimento)

E=E+T (15)
ou
T—mc*—myc’ (16)

Isto € essencialmente a defini¢do da energia cinética de uma
particula com o excesso de energia, devido a sua massa de repouso.
Para velocidades baixas, esta expressdo aproxima-se da representagao
da energia cinética ndo-relativistica, como demonstrado a seguir:"
tomando-se a expressdo dada pela Equacgdo 16 e usando a Equagdo
5, a expressdao em 7 torna-se

T = myyc’ —m, ¢’ (17
ou
T =m,c’ -1
1 V2 (18)
-2

Agora expandindo a expressao da raiz quadrada da Equagdo 18
a partir do teorema binomial

n ! _
(a+x)' = zi(n n];)'k'a”"‘x" =aq" +na”"x+7n(n2' D a"’x*+ . (19)
k=0 - R .
tem-se
1.3
v 1.v? _5[_5] vt
1-—)" =1+ [5]72 At (20)
C C ! C

que substituindo na Equagdo 18 fornece
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1 > 3myv 5 m,v
T=—mp’ +=—"2—+—-2

27 T8 e 16 @D
que para v « ¢ dd

-, (22)
Tzamy

Aplicacgiio para energia cinética

Uma das aplicacdes interessantes, observadas em situacdes de
grandes velocidades, foi a experiéncia elaborada por Bertozzi.'o E um
experimento util para ensinamento de relatividade, enfatizando a exis-
téncia de uma velocidade limite universal igual a velocidade da luz.
O experimento faz uso de um acelerador linear de elétrons e consiste
em medir o tempo que os elétrons levam para percorrer determinada
distancia. Variando-se a voltagem da fonte de elétrons, determina-se a
energia cinética que os mesmos possuem. Deste modo, o experimento
permite observar como a energia cinética varia com a velocidade. Na
Tabela 1 estdo os dados de energia cinética para acelerar os elétrons e
dos tempos necessdrios para eles percorrerem 8,40 m de caminho no
gerador de Van de Graaff.!” Na Tabela 2 estdo os resultados obtidos
a partir destes dados em termos da relagdo v/c>.

A velocidade v da particula é calculada pela expressao

v=AS/At (23)

para o espago percorrido AS de 8,40 m no intervalo de tempo At
obtido dos dados da 2* coluna da Tabela 1 considerando-se o tempo
inicial igual a zero.

A expressdo (v?/ ¢?), , dada a partir do modelo da mecanica
cldssica newtoniana, € obtida considerando-se que

2T
7 (24)
C

2= 2 2
c c o

2 2 2
2T
szozv =>2T=m0v2=> moL =>(v ] =
clas

Tabela 1. Valores da energia cinética e do tempo necessario para o
elétron percorrer a distdncia de 8,40 m no gerador de Van de Graaff

T (MeV) t(10%s)
0,5 3,23
1,0 3,08
1,5 2,92
4.5 2,84
15,0 2,30

Tabela 2. Valores das relagdes entre as velocidades do elétron e da luz
-v¥¢?, considerando os dados experimentais e as expressoes oriundas
da mecanica cldssica e contendo efeitos relativisticos®

v (103m/s)® (VD) exp V) V)™
2,60 0,75 1,95 0,74
2,73 0,83 3,90 0,86
2,80 0,92 5,85 0,94
2,96 0,99 17,56 0,99
3,00 1,00 58,54 1,00

@Valores utilizados para as constantes: ¢ (velocidade da luz no vicuo)
= 3,00 x 10°® m/s; e (carga do elétron) = 1,60 x 10" C; m, (massa
de repouso do elétron) = 9,11 x 107! kg; ®Eq. (23); “Eq. (24) e @
Eq. (25).
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J4 a expressdo (v?/ ¢ | considera aspectos relativisticos e pode
ser obtida rearranjando-se matematicamente a Equacéo 18.

v C
iy
c

2 1 v myc’ ’
T=myc'| ———=-1|= — =1- —
2 » (myc™ +T) (25)

A dependéncia da velocidade de uma particula com sua energia
cinética exibe uma velocidade limite e também mostra a relagdo
newtoniana com uma aproximag¢do apropriada as baixas velocida-
des - Equacdo 21. Um bom exemplo € considerar a velocidade do
elétron igual a 100 km/h (27,78 m/s), que fornece a relacdo (v/c?)
igual a 8,5910°, tornando o termo cinético m,c? (y - 1) pratica-
mente nulo, semelhante a energia cinética clédssica - mv?*/ 2, igual
a3,5110% 7.

Efeito Compton

Os trabalhos preliminares efetuados por Compton no campo de
raios X permiti que ele desenvolvesse uma teoria sobre a intensida-
de de reflexdo destes raios em cristais, como um meio de estudar o
arranjo de elétrons. Este estudo levou-o, em 1922, a descoberta do
aumento do comprimento de onda de raios X devido ao espalhamento
da radiacdo incidente por elétrons livres, o que implicava que os
quanta espalhados tinham menos energia do que os guanta incidentes
originais, como mostrado na Figura 1. Este efeito ilustra claramente o
conceito de particula para radiaco eletromagnética.! A andlise feita
por Compton foi tratar os fétons de raios-X como particulas e aplicar
a conservagdo de energia e de momento para a colisdo de um féton
com um elétron estaciondrio.

Foétons
)8 — Q
raios—X S

elétron

p em repouso

elétron

com velocidadeV

Figura 1. Efeito Compton

Para a conservagdo de energia

Pelo principio da conservagdo de energia, a energia da radiagio
eletromagnética incidente (fétons de raios X de freqiiéncia v) € trans-
ferida para o elétron em repouso que adquire velocidade v (energia
T) e para a radiagdo espalhada de fregiiéncia v,. Assim,

hv, = hvf +T (26)

A substituicio do termo de energia cinética na Equagdo 26 pela
expressao dada pela Equagdo 16 fornece

hv, = hv, +mc? —m,c? 27)

e mc® por ,pfcz +m0204 - Equacdo 14
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_ 22 2.4 _ 2
hv, =hv, +\p;c”+m,c” —myc (28)

Elevando-se ao quadrado a Equagdo 28 e rearranjando, tem-se

p’c® =(hv, —hv, +mc*)* —myc* (29)
Assim,
pfc2 = (hy - hvf)2 +2(hv, — hv/)moc2 +mict —mjct

(hv, - hv/.)2 +2(hv, —hv, ym,c’

que fornece
22 2 2 2 2
p,c” =) +(hv,)" =2h"vy, +2mec”(hv, = hv,) 30)
Ja para a conserva¢@o do momento a representacio €
- 5 -
p=p;+p. S

Elevando-se o momento do elétron ao quadrado e colocando-o
em termos do produto escalar de vetores, obtém-se

e N
p.=(p/=p))(p/=p;)=p’+p’ =2p,p,cosd 32)
Para o f6ton, o uso da expressdo relativistica do momento,

myv
p =

V2 (33)
==
c
¢é inadequada, pois como a massa de repouso tende a zero e a
velocidade da radiacdo eletromagnética tende a c, tanto o numerador
quanto o denominador também tendem a zero, levando a uma
indefinicdo matemadtica. Assim, para determinar o momento do féton
é preciso utilizar a expressdo geral — Equacéo 14,

E=mc* =p’c® +mic* (34)

Considerando-se a massa de repouso do féton nula, e por se
tratar de radiac@o eletromagnética, a energia pode ser dada pela
Equagdo de Planck,

he h
= hw="-"=p=h - 35
pc=hv= p=hv ou p= (35)

que € a relacdo onda e particula para a radia¢do eletromagnética.
Multiplicando-se a Equac@o 32 por ¢?, fornece

pict=plc’+ pf-c2 —2p,cp ccosb (36)
Os momentos lineares inicial e final dos f6tons na Equacdo 36

sao substituidos pela relacdo pc=hv, dada pela Equacdo 35, levando

a expressao

pict=(hv) + (hv)) i 2hv,hv, cosO 37)
E, finalmente igualando as Equa¢des 30 e 37, chega-se a

(hv,)* +(hv,)* = 2%, +2mc* (hv, — hv)) =

=(hv)) + (hv)) 2 —2hy, hv, cosd
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obtendo-se
—hvy, +myc’ (v, —v,;)=—hvv,cosb 38)
Ou
—hvy, + myc* (v, — v) = —hvyv, cosb
myc* (v, =v,) = hvyv,(1-cosB)
, C ¢ he?
myc™ (= = ——(l-cos6
G ) a, (e (39)
A, =, h
myc( ) = —(—cos0)
A, A,
que € a férmula padrdo de Compton
h
A=A =Ar=—(1-cos0) (40)
' myc
Relacio de De Broglie

O experimento de Davisson e Germer (Figura 2) demonstrou
caracteristicas de onda para o elétron, de acordo com a hipétese de De
Broglie. A relagdo matematica, que expressa esta hipdtese, pode ser
obtida considerando-se a expressdo da energia relativistica dada pela
Equacdo 15." Ela pode ser expressa reescrevendo-se a componente
cinética em termos de y - Equacdol7,

Filamento

— +V ]
%z
Feixe de < E]
Elétrons 23
& S F
&& S =
2]
0 7 VSF° =
) .
/" 1 1 L
I ¢ » 0 B
Cristal de Ni Angulo de Espalhamento (¢)

Figura 2. Experimento de Davisson e Germer

T=mc*(y-1) (40)

levando-se a

E = m()cz + moc2 (y-1) (41)
ou
E = mc*y (42)

que € essencialmente E = mc?, param = m,Y.

Substituindo-se agora a expressdo do momento relativistico da
Equagdo 6 — p = mv = m,vy, na expressdo de energia - Equagdo 42,
tem-se

E=p& @3)
v

Assim, quando v — ¢ a particula se comporta com onda eletro-
magnética, e deste modo, sua energia passa a ser descrita em termos
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que € a relagdo onda e particula para o elétron.
CONCLUSAO

A descricao do elétron, sob o ponto de vista de onda ou particula,
¢ uma das possibilidades de se apresentar o modelo atdmico atual.
Uma anélise mais profunda dos aspectos relacionados a esta descricio
de comportamento foi apresentada neste trabalho. Assim, que este
material seja um guia de consulta para aqueles que procuram conhecer
um tratamento mais rigoroso e distinto daqueles apresentados em
muitos livros textos introdutérios de Quimica, Fisico-Quimica ou
de Quimica Quantica.
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Embora o momento linear seja uma grandeza vetorial, por questdo de
simplicidade a representagdo de p’ referird a0 médulo de p, assim como
para outras grandezas de mesma natureza.

Um bom exercicio € desenvolver a Eq.(13) diretamente a partir da
defini¢do de massa — m = m Y, embora seja um procedimento menos
elegante do que o apresentado € bem mais simples.

Vide ref. 12 para mais detalhes do experimento.

Efetivamente € nao nula, mas muito pequena.



